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CORRIGE DM N°1 : POLYNOMES DE TCHEBYCHEVI

PARTIE 1 : Polynomes de Tchebychev

d’olr : cos(n0) = (Z)ik(sin 6)*(cos 0)"* =
=0

=

k pair

(en ayant posé k = 2p), et finalement, cos(n0) = T,(cos 0) avec| T,(X) = (;p)(—l)p(l — X2)Pxn=2p
p=0

(c’est bien un polyndme!!).

b) Supposons qu’il existe deux polyndmes T,, et S,, vérifiant VO € R, T, (cos 0) = cos(n0) = S,,(cos ).
Alors, pour tout x € [-1,1] on aura T,(x) = S,(x) soit (T,-S,)(x) =0.

Le polyndme T, -S,, ayant une infinité de racines est le polynéme nul, donc T,, =S,,, ce qui
prouve l'unicité.

2. a) Pour tout 0 € R, on a cos((n+ 2)0) + cos(n0) = 2cos(0)cos((n+1)0 (on utilise la formule de

trigonométrie bien connue cos(p)+cos(q) = 2cos (p er 1 )cos (p ; 9 )).

Donc T,,,(cos0) + T,,(cos 0) = 2cos 0T, 1 (cos 0) pour tout O réel, d'ol, pour tout x € [-1,1],
Tori2(x) + Tp(x) = 2xTp 1 (x).

Cette égalité entre fonctions polyndmes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en
déduit I'égalité des polyndmes , soit ‘ T,02(X) = 2XT,;1(X) = T,(X). ‘

b) Ty =1, T; = X, et la formule de récurrence précédente donne T, = 2X?-1 puis T; = 4X>-3X.

c) La relation de récurrence précédente permet de démontrer facilement par récurrence sur
n € IN* la propriété :
7 T,, est de degré n
"] son coefficient dominant est 2" ! si n>1
Pour cela, il suffit de vérifier que # et # sont vraies, puis de montrer l'implication

H, et I = H,.0, ce qui est une conséquence facile de la relation de récurrence pré-
cédente.

d) En utilisant I'expression obtenue en 1.a., on obtient immédiatement : T, (-X) = (-1)"T,,(X),
c’est-a-dire que T, est de la parité de n.

k
3. Pour n>1 : T,(cosB) =0 < cos(nb) =0 < Ik € Z tel que 6:%+7n.

k
Or, pour k € [0,n— 1], les nombres 21 + Alis sont n réels distincts de lintervalle ]0,7.
n

n
La fonction cos étant une bijection de ]0,t[ sur ]-1,1[, on en déduit que les nombres

n  km , . . T k)
cos(g + 7) pour k €[[0,n—1] sont n réels distincts tels que T, (cos(g + 7)) =0.
Il s'agit donc de n racines distinctes de T,,.

Celui-ci étant de degré n, ce sont exactement les n racines de T,,.
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4. a) On peut procéder comme dans la question 1.a :
Pour tout entier n et tout réel 0 :

sin((n+1)0) = Fm (™% = _#m((e)"!) = Fm((cos O +isin0)"*!)

n+1
_ L\ ook 1k
_fm[Z( ' )1 (sin©)*(cos 0)"* ]
d'ou :

n+1 n+l
sin((n+1)0) = #m ;)’ ( '
k in;pair

)ik(sin 0)*(cos )1k

= (2T::|_11)(—1)’D(Sin2 0)PsinO(cos 0)" 2P (en ayant posé k = 2p + 1)
p=0

et finalement, sin((n + 1)0) = sinOU,(cos0) avec | U,(X) = )(—1)”(1 — X2)Pxn=2p

2p+1

(c’est bien un polyndme!!).
L'unicité de U, (qui n’était pas demandée) se démontre exactement comme celle de T,,.

b) En dérivant par rapport a x la relation cos(nx) = T,,(cos x), on obtient —nsin(nx) = —sin xT,(cos x)
pour tout x réel, d’'ols, pour n > 1 : nsinxU,_;(cosx) = sinxT, (cosx) donc nU,_;(cosx) = T, (cos x)
pour x & Z.

En posant y = cosx, on a nU,_(y) = T,(y) pour tout y € [-1,1]\ {0}. L'égalité entre ces
deux fonctions polyndmes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en déduit I'égalité des
polyndmes , soit ‘ T, (X) = nUn_l(X).‘

sin(n0)

5. Supposons n > 2 dans cette question. T, (cos6) = 0 < U,,_1(cos0) = 0 &= — 5
sin

sinB =0 i.e 6 nZ.

=0 pour

On aura donc T, (cos0) = 0 pour sin(nB) =0 et 6 ¢ nZ, donc pour 6 = k% avec ke Z\ nZ.

k
Les k—1 nombres cos(%) , ke [[1,n—1] sont donc racines de T,. Comme ils sont distincts

(méme argument qu’a la question 3) et que le degré de T, est n—1, ce sont exactement les
racines de T, .

Les seuls points de l'intervalle [-1,1] ou T, peut atteindre un extrémum sont les bornes de
cet intervalles, et les points intérieurs ou T, s‘annule. Il s'agit donc de +1 et des racines de T,,

km
trouvées ci-dessus, donc des points cos(—) , ke[0,n].
n

Réciproquement, pour tout k € [0,n]] on a

k
T, (cos(%))l =1; puisque T,(x) = cos(nArccosx)

k
pour tout x € I,ona |T,(x)] <1 pour tout x € I. Donc ||T, ||, =1, et| E(T,) = {cos(—n) , ke [[O,n]]}.
n

PARTIE 2 : Caractérisation des polyndmes de Tchebychev a 'aide des points extrémaux

1. e On a évidemment ||P||, >0, et |P||, =0 Vx€el, P(x)=0= P =0, ce qui est exclu (car
P de degré n>1).
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e La fonction polyndme étant continue sur le segment 1, elle y est bornée (donc ||P||,, existe!)
et atteint ses bornes, donc E(P) = 0.

e Enfin, les seuls points de I oli P peut atteindre ses bornes sont +1 et les points intérieurs
a I ou P’ sannule; ces points sont au nombre maximum de n—1 (car degP’ =n-1),
ce qui fait au maximum #n+ 1 points extrémaux.

2. a) Le raisonnement ci-dessus montre en outre que card(E(P)) =n+1 <= -1 € E(P), 1 € E(P) et P’
s'annule en n—1 points distincts de ]-1,1].

On a donc E(P)={-1,xq,...,x,-1,1} avec -1 <x; <...<x,_1 <1.

b) Pour 0<i<n, x; € E(P) donc [P(x;)| = ||P||, =1 donc (1-P?)(x;) = 0. De plus, P’(x;) = 0 donc
x; est aussi racine de la dérivée du polyndme 1—P? (cette dérivée étant égale & —2PP’).
Ainsi, x; est racine au moins double de 1 -P?. Or 1 et —1 sont aussi racines de 1—P?
puisque +1 € E(P). 1 —P? étant de degré 2n ne peut admettre plus de 2n racines (chacune
étant comptée avec son ordre de multiplicité).

Donc 1 —-P? admet les x; pour 0 < i < n comme racines doubles, et +1 comme racines
simples.

n—

1
c¢) On en déduit qu'il existe un réel \ tel que 1 -P? = \(1 -X?) l_[(X - x;)2.
i=1

Si a, est le coefficient dominant de P, le coefficient dominant de 1 —-P? est —a2; d'autre
n-1

part, les x; pour i€ [[1,n] étant exactement les racines de P’, on a P’ =na, l_[(X - ;).
i=1

1
En comparant les expressions ci-dessus, on obtient : | 1 —P? = — (1 - X2)P2(X).
n

d) Pour x € ]x,_;,1[, (1-P?)(x) > 0; d’autre part, P’ ne sannulant pas sur |x,_;,1[ ¥ garde un
signe constant (d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, P’ étant continue).
2 P’Z P’ +
! 5 = (zx) , on déduit donc ) -
1-x*  (1-P?)(x) VA -P2)(x) V1-x2
dépend pas de x € ]x,_1, 1].

De TI'égalité

, ou le signe + ne

e) En intégrant, on obtient Vx €]x,,_,1[, Arccos(P(x)) = enArccosx + cste. Puisque P(1) = #1,
on obtient cste =0 ou cste =1, d’'ou P(x) = +cos(nArccosx) soit P(x) = +T,(x). Cette égalité
entre fonctions polyndmes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en tire :

P
IPll.”
on a Q de degré n, tel que ||Q|l, =1 et E(Q) =n+1. D’apres la question précédente, on a
Q=4+T,, dou P =+|P|.T,.

Ainsi, les polyndmes P de degré n tels que E(P)=n+1 sont les polyndmes de la forme AT,
ou A est un réel non nul quelconque (ce qui précéde ne montre qu'une implication, mais la
réciproque est évidente, puisque, si A =0, E(AT,) = E(T,)=n+1).

3. On cherche ici tous les polyndomes de degré n tels que E(P)=n+1. Si on pose alors Q =

PARTIE 3 : Une autre caractérisation des polyndmes de Tchebychev

1. a) Les x; sont les points ou T, atteint un extrémum, et on a |T,(xx)| = 1; de plus, T, (x;) et
T,(xx+1) sont de signes contraires. Supposons par exemple T,(x;) = 1 et T,(x1) = 1.
Alors Q(xg) = 1 = Py(xx) = 0 et Q(xgq) = -1 — P,(xx41) < 0, puisque, par hypothese,
Vxe[-1,1], P(x) e [-1,1].

Ainsi | Q(x;) et Q(x sont de signes contraires.
k k+1 g

b) Dongc, d’'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, Q admet (au moins) une racine sur
chaque intervalle [x;,x;.1]-
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e Remarque préliminaire : Si Q(x;) =0 avec 1 <k <n-1, alors Q’(xx) = 0, c’est-a-dire
que x; est racine au moins double de Q.
En effet : si Q(xx) = 0, alors P(xx) = T,(xx) = +1 donc P atteint un extremum en
xx € |-1,1[ ; par suite, P’(x;) = 0 et puisque on a aussi T, (xx) =0, on aura bien Q’(xx) = 0.

e Il ne reste plus qu'a compter :
— sur [x1,1], il y a au moins une racine si Q(x;)= 0 et au moins 2 si Q(x;) =0 (il s'agit
de x;, comptée double d’apres la remarque préliminaire).
— Sur [x,,1], il y a deux cas possibles :
> si Q(xy) =0, x, est racine au moins double, et, comme il y a au moins une racine
dans [x,1], cela fait au moins trois racines dans [x,,1].

> si Q(x;) =0, il y a encore deux cas possibles :

o soit Q(x1) =0, x; est racine au moins double, donc il y a au moins deux racines
dans [x,,1].

o soit Q(x;) #0, et il y a alors au moins une racine dans ]x,,x;[ et au moins une
dans ]x;,1[, donc encore au moins deux racines dans [x,,1].

ETC...
On démontra ainsi par récurrence sur k qu’il y a au moins k racines dans [xi,1].
Finalement, il y en a au moins » dans [x,,1] i.e dans I.

e Puisque degQ <n -1, on en déduite immédiatement Q =0 d'ou P=T,.

1

Sk-17 €

2. e Soit P € R,[X], normalisé, non constant, et k > 1 son degré. Montrons que ||P||,, >

qui entrainera l'inégalité demandée.

1
Par l'absurde, supposons ||P||,, < Py Alors, le polynéme 2K-1P vérifie :

2k=
Le coefficient de X* dans 2k-1P est égal a 2k-!
Vxe[-1,1], 2K1P(x) € ]-1,1]
D’aprés la question précédente, on aurait : 25"'P = T, ; mais alors, puisque || Ti||, =1, on

aurait ||P||., = ce qui est contradictoire.

2k-1

1
e Soit maintenant P € R, [X], normalisé, de degré k < n, tel que ||P||, = =k Puisque, si k <n,

1
ST > EY=g il résulte de la question précédente que k = n. On déduit alors, comme dans
ci-dessus, : P = LTn.
on—1
PARTIE 4 :

1. a) Pour tout x € R, on a T,(cosx) = cos(nx) d’oli, en dérivant
—sinxT,(cosx) = —nsin(nx)
puis en dérivant de nouveau :
(1 —cos? x)T.(cos x) — cos xT,(cos x) + n*T, (cos x) = 0

Ainsi, pour tout y € [-1,1], (1-v?)T)(y) -y T, (v) + n*>T,(y) = 0.
L'égalité entre ces deux fonctions polyndmes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en
déduit I'égalité des polyndmes, soit | (1 - X?)T,— XT, + n’T, = 0.
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n n n
b) Enposant T, = Zaka (avec a, = 2""1), onaalors T, = Z‘kaka_1 etT) = Zk(k—l)aka_z,

k=0 k=1 k=2
d’otli, en remplagant dans la relation précédente :

n

n n
(1-X2) Zk(k )Xk - Zkaka +n? Zaka =0
k=2

k=1 k=0
n n n n
Zk(k — g Xk2 - Zk(k — )Xk - Zkakxk +n? Zaka =0
k=2 l}::{ ]I,;,z/f k=0
:0 :0

ik(k —1)aXk2 - i[k(k 1) +k- nz]aka =0
k=2 k=0

n—-2 n
Z(k +2)(k + 1)ag, Xk - Z(k2 g Xk =0
k=0 k=0

ay-1 0
On en déduit : (k+1)(k+2)

aj = Wﬂk+2 pour k <n-— 2

¢) Donc:
e Tous les coefficients de la forme a,_(5,,1) sont nuls (ce qui est normal, compte tenu de
la parité de T,).
(n—=2p+2)(n—-2p+1)
p e [LI5, an_op = —
e Pour p e[ [2]]] An-2p Ip(n—p
récurrence sur p la superbe formule :

" (-1)Pn(n-p-1)!
VeILEl . anap = 4P pi(n—2p)!

An-2p+2 C€ qui permet d'obtenir, par

a, aveca,=2""1,

2. a) Si P estun polyndme non nul, de degré p, solution de I'équation différentielle (1-x2)y”—xy’+n’y =0,

il est facile de voir, en considérant le coefficient dominant, que I'on a nécessairement p = n.
n

On cherche donc P sous la forme Zaka avec a, = 0. On obtient bien sir la méme

k=0
relation que précédemment entre les g ; la seule différence est ici que 4, est un réel non

nul quelconque. On obtient donc comme solution un polyndme proportionnel au précédent.

En conclusion, les solutions polynomiales de I'équation différentielle proposée sont les
polyndmes de la forme AT, avec A€ R.

b) Si le polyndme P non constant est solution de I'équation différentielle proposée, alors
(1-X?)P’2-n?(1-P?) =0, dongc, en dérivant, on obtient : —2XP’2+ (1 —X?)2P’'P” + 2n*PP’ = 0.
Puisque P’ n’est pas le polyndme nul, on obtient : (1 — X?)P” — XP’+ n?P = 0. D’aprés ce qui
précéde, on a donc nécessairement P = AT,, avec A € R.

Réciproquement, si P est de cette forme, le polyndme (1 —X?)P’? —n?(1 —P?) a une dérivée
nulle, donc est constant; sa valeur en 1 est —n?(1 — A?T2(1)) = —n%(1 — A?); on aura donc
(1-X?)P?2 -n?(1-P?)=0 si et seulement si \>=1 ie \=+1, soit

3. a) Pour tout (p,q) € N? et tout 6 R, on a

Ty(

T, (cos 0)) = Ty (cos(q0)) = cos(pq0) = Tpy,(cos 6)
Les polyndmes T,0 T, et T,, coincident donc sur [-1,1], donc sont égaux.

b) Soit P un polyndme non constant, de degré p, tel que Po T, =T, o P.
En dérivant cette identité, on obtient :

(P’ o T,)T, = (T, o P)P’
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Or (1-X)T/? =n%(1-T,?) donc

2 2
, ,2 ’ n (1_T )
(P oTn)zTn =(P OTn)zl_—in
— (T/ ° P)ZP/Z — n2(1 - (Tn 0 P)Z)P/Z
n

1-P?

d’'ou
(P’oT,)?*(1-T,%) (1-X?P7?

1-(T,oP)2 ~ 1-P2

(1-X*)P2(X)

¢) On note R la fraction rationnelle R =
1-P%(X)

. Puisque T, 0P = PoT,, lI'égalité
précédente s'écrit :Ro T, = R.

Or le degré de la fraction rationnelle Ro T, est égal a ndeg(R). On a donc nécessairement
deg(R) =0 (puisque R = 0), soit R =cste+S, avec S fraction rationnelle de degré strictement

négatif. La relation RoT,, = R entraine alors SoT,, =S, d'ou S =0 pour la méme raison que
précédemment.

Finalement, on a bien R = cste.

d) Si p =deg(P), en comparant les coefficients dominants du numérateur et du dénominateur
de R, on obtient cste = p2.
Ainsi, P vérifie 'équation différentielle (1 — X?)P’? — p?(1 — P?) = 0. Donc nécessairement
P =+T, d'apres le résultat de la question 2.b.
Notons P =¢T,, avec ¢ = #1.La relation T, oP = PoT, donne alors T,,(¢T,) = €T,0T,, = €T, = €T,,0T,.

e si n est pair, T, est pair, donc T,(eT,) =T, o T,, et P ne convient que si e¢=+1.

e si n est impair, T, est impair, donc T,(eT,) = €T, o T, et les deux possibilités pour P
conviennent.

Les seuls polyndmes non constants P € R[X] tels que Po T, = T, o P sont
En conclusion :|les polyndmes T,, p € IN* si n est pair, et les polyndmes +T,, p e IN* si n
est impair.
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