CORRIGE ENAC 2018

CORRIGE ENAC 2018'

| PARTIE I|

Q1. L’équation homogene associée s’écrit, sur tout intervalle ne contenant pas +1 :

;. 2z
V=12

Y.

La solution générale en est :
2x ) C
y(r) = Cexp (/ T dz> = C’exp(—ln‘l—z |) ={-="

la constante C' dépendant de I'intervalle sur lequel on se place (le signe de 1 — z? a été intégré dans la
constante, ce qui permet de supprimer les valeurs absolues).

Puisque I’énoncé dit <« Une solution sur V est..... >, on peut donc considérer que la réponse C est
exacte.

‘Ql : Réponse CI

Q2. En fait, pour étre plus précis, I’ensemble des solutions de I’équation homogene précédente est ’ensemble
des fonctions de la forme :

C
C
y(z) = 1722 size]-1;1]
C
1722 six €]1;400]

Cy, Cs, C3 étant des constantes réelles.
L’ensemble de ces solutions forme clairement un espace vectoriel de dimension 3.

‘ Q2 : Réponse D I

Q3. On peut ici se contenter d’essayer les 4 solutions...

Plus rigoureusement, on utilise la méthode de variation de la constante, en cherchant une solution
(z)
1— a2’
(en fait on résout ’équation non sur V' mais sur chacun des 3 intervalles ci-dessus).

Sans faire de calcul, directement d’aprées le cours, on sait que :
C'(x) x?

y solution de (F) <— -1 =

3 C 3
ce qui donne C’(z) = 22 puis C(z) = %—l—cste. Une solution particuliére est donc y(x) = 1 7(2)2 = 3(13i pey .

avec C de classe €' sur V

particuliére de I’équation avec second membre sous la forme y(x) =

‘Q3 : Réponse C

Q4. On obtient la solution générale de V' en ajoutant a une solution particuliéere la solution générale de
I’équation homogene. On déduit donc de ce qui précede que I’ensemble des solutions sur V' de I’équation
est I’ensemble des applications de la forme :

3

= +C

3—73021 six €]—o0;—1]
3

cae;

3

e

31723 siz€]l;+oo|
—x

C1, Cs, C5 étant des constantes réelles.
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CORRIGE ENAC 2018

En toute rigueur, ’ensemble des solutions sur V' dépend de trois constantes, on ne peut donc pas considérer
que la réponse D est correcte.

Q4 : Réponse E (aucune réponse exacte)

Q5.

Q6.

Q7.

| PARTIE I1|

On peut bien sir écrire up42, upt1 €t u, puis faire les calculs ....
Plus astucieusement, on sait que si une suite (u,) vérifie une relation de récurrence linéaire out 71 et ro
sont les racines distinctes de I’équation caractéristique, elle est de la forme n — Air{ + Aory .

Il suffit donc ici que l’équation caractéristique ait pour racines 2 et i clest-a-dire soit égale a
29

(X-2)(X-3)=X2-2X+1.

On a donc la relation de récurrence : w42 — %unH + u, = 0.

‘Q5 : Réponse BI

Si la suite (¢") vérifie la récurrence , on a 3¢"*2 — 2¢" Tt — 5¢" = 0 pour tout n donc en simplifiant par
q" (il faut supposer ¢ non nul!) on trouve 3¢> —2¢ —5 =0, d’olt ¢ € {—1, g}

‘ Q6 : Réponse B I

D’apres le cours, 'ensemble des suites vérifiant la relation (R) est un espace vectoriel de dimension 2,
engendré par les suites trouvées a la question précédente, c’est-a-dire qu’il existe des scalaires A et u tels
que :

VneN, u, =A-1)"+p <§> .

Cela élimine directement les réponses B a D! Il ne reste plus ensuite qu’a vérifier que la suite proposée a

la réponse A vérifie bien ug =1 et u; = 3

‘Q7 : Réponse AI

Q8.

| PARTIE III|

D’apres le cours, on sait qu’il existe des réels a, b, ¢ tels que :

Ve eR\{0,1}, Q) = — -

a
oz —1)2 =z :c—lJr(ac—l)Q.

On obtient directement :

a=limzQ(x)=1 et c=lim(z—1)?Q(z)=1.

z—0 x—1
Enfin, la relation 1ir+n xQ(x) =0 conduit & a+b =0 soit b= —1.
xr—r+00
En conclusion : 1 1 1
v R\ {0,1 =—— .
S \{7 },Q(l’) T x71+(:1771)2

‘QS : Réponse CI
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Q9. On déduit du calcul précédent :
1
/Q(ac)dx =ln|z|—In|z—1] - p— + cste.
z —

Sur lintervalle ]0;1[, In|z| =Inx et In|jz — 1| = In(1 — z) donc :

‘ Q9 : Réponse AI

Q10. Etsur lintervalle |1;+o0o[, In|z| =Inx et In|z — 1| = In(x—1) donc une primitive sera « — In x—ln(m—l)——l .
T _

Notons que méme sans avoir fait aucun calcul, les 4 réponses proposées font intervenir In(1 — z) avec
1 — 2 <0, donc sont forcément fausses!

‘QIO : Réponse E (aucune réponse exacte)

Q11. Directement avec le calcul précédent :

1

T —

3 1
=In3-2In2+ - -
1], 2

/jQ(m)dx - [m @ —1)—

‘Qll : Réponse BI

Q12. Encore un calcul quasi immédiat :

e—we—Qinw dor = e—(1+2in)w dr = -1 e—(1+2in)z + este.
1+ 2in

‘Q12 : Réponse C

Q13. Encore une décomposition en éléments simples....

Ici on cherche a,b, c,d réels tels que :

2t at+b c d

VEERAN L SO = A T e T AR

En multipliant par 1 4 ¢? puis en faisant ¢ =i on trouve
2i

ek

ai+b=

[

donc a=0et b=1.

En multipliant par (1 +¢)? puis en faisant ¢ = —1 on trouve d = —1.
Enfin, t_1>i+nr10o tf(t) =0 conduit & a4+ ¢ =0 soit ¢ =0.

En conclusion :

VﬁER\{_l}; f(t): litz - (1it)2'

‘Q13 : Réponse DI

Q14. En utilisant les calculs précédents :

1 1 1
t)dt = - dt = Arctant + —— te.
/f() /(1+t2 (1+t)2) rctan +1+t+cse

‘Q14 : Réponse CI
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Q15.

Q16.

Q17.

CORRIGE ENAC 2018

1
1
Encore un calcul trivial et sans intérét : Iy = / zdr = 3
0
‘Q15 : Réponse B
n
Notons déja que l'intégrale proposée a bien un sens pour n > 1 puisque lin%) T {ln —] = 0 par croissances
T—r X
comparées. Donc la fonction a intégrer se prolonge par continuité sur [0;1].
Les fonctions sont de classe € sur |0;1], on peut donc faire une intégration par parties :
1 22 1 n (1
Vn>=1, I, :/ x (—Inz)" dz = [—(— 1nac)"] + —/ z(—Inz)" ! da.
0 \u’,/%/—/ 2 0 2 Jo
v
lipp étant justifiée car le terme entre crochets existe par croissances comparées (et vaut 0).
n
Ainsi, pour n > 1 : [, = §In_1. C’est la réponse A, qui est d’ailleurs identique a la réponse B quitte a
faire un changement d’indice (7 7).
‘Q16 : Réponses A, B
En réitérant la formule précédente, on a pour n € N* :
n nn-—1 nn—1 1
I =5 =" I o=... =" Y ;
n 2 n—1 2 2 n—2 2 2 2 0
. n! 1 n!
soit : I, = on 3 = i1

‘Q17 : Réponse CI

Q18.

Q19.

IPARTIE IV |

1
La série est facilement absolument convergente puisque son terme général est un o (—2) quand n — +00.
n

‘QIS : Réponse B

, 2
A.B.C Si l'on note u, le terme général de la série proposée, on a |u,| < — donc par comparaison de deux

séries a termes positifs et a une série de Riemann, la série proposée est absolument convergente.
Mais ce n’est pour AUCUNE des raisons proposées : en effet,

— Le fait que le terme général d’une série tende vers 0 ne suffit pas a prouver sa convergence, donc la
réponse A est fausse.

— L’équivalent de la réponse B est faux.

— La < raison » donnée a la réponse C est fantaisiste.

+oo 2
PETTREN e N ™
D. On peut calculer la somme de cette série, a condition de connaitre g 2=
n
n=1

En effet :

Corrigés de problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 4/9 6 avril 2018



CORRIGE ENAC 2018

puis, en considérant les termes d’indices pairs et impairs :

n
n=1 n=1
—~ n? — (2n)? = (2n +1)2
—+o00 —+o0 —+o0
1 1 1
Lo (S# o)
—+o00 —+o0 —+o0 —+o0 —+oo 2
1 1 1 1 1 1 T
=2 — — = — - = —— - =
— (2n)? 7; n? < 4n? ; n? 2 Z n? 12

f cos(nf) f (-1)P 1 X (~1)p 1 ( 772)
— n? = (2p)? 4p:1 p? 4 12

et finalement, la somme de la série proposée vaut :

1\ 72 32 2
fl + — - = = .
4 ) 12 48 16

Q19 : Réponse E (aucune réponse exacte)

Q20. On fait un DL :

1 ! n+1 1 1 1 1+1
Up = Upl — Up = —1In - = _In z
nstoo "T1 n+1 n nl+ 1L n

L, R ISR AU TS
T n n n n  2n2 n? T 9p2 n2

1 1
donc v, ~ ——— - (on pouvait méme se contenter de faire un DL faible et de montrer v,, = O (—2) ).
n—+oo 2N n

On en déduit immédiatement :

‘Q2O : Réponse BI

IPARTIE V|

Q21. Dans 4 nombres entiers consécutifs, il y en deux pairs, dont 'un est divisible par 4. Le produit est donc
divisible par 8.
Il y a aussi parmi ces 4 nombres un qui est divisible par 3. Le produit est donc finalement divisible par
3 x8=24 (car 3 et 8 sont premiers entre eux), c’est la réponse D.
Les autres réponses sont fausses, comme le montre le calcul de 1 x 2 x 3 x 4.

‘Q21 : Réponse D

Q22. Supposons que b|(a® + 1).
— Si de plus b|(a* + 1) alors b divise (a* + 1) —a?(a®? + 1) = 1 — a2, puis divise (1 —a?) + (1 +a?) = 2.
— Réciproquement, si b divise 2 alors :
— soit b= 1, et alors il divise a* + 1 ;
— soit b=2; dans ce cas a®+ 1 est pair donc a impair et a*+ 1 est pair aussi, donc divisible par 2.

En conclusion :

‘Q22 : Réponse B

Corrigés de problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 5/9 6 avril 2018



Q23.

Q24.

Q25.

Q26.

Q27.

CORRIGE ENAC 2018

Le nombre de zéros a la fin de ’écriture décimale de 23! est le plus grand des entiers p tel que 107 divise
23!, c’est-a-dire tel que 2P et 5P divisent 23!.

Comme il y a plus de multiples de 2 que de multiples de 5 dans le produit des nombres entiers entre 1
et 23, cela revient & chercher le plus grand entier p tel que 5P divise 23!.

Or dans le produit 1 x2x 3 x - - - x 23 il y a, comme multiples de 5, les nombres : 5, 10, 15 et 20, donc
dans la décomposition de 23! en facteurs premier, ’exposant de 5 est égal a 4.

‘Q23 : Réponse C

Soit p l'exposant de 5 dans la décomposition de n! en facteurs premiers, et ¢ celui de 2, de sorte que
n! = 295P N ou N n’est divisible ni par 2 ni par 5.

On aura donc n! = 10P297PN ; ainsi, lorsque 'on aura divisé n! par 10”7, ce qui revient a enlever les
zéros & droite de son écriture décimale, le nombre obtenu sera pair puisque, évidemment, ¢ > p (il y a
strictement plus de facteurs 2 que de facteurs 5 dans les nombres entre 2 et n). Cela signifie que le chiffre
avant ces p zéros est un nombre pair.

‘Q24 : Réponses A, C

On connait l'identité remarquable :
Vn e N, V(a,b) €C? a" —b" = (a—b)(a" ' +a" b+ - +ab" 2+ b"1).
Lorsque a et b sont deux entiers distincts, on en déduit que a — b divise a™ — b™ ,pouis que, pour a > 2,
a —1 divise a™ — 1, et enfin que, si p divise ¢, alors a? — 1 divise a? — 1 (car si ¢ = pk, a? = (a?)*).
Ici, 21 =3 x 7 donc 22! — 1 est divisible par 23 —1 =7 et par 27 — 1 = 127.
Plus précisément :
22 —1=2"-12"+2"+1) = (2" - 1)(4(2 - 1) +2(2° - 1) + 7)
=712 -1)(42°+2°+2° +1) +2(2° + 1) + 1)
=27 -2 -1 (2*2"+2* +2+1)+7)
127 X 7 x (2* x 147+ 7) = 7% x 127 x (2* x 21 +1) = 7% x 127 x 337.

‘Q25 : Réponse CI

‘Q26 : Réponse B

De méme, 3'2 —1—1 est divisible par 3' =1, 3%2—1,32—-1,3*—1 et 35—1, doncpar 32 -1, 33 -1,
3241 et 3341, c’est-a-dire par 8, 26, 10 et 28.

On trouve donc 5 et 7 dans ses facteurs premiers.

Il ne peut évidemment pas étre divisible par 3.

Il ne peut pas non plus étre divisible par 11 ; en effet, si 'on calcule les congruences de 3™ modulo 11 on
obtient successivement :

3=3 (mod11), 3*=9 (mod11), 3*=3 (mod5), 3*=3 (mod4), 3°=1 (mod 11)

ce qui permet de montrer facilement que 37 — 1 est divisible par 11 si et seulement si p est un multiple
de 5.

‘Q27 : Réponses B, C
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Q28. On utilisera ici une propriété bien connue de la partie entiére :
VeeR,VneZ, |[zt+n|=|z]+n.

Notons alors, pour n € N* fixé, f la fonction
[nx]
x| —| -
pron |15

On a alors, pour tout = € R :

fw+1) = Wm—ﬂJ _ F"“”J - {WJ +1J — f@)+1-

n n
Ainsi, pour connaitre f, il suffit de connaitre sa restriction & [0;1].

Mais lorsque = € [0;1[, ona 0 < nx <n donc 0 < [nz] <1 dou f(zx)=0.

n
Ainsi, f coincide avec la fonction partie entiére sur [0; 1], et puisque ces deux fonctions vérifient la relation
flx+1) = f(x) + 1, elles sont égales sur R.

‘Q28 : Réponse AI

Q29. On écrit les congruences successives des puissances de 2000 modulo 7 ; sachant que 2000 = 7 x 285+ 5,
on a

2000 =5 (mod 7)
d’ou 'on tire
2000> =52 =4 (mod 7)
puis
2000 =5x4=—1 (mod 7)
On en déduit alors 2000° =1 (mod 7).
Sachant que 1000 =6 x 166 + 4, on a alors :
2000"°% = (2000%)"*° x 2000* = 2000* = 4> =2 (mod 7)

Le reste cherché est égal a 2.

‘QZQ : Réponse BI

| PARTIE VI|

Q30. Calcul sans difficulté ni intérét (utiliser bétement la régle de Sarrus). On trouve que det(A) = 2.

‘ Q30 : Réponse B I

Q31. Notons p la projection orthogonale sur le plan P d’équation 2z — 2y + z = 0.
On sait que la trace d’un projecteur est égale a son rang, donc tr(p) = rg(p) = dim(P) = 2.
Or parmi les matrices proposées, la seule qui ait une trace égale a 2 est celle de la réponse D. Les réponses
A, B, C sont donc fausses.
Il suffit donc de vérifier que la matrice proposée dans la réponse D convient (ou pas!). Pour cela, il suffit
d’examiner les images des vecteurs d’une base de P : ils doivent étre invariants, et I'image d’un vecteur
de base de la droite P+ : ce vecteur image doit étre le vecteur nul. Sachant qu’une base de P est (par

exemple) formée des vecteurs de coordonnées (1,1,0) et (0,1,2), et qu’un vecteur normal & P a pour

5 4 2
9 9 "9
coordonnées (2, —2,1), il suffit de calculer, avec M = % % %
2 2 8
9 9 9

1 1 0 2 0

Mi1|l=1(1] , M|[1]=11 et M|[-2]=10

0 0 2 1 0

La matrice M est donc bien celle cherchée.
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Q32.

Q33.

CORRIGE ENAC 2018

Bien sir il existe des méthodes directes pour déterminer la matrice d’une projection orthogonale (relisez
votre cours favori) mais ici, autant utiliser le résultat donné!

‘Q31 : Réponse D

Encore une question pa-ssio-nnan-te!

2 28 =25
On calcule BA=|1 21 -21
0 5 -6

La encore, on ne va pas s’amuser a chercher 'inverse de cette matrice! Il suffit d’essayer celles proposées,
mais on n’aura pas tous les calculs & faire puisque dés qu’un coefficient ne convient pas on arréte (pour
les matrices des réponses A et B, ¢a coince dés le ler coefficient en haut & gauche!).
On trouve que le produit de la matrice de la question C avec BA est bien égal a I3.

‘Q32 : Réponse C

-3 -2 4
La matrice de f dans la base Z est M = | 1 1 -1
1 4 2

On calcule alors : det A = 0. La matrice A n’étant pas inversible, la famille {u,v,w} n’est pas une base.
De plus f n’est pas injectif; pour déterminer son noyau, c’est-a-dire I’ensemble des vecteurs x tels que

x
f(z) =0, il suffit de résoudre le systéeme A |y | =0 :
z
a —3a—2b+4c=0 w2
Alb| =0« a+b—-—c=0<+= — b
¢ a+4b+2c=0 =

Il ’agit donc de la droite de base le vecteur de coordonnées (2, —1,1) ; celui proposée & la réponse D ne
convient donc pas (il était d’ailleurs facile de vérifier directement que 'image par f du vecteur proposé
ne donne pas le vecteur nul).

‘ Q33 : Réponse B I

Q34.

Q35.

| PARTIE VII|

On connait le DSE :
IX IX
VreR, e :Zmzleerzm
n=0 n=2
donc
+0o :Cn—l +oo "
VxeR,f(x):Z — :Zi(nqu)!
n=2 n=1

cette égalité resatnt vraie pour x = 0.
Puisque f admet un DSE de rayon de convergence +00, elle est de classe €>° sur R.
1

De plus, sa dérivée en 0 est le coefficient de x dans le DSE ci-dessus, qui vaut 3

‘Q34 : Réponses A, B

Lorsque x — +o00, er tend vers 1 donc f(z) ~ x.Sa courbe admet donc une direction asymptotique
T—+00

de pente 1.
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Ensuite, on fait un petit DL :

f(z)xz(eil)Jreix<1é+0<%>1)+e%1+e%+0<é)

qui montre que lim f(z) —xz =0.
r—r+0o0

La courbe de f a donc pour asymptote en +oo la droite d’équation y = x.

‘Q35 : Réponse B

Q36. Et pour finir en beauté (7 ?) une équation du seconde degré dans C.
Mais bien stir on ne va pas s’amuser (fagon de parler!) & calculer discriminant et tutti quanti... Les relations
coefficients-racines donnent en effet :
a—+1i oo 1—i 1+i a

£ _ _ _9
1+i O ATy T %0 ) 2

Z1+ 2= —

il suffit donc de chercher dans les solutions proposées celles qui conviennent (s’il y en a).
On trouve qu’il s’agit de la réponse A.

‘Q36 : Réponse A

Corrigés de problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 9/9 6 avril 2018



