J. 4314

ECOLE NATIONALE DE L'AVIATION CIVILE ANNEE 2003

CONCOURS DE RECRUTEMENT D’ELEVES
PILOTE DE LIGNE

EPREUVE DE MATHEMATIQUES -~

Durée : 2 Heures
Coefficient : 1

Le sujet comprend :
® 1 page de garde,
® 2 pages (recto-verso) d’instructions pour remplir le QCM,
® 7 pages de texte, numérotées de 1 4 7.

CALCULATRICE AUTORISEE




Questions liées : 1 a 14
15319
et 20 2 30

PARTIE I

Soit E I’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R et E; I’ensemble des fonctions
continues sur R, sous espace vectoriel de E. Soit ¢ une fonction continue sur R. A toute

fonction f appartenant a E, on associe la fonction g définie par :
x .

Vx e R gx) = [o®ftdt
0

On définit ainsi une application L, deE;dansE L,:f — g

Question 1 : ¢ étant donnée, pour que g appartienne & ImL,, la fonction g doit vérifier, dans
le cas ol ¢ ne s’annule pas

a) g continue b) & ¢ E,

dans le cas o ¢ s’annule

c)g=0 d) g' s’annule aux zéros de ¢ et _g(; est prolongéable par continuité en

ces points.

Question 2 : Dansle cas ot @(x) =1 + x* - 1 etg(x) = e* -x -1lafonctiong

a) ne vérifie pas les conditions nécessaires de la question 1
b) vérifie les conditions nécessaires de la question 1

2 3
et dans le cas ol @(x) = In(1 + x +x%)etg(x) = —’;— + Z;— la fonction g

c) vérifie les conditions nécessaires de la question 1
d) ne vérifie pas les conditions nécessaires de la question 1

Question 3 : La fonction ¢ étant fixée, la fonction f est reliée & la fonction g par :

b)f(x)=-,—§(—xl—'VerR o) f=
[owmat
0

a) f =

-6 |oa
-5 |,

g(x) [oWdt ~ gx)e(x)
d) f(x) = 2 VxeR

X

(J ot )’




On considére le cas particulier ol les fonctions ¢ et g sont définies respectivement par :

2 xJ

VxeR o) = ln(lv +x +x)etgx) = .’.‘5..;._3_

et on note f la fonction de E, telle que g = Ly, (), si elle existe.

Question 4 : La fonction f

a) n’est pas prolongeable par continuité en 0
b) est prolongeable par continuité en 0 par 1

c) est prolongeable par continuité en 0 par 0

d) est prolongeable par continuité en 0 par -1

Question 5 : Le graphe de la fonction f, dans un repére orthonormé, est symétrique par

rapport
a) au point (1, f(1)) b) au point (—%, f(—1)) c)aladroitex=1 d)aladroitex= %

Question 6 : Sur I’intervalle [— %, +°o|: la fonction fest :

a) croissante puis décroissante b) décroissante c) croissante d) monotone
. . f(x)
Question 7 : La limite de — lorsque x tend vers +eo
X
a) n’existe pas b) vaut zéro
et la courbe admet
¢) une asymptote d) une branche infinie parabolique.

Question 8 : L’équation de la tangente au graphe de la fonction f au point(0, f(0)) s’écrit
a)y=1--;— b)y=1+x c)y=1+--2)E dy=x

On revient au cas général ol @ est une fonction fixée continue sur R.
On note @ la primitive de la fonction ¢ s’annulant en x =0

Question 9 : Les fonctions fet g vérifient g=L, (f) etg-f=o

f(xj =1 + 2™ fix, =1- ™™ v R
? {g(x) =¢x) +1+2 e"""‘)‘le <K ® {g(x) =1- e + P(x) €
f(x) = 1 + Injd(x)| {f(x) =1 + &) v R
) {g(x) e Do) = 2000 +1 % €




Dans toute la suite de cette partie, la fonction ¢ considérée sera définie par :

Vx eRokx = €.

On considére I’espace vectoriel Es, sous-espace vectoriel de E,, constitué des fonctions f
telles que f(x) = acosx + bsinx ot a et b sont des réels quelconques.

Question 10 : La famille de fonctions suivantes forme une base de 1’espace L, (E;)

< SInX -cosx 1

= ¢ v(x) = ¢ ——— + —
a) &(x) ?S?;VerR b) l .2 2vx e R
g,(x) = sinx _ xSinx +cosx 1
v,(x) = e — "3
wi(x) = 1 o, |
¢) 4w,(x) = e*sinx Vx e R d) {ul(x) - © c?sx “VxeR
u,(x) = e'sinx

w,(x) = e*cosx
Question 11 : Reprenant les notations de la question 10 et I’espace vectoriel E, étant rapporté

a la base (f}, f;) avec f|(x) = cosx et f(x) = sinx, la matrice [C 'C) ou C est une constante
cC C

donnée, représente matriciellement la restriction de L, & I’espace Ejlorsque L, (E;) est
rapporté a la base :
a) (g, 82) b) (vy, V2) c) (u), uy) d) (wy, Wy, W3)

n étant un entier donné, on désigne par P, I’espace vectoriel des fonctions polyndmes &
coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

On consideére les fonctions uy(x) = €* - 1, u(x)=xe* , .......

Question 12 : Pour p entier naturel, la fonction g, image par L, de la fonction f (x) = xP
vérifie :

A)g=-Uy bg=u )g=-w, dg=u-pg, VpeN

Question 13 : Pour p € N la fonction g, définie a la question 12 s’écrit, Aﬁ"‘ désignant le
nombre d’arrangements de (p-k) éléments parmi p éléments :

P
ayg, =u,-u,VpeN b g, = Y 1A, + (1P
k=0
4 p y
Q) g, = X, (1PFAM Y, d)yg, = 3C1P*ply, + (-1
k=0 k=0




Question 14 ; La matrice de la restriction de 1’application L,, & P, par rapport  la base

canonique de P, et a la base (uy, ...... » U, ) de L, (P,) est
a) carrée d’ordre (n+1) et diagonale

b) triangulaire supérieure et carrée d’ordre n

c) inversible car de déterminant égal 4 (-1)**!

d) de déterminant égal & 1 donc de rang n.

PARTIE I

Soit P le polynéme a coefficients réels & une indéterminée X défini par
P =26 - 34X + 23X’ - 6X* + X*

-4x* 4+ 12x° -34x 426 = 0
Question 15 ; Le systéme d’équation : a pour solution :
y 1 {-ux’ va6x2-34x =0 T
a)x= % b)x=2 ¢) x=0 d) x=1
Question 16 : Le nombre complexe z, est racine du polynéme P :

17 .
a)zl=%(l+i) byz;=1-1i c)z;=2(1 +1) d)z,=?(l-1)
Question 17 : Le polyndme P est divisible par le polynéme Q défini par :
a)Q=13 -2X + X? b Q=13 -l3zx+x2

. 89 17
) Q=13 -4X + X? d)Q=}i§-—3-X+X2

. . 1 . o .
Question 18 : La fraction rationnelle f’f—i se décompose en éléments simples sur le corps
X

des réels sous la forme :

7 5
2x + — - =
o LT3 * 18
©78s x?2 .l_.zx.*.ﬁ?. x2_4x+3_68.
3 18 189
b) _1_( 2x + 7 2x +3 )
85\x* - 2x +2  x* - 4x + 13
(
é)'i 3x +2 + 3 ) 1

\36x2-lg-x+13 (x-4)2 x -4

1( 2x+3 2x + 7 )
85ix?-2x +2 x> -4x +13



A

Question 19 : A étant un réel positif fixé, I'intégrale 1= J P(l )dx vaut :
X
0
C(
| A Sar 2 17 5
a)l= = In 3 3é88 + —-Arctan(A - —) - =
A2 - 4A + — 8 6 9
L\ 189
- ( 3 -3
. [A’ - %A + 13)2 17 3
b)I=—|1 +2 - = —
=35 A-4 Amt“(A 6) A-4

\ "
1 A?-4A+1 -
l=— h\[ A 3) - 9Arctan(A-1) + ]—Arctané——z L -Z-Arctang + 1n-1-2—

85| | AT-2A+2 13 3 T4 13
1[ (A2-28+2 7 on 7, 2 2
A 1 ==t 52272 | 4 g Arctan(A-1) - — ———+—--— 2 . ni
)15 (A2-4A+13] tan(A-1) - JArtan=3= +75 - JAwctany - lagg
PARTIE III

Soit f la fonction de la variable réelle définie par f(0) =0, ; f(1)=-1; f(-1)=1
etVte R - {-1,0,1} f{t) = 2 ln]tl

Question 20 : La courbe représentant f dans un plan rapporté a un repére orthonormé d’axes x’Ox,

y’Oy est symétrique par rapport :
_a) au point (0, 0) car f est paire
b) au point (1, -1)
_c) aladroite x = 0 car f est impaire
d)aladroitey=0

Question 21 ; La fonction f

a) est continue sur R car une fonction définie en tout point de R est continue sur R
b) n’est pas continue en 0 car In n’est pas définie en 0

c) est continue sur R
d) est continue sur R - {-1, 0, 1}

Question 22 : La limite de f(t) lorsque t tend vers - oo

a) n’existe pas b) est nulle c) est égalea - oo , d) est égalea + o0

. 1
Question 23 : Pour tout t € IR *, on peut écrire 1(-{) sous la forme

1 1 1 1 1 2
- = e—— - = - = u f_ I e——
2) x(t) = D t(t) ) o r(t) f(t & 1) t(l T

W



Question 24 ; La limite lorsque t tend vers 0, de 1a fonction %f(t)

a) est nulle et la courbe est tangente & 1’axe x’Ox au point (0, 0)
b) est égale & +oo

c) est égale & -oo

d) n’existe pas

Question 25 : Le développement limité 4 ’ordre n, n € N * dela fonction t > tlnt au voisinage
de 1 s’écrit, la fonction () tendant vers 0 lorsque t tend vers 1

t(t-1)? e tE-1)°

a) t(t-1) - —-(—-5—)— + o + (-1)“"% + (t-1)"g(t)
3

b) t? - % o+ (- £(t)

t(t- -D"
c) tt-1) + ( 1) ....... + E@__;ll_)_ + (t-1)"g(t)

t- 1 t-1)"
dy (t-1) + & Y w8 gy

2 n(n-1)

. . s s s 1y .. . fi) +1
Question 26 : Le développement limité & 1’ordre 2 au voisinage de 1 de la fonction est
a)1+-t--t2 b) t + t2

6 2
9 ‘(;1 ¢ '61) +(t -1)"&(0) avec lime() = 0 d) E-él + (¢ -1)
Question 27 : La fonction fest
a) dérivable sur R*
b) dérivable sur IR car continue sur tout point de R
et a pour dérivée si elle ex1ste
c) f(t) = th(l(1+t ; Inft] + W pourt € R -{-1,1}etf(1) = 0 = -f(-1)
2
d) f(t) = 21 t)‘:IH )}pourtelR -{-1,1}etf(1) = 0 = £(-1)
(1-22)’ (1+¢7)
: e . 1 -t
Soit ¢ la fonction définie surR, par ¢(t) = Int + [ ¢
Question 28 : Ona .
a) ¢®>0Vte R, b) e®>0Vte R, - {l}etq'(l) =0
c) ¢ est croissante puis décroissante sur R, d) @ est strictement croissante sur R}




Question 29 : La fonction f* est

a) positive sur ] 0, 1[ et négative sur ] 1, +oo[ caril en est de méme de @
b) négative sur ] 0, 1 [ et positive sur ] 1, +eco [ car de méme signe que @
et la fonction f est '

c) négative sur R

d) négative ou nulle sur IR’ et positive ou nulle sur ] -es, 0 [

Question 30 : Soit g la fonction de la variable réelle définie par g(x) = tan(2x) Injtanx]. On a
a) g est définie sur R - {kl‘:-} ; paire et T-périodique

keZ
b) g est définie sur R - {(Zk +1) %} ; impaire et 27-périodique
keZ
c) limn g(x) = Ocar I‘}im flt)y =0

X—)E

d) g est prolongeable par continuité sur R



