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Exercice 1 :
R note 1’ensemble des réels. On se place dans R xR =R’ et on considére

. R > R?
1’application f: . On muni R*de sa base canonique B.
(%, y) = BGx-y,—x+3y)

Question 1 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) festun endomorphisme de R*
/{ “ b) fn’est pas linéaire car par exemple f (2,1);:& 2£(LD
¢) Imf=R"’et tout endomorphisme surjectif d’un espace vectoriel quelconque €tant
bijectif f est un automorphisme

D Kerf={(0,0)} et tout endomorphisme injectif d’un espace vectoricl de dimension
fini étant bijectif f est un automorphisme

Question 2 : Si C et C’ sont deux bases de R*, on notera mat(f,C,C’) la matrice de f dans les
bases C (base de I’ensemble de départ) et C’* (base de I’ensemble d’arrivee)
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

-1 3
a) Mat(f,B,B)z[ 3 _J

3 -1
i b) I\/Ler[(f,B,B)—(_1 3}

'\\\ c) B’= ((3,—1),(—1,3)) est une base de R” puisque f est un automorphisme

01
d Mat(f,]z-.,}y)z[1 {J

Question 3 : On souhaite résoudre I’inéquation d’inconnue A € R : Rang (f - AId) < 2 ou 1d

note Iidentité de R°.
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

viy a) Rang(f-Ald)<2 < (3-2) +1=0
b) Rang(f-ild)<2 e (1+1)* -9=0
c) Rang(f—kld)<2<3?&=2 et A=4
d) Rang(f-2ld)<2<r=-2ou =4
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| Question 4 : Le théoréme du rang permet de dire que pour un espace vectoriel E de dimension
| fini et g un endomorphisme de E :

a) dimkerg+dimImg <dimE
b) kerg®Img=E

¢) dimkerg+dimImg=dimE
d) dimkerg+ Rang g =dimE

|

j' Question 5 : En utilisant ce théorcme du rang on peut affirmer que

a) Rang(f —1Id)<2 < Jue K% fAu)=ru

b) Rang(f -2AId)<2= 3ue R*,fw=ru

¢) Rang(f —Ald)<2 < 3ue R:fu)y=Lu
g

w O d) Rang(f—Ald)<2 & Jue %2, (0,0), fu)=Au

o(i

Question 6 :
Soit (a,B)e R*, o # B , soient ue R* tel que flu)=cwu et ve R’ tel que fv)=pv
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) u et v sont nécessairement li€s

b) u et v sont nécessairement libres

¢) (u,v) est une base de R’

d) On ne peut pas savoir si (u,v) est une famille libre ou liée car cela dépend des
valeurs de (a,B)

Question 7 : Soit e € R, soient ue R’ tel que flu)=auet ve R* tel que f(v)=av
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

a) Neécessairement u=v

b) (u,v) est nécessairement liée car dimker(f —ald) <1

¢) (uv)peut étre une base de R* si cette famille est libre.

d) On ne peut pas savoir si (u,v) est une famille libre ou liée car cela dépend des valeurs
de o

[



Question 8 :
Soit B”’= ((1,1), (1,~1)). B*’ est clairement une base de SR*. On appelle Pass(B,B”’) la matrice

de passage de la base B & la base B™".
On peut alors affirmer que :

a) Pass(B,B’")=Mat(Id,B,B"")
b) Pass(B,B’*)=Mat(Id,B’*,B)

| c) Pass(B,B”)—G -II]
© d) PassBR = 4|1 !
) PassBBT= 21

Question 9 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

a) Mat(f,B,B)=Pass(B,B>*)Mat(f,B**,B’*)Pass(B,B"")
b) Mat(f,B,B)=Pass(B*’,B)Mat(fB**,B>")Pass(B"*,B)

2 * 3 i

d) M t(fB" B”)—_
at(L.b 7,
0 2

Question 10 : IN note I’ensemble des entiers naturels.
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

a) VkeIN, [Mat(f,B,B)] =[Pass(B,B")[[Mat(f,B",B")|*[Pass(B,B")[
b) VkeIN, [Mat(f,B,B)[" =[Pass(B,B")[Mat(f,B",B")|" [Pass(B,B")] car

[Pass(B", B)[Pass(B'", B)] = (:} .

¢) VkelIN, [Mat(f,B,B)[" =[Pass(B",B)[Mat(f,B",B")[[Pass(B", B)] car

[Pass( ",B)][Pass( ”,B)]z[(l) ?

| k
'd) VkeIN, [Mat(f,B,B)] :[ 3 (~1))

IV
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‘ Question 11: Soit ne IN . La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire que : |

a) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b],

n-1 h(k) (a) b (b N t)n—l
h) =Y (b-a) + h®™ (t)dt
(®)=3,(b~a)" = !(n—m (t)
b) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b] , dont la dérivée nieme est
continue sur [a,b]

h(b) — nz—l: (b _ k h (a) I(b 1')1;[1 h(n) (t)dt
k=0

¢) Pour une fonction h, n fois derwable sur un segment [a,b] ,

n-1 (k) b 0
h(b) = Z(b —a)* b k!(a) + j(b n!t) h™ (t)dt

d) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b] , dont la dérivée niéme est
continue sur [a,b]

n-1

(k) b aan
h(b) = Z(b—a)k h k!(a) + j(b n:‘) h ™ (t)dt

Question 12:.Soit ne IN . Le théoréme de la moyenne appliqué au reste intégral de la question /
précédente permet donc d’écrire :

a) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b], 3c & Ja, b[
n-1 (k) ol
h(b)=> (b-a) h™ (@) ©72) (c)
= k! (n-1)!
b) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b], [a,b] , dont la dérivée
niéme est continue sur [a,b],3c € fa, b[

n-1 h( )
-Gt 0 g

¢) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b], 3c e |, b[

h(b) = Z ) 2 )(a) (bn;‘” h® (c)

d) Pour une fonction h, n fois dérivable sur un segment [a,b], [a,b], dont la dérivée
niéme est continue sur [a,b],3c ]a, b[

n-1 )k h(k)(a) (b na) h(n)(c)

h(b) = Z




‘ Question 13: On peut déduire de la question précédente

. p'e
YxeR,e = lim )y —

d) e =1lim)

I —r

a) dceR,VxeR,e" =

b) VxeR,IceR,e" =)

X

k=0

Question 14: Si A est une matrice carrée a coefficients réels on définira I’exponentielle de la

matrice A comme étant exp(A) = lim

exp

exp

exp

exp

20

0 4D:
2

0

3 -1
1 3}
3 1
-1 3]

= mais seulement si ’X

AS . ..
e s1 cette limite a un sens.
0

0
4]] n’est pas définie car 21
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Exercice 2 :
IN note ici I’ensemble des entiers naturels. On s’intéresse aux suites (u, )nem définies

par les données de u,un réel et la relation :

VnelN ,u,, =u, [un +i]
n

Question 15 :
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) VnelN',u, >0
b) VnelN,u, 20<u, >0
@/ c) VnelN,u, 20<u,z0
) d) vnelN,u, 20 u,200u u, <-1

Question 16 : Dans cette question nous supposerons que (un )nem converge vers une limite A.
Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) Nécessairement A=0
un

b) On ne peut rien savoir de A puisque la limite de —= peut étre indétermince.

n
c) Nécessairement A=1

d) A=+oosi (un )De  croit plus vite que (H )HE N

Question 17 : Dans la suite de I’exercice, on défini la suite de fonctions (f, ), par:

Pour tout x réel positif, f,(x)=x

Pour tout n entier naturel non nul, pour tout x réel positif ,f,,,(x) =1, (}‘;)[f11 (x)+ —I-J
n

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies :

a) VneIN ,VvpeIN',f (u,) estdéfini

| b) Pour que VneIN",VpeIN",f (u,) soit défini il suffit que u, >0
¢) Siu,>0, vnelN,u,, =f£, (u,)
d) Siu,>0, VneIN",u,, =1, (u,)




\l

O

Question 18 : Dans toute la suite de I’exercice on considérera que u, > 0

| Parmi les assertions suivantes, lesquelles peuvent étre démontrées:

a) VnelIN ,f, estune fonction indéfiniment dérivable et strictement croissante sur

[0+l
b) VneIN',f =0
¢) VnelIN.f, estune fonction polynéme de degré n

d) VneIN',f, estune fonction strictement positive sur ]O,—i—oo[

Question 19 : Quelles formulations du théoréme des valeurs intermédiaires sont correctes

parmi les suivantes :

a) Si fest une fonction continue sur un intervalle [a,b] et si f{a).f(b)<0 alors il existe

un unique réel x, a<x<b tel que f(x)=0

b) Sifest une fonction strictement croissante sur un intervalle [a,b] alors pour tout
oe {f(a), f (b)], il existe un unique réel x, a<x<b tel que f(x)=a
c) Sifestune fonction continue et croissante sur un intervalle [a,b] alors pour tout

oe [f(a),f (b)l il existe un réel x, a<x<b tel que f(x)=a

d) Sifest une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur Ja,b[alors il

existe un unique réel x, a<x<b tel que f{x)=0

T
1
H
l

L1

\[-

Question 20 :En utilisant un théoréme des valeurs intermédiaires on peut justifier : J -~
, £, 0,)=1-1
a) VnelN , il existe un unique couple de réels ("%:Bn) tel que 1 e n et
(_fn (Bn ) = }
deplus O<a, <P, <1
J 1
*oo. : : ‘ fn (C’(‘ n) T
b) VneIN', il existe un unique couple de réels (o, ,p_ ) tel que [ n et
. fll (ﬁ;n ): 1

pa

?

P

\./"

deplus 1>, >B, >0
¢) VnelN',ilexiste un couple des réels (oan,[}n) tel que -

O0<a, <B, <1

d) VneIN',il existe un unique couple de réels (o, B, ) tel que {

deplus1>a, >p, >0

T,
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Question 21 :En question précédente on a montrer I’existence de (o, ,B, ) tel que

1
f, (OL" ) =1 1. Pour n entier naturel non nul.
£,(,)=1

Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

14

1

a) fn+l(a‘n)<i_m

£,(B.) <1

( 1
b) <fu+1(0¢n)<1—m

£,(8,)>1

( 1
C) fﬂ+l(an)>1_rl+1

£,(8,)<1

( 1
d) <fn+1(0tn)>1—;::f

I£.(8,)>1

| Question 22 : Quelles formulations parmi les suivantes sont correctes:

a) Une suite monotone et majorée converge
b) Une suite monotone et bornée converge
c) Une suite croissante admet une limite, éventuellement infinie

d) Une suite décroissante et majorée converge -

l Question 23 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

. et (B, )nem* sont deux suites croissantes
. est croissante et (B, )nem” est décroissante

)
)

c) (0'.n )ne-m* est décroissante et (Bn )nem‘ est croissante
)




=

O

g,

I

’ Question 24: Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

- . . . L3
a) (a, )EE]N, converge car ¢’est une suite croissante et que Vne IN ,a, <f,

b) (Otn )Mm» converge car ¢’est une suite croissante et que Vne IN o, <1
c) (a:::crl )HEW‘ et (B, )nem’ sont convergentes vers L et L’ respectivement et comme

YnelN ,a, <P, , L<L’

d) (an )ne_m: et (B, )nme sont convergentes vers L et L” respectivement et comme

e vnelN",a, <B,,L<L’

Question 25:
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

‘\f a) Vnem‘,1_igfn(L)gfn(L')<1
n

< b) Vn eIN",I—lsfn(L')dn(L) <1
n

Vo) LU
(g, d) f (u,)—f (L) estdusignede u, —L

Question 26: On supposera que u, < L.
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

Question 27: On supposera que u, > L
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies 7

V'a) (u,), . estcroissante
c b (u, )Dem est décroissante
¢ ¢ (u,),. converge vers 1

\{ d) (un )HEW diverge
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Exercice 3 :

Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f définies et continues sur
I"ensemble des réels R et vérifiant :

Pour fout réel x, f(2x) = [(x—)f(2)dt+1 (P)
0

| Question 28: Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) I(x —t)f (2t)dt est définie pour tout réel car t — (x —t)f(2t) est définie sur R
0
p b) f(x —1)f(2t)dt est définie pour tout réel car t — (x —t)f(2t) est continue sur R /
0 /
c) Q:x—> I(x —t)f(2t)dt est dérivable et ¢'(x) = xf(0)
0

d) o:x—> I(x —t)f (2t)dt est dérivable si et seulement si f est dérivable
0

Question 29: Dans la suite de 1’exercice { vérifie la propri€té (P)
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

- a) festindéfiniment dérivable sur R
0,? b) Vxe R.,{'(2x)=(x—x)f(2x) =0
J

¢c) Vxe R, I'2x)= ]f (2t)dt -xf(2x) /

d) VxeR,f'(2x)= —;— jf(zt)ch
1]

'Question 30: Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies ?

a) Vxe R, "(x)=1(x)

e )

b) Vxe R,{"(x)= lf(x) e
4 /
¢) VxeR,f(x)=4f(x) /

d) Nécessairement, Vx € R,{(x)=1(0)=0

10




fguestion 31: On peut alors affirmer qu’il existe un couple de réel A et B tels que : ]

b) Vxe R, f(x)=e"(Acosx +Bsinx)
¢) Vxe R, f(x)=Ae™ +Be™

X

d) Vxe W, f(x)=e 2 [A cos% +Bsin %)

‘Qucstioﬁ 32: Fn calculant directement f(0) on peut affirmer que :

a) f(0)=0
b) f(0)=1
O Vec) A+B=1 P
L ed) A=

'Question 33 : On peut donc en déduire qu’il existe un réel A tel que !

x) -
a) Vxe®N, f(x)—Ash[i N
2)
b) Vxe R, f(x)=Ae” sinx
¢) Vxe W, f{(x)=I+Ash(x)
d) Vxe®R,(x= Ash(x)+e ™

iQuQ_s_,tion 34 : On peut donc affirmer que :

a) Les solutions a I’exercice sont les fonctions définies par Vx € R

X

fx)= Ash(%] +e 2 o0 A est un réel quelconque

b) Les solutions a I’exercice sont les fonctions définies par Vx € R f{(x)= Ae” sinx
ou A est un réel quelconque

¢) Seule la fonction définie par Vx € R f(x)=ch [%] est solution a I’exercice

d) Iln’y apas de solution a I’exercice.
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