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CORRIGE ICNA Epreuve optionnelle 2014'

PARTIE I (intégrales de Wallis et formule de Stirling)

1. La fonction x > (sinx)” étant continue positive et non identiquemlent nulle, son intégrale sur [O, %]
est strictement positive.

Pour tout x € ]0, %[, 0<sinx <1 done (sinx)"! < (sinx)" d'out I,,,; <1I,,.

‘ Q1 : Réponses A,B I

2. On fait une intégration par parties, pour n > 2 :

T

i z x
I, = f sinx . (sinx)"!) dx = [—cos x.sin”"! x]o +(n— 1)[ cos® x sin" % xdx
0 0

—— ——
u’ ) -0 1-sin?x
. n—-1
donc I,,=(n—-1)(I,_, —1,,) ce qui donne I, = Tln_z.
‘QZ : Réponse BI
3. On en déduit
| _271—1I _2n-1 2n—3I B _(271—1)(2n—3)...1I B (2n)! - (2n)! m
M7 T I T -2t T T T (am(2n-2)...2 0 [2n)(2n-2)..22 %" (2m!)2 2
et de méme
Lo (2n)(2n-2)...2 _  [(2n)(2n-2)...3]>  (2"n})?
T on+1)(2n-1)...37 1 (2n+1)! Y7 2n+ 1)

‘ Q3 : Réponses C,D I

4. La suite (I,)) étant décroissante a termes strictement positifs, 'inégalité I,,.; <1,, <I,,_; implique
>

I I . 2 .
il ¢ 22 < et puisque I, = %1211—1 on obtient finalement, pour n

1
1
T R U 2n

2n < 121’1 <
2n+1 IZ?l*]

C’est la réponse C. Mais (piege?) puisque 2n > n— 1, I'inégalité de la réponse A, bien que moins
précise, est également vraie !

‘ Q4 : Réponses A,C

. . . . I
5. Lencadrement ci-dessus implique lim 2" 1. Donc:

n—+oo 2n—1

‘ Q5 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

6. D’apres les calculs faits a la question 3, pour n>1 :

Ly _ (@m m  (n-1)! (20! (2n)! _ n(2n)!2n 2

L,y (2m)22 (27 n-1))2 (2")22 2n(2"1(n-1)1)2 24npul4 "
donc d’apres la question 5 : lim nu,zl =1 et puisque u, >0, on en déduit lim u, = —
n—+0c0 n—+0co \/E
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‘ Q6 : Réponse B I

el )—<n+1>

-n
7. F, :n!(g) n” et By = (n+1)!( .

(n+1)""2 donc

F +1\" 1 (n+1)\7 +1\"
n+l :(n+1)e(n ) (n ) :e(n )
E, n n+1\ n n

1 1
puis InE,, —-InEF, =1 —(n+§)1n(1 + ;).

‘ Q7 : Réponse C I

8. Puis un développement limité :

)
g +ol55)

Vi = ( 2)(%_2;12 3n3 4n4 (
() b ae) e

- o)
B 12n2 1213 n3

‘ QS8 : Réponse D I

9. La série de terme général V,, est donc somme de la série de terme général 152 qui est conver-

1
gente, et d'une série dont le terme général est équivalent & —— 53 , donc qui est elle aussi convergente.

Elle est donc convergente.

n n
Par télescopage va = Zln(FpH)—ln(F )=In(E,,;)-InF,.

p=1 p=1
‘ Q9 : Réponses A,C I
21\ 2" -2n E 2
10. B, :(2n)!(—”) (2n)™" et F,%:n!z(f) ™! done ~22 = ( ”) A gt - i
€ € Ej nt? V2
‘QlO:RéponseCI
11. O C i L donc la question précédente impli lim 12t - L
- Onavuque: lim u,= V= onc la question précédente implique  lim 2 Vo

Or, puisque la série de terme général V,, converge, la suite de terme général InF, converge (question

9), donc la suite (F,) converge vers un réel ¢ > 0 (par composition avec la fonction exp). On a donc

E 1
aussi lim LG = —> = - ce qui donne finalement ¢ = V2.
n—+oo Fn 4 4

n
On retrouve ici la formule de Stirling : n! ~ (E) 2mn .

n—+oo \ €

‘ Q11 : Réponse E (aucune réponse exacte)

12. Le changement de variable x = 5 —t donne immédiatement I,, = J,. Et puisque cosx<1 onaJ, < 3.

‘ Q12 : Réponses B,D
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T

3 3
13. Le changement de variable x = sint donne K, = J cos?™tdt = ZJ cos?™ 1 tdt = 2Jp,41 = 2Ippi1
0

_I
2

(2"n!)?

puis d’apres la question 3 : K,, = 2m-

‘ Q13 : Réponses B,C I

14. Les réponses A, C et D sont fausses (sans calcul) puisque L,, n’est pas de signe constant. La réponse
B est triviale.

‘ Q14 : Réponse B I

PARTIE II (intégrales elliptiques du ler ordre)

15. Puisque a et b ne sont pas nuls, t — (> + a®)(t*> + b?) reste > 0 sur R donc :

‘ Q15 : Réponse C I

16. Réponse immédiate.

‘ Q16 : Réponse B I

17. En utilisant I'équivalent précédent, et d’apres les théorémes de comparaison pour les intégrales
généralisées de fonctions positives, les intégrales I(a,b) et J(a,b) sont convergentes, et, par parité,
J(a,b) = 21(a,b).

‘ Q17 : Réponse B I

18. Le changement de variable t = atan0, qui réalise un %! -difféomorphisme de R* sur [0%[ (car
a>0) conduit a

e b)_r ado _f ado _F do
' 0 cos204/a?(1 +tan2 0)(b2 + a2tan2 0) 0 \/az(bzcosze+a25inze) 0 Va2sin20+b2cos2 0

T(

%
ou encore, en changeant 0 en 5 -0 : I(a,b) = J do .
0 Va2cos26+b2sin20

‘ Q18 : Réponse B I

3 de . 1
19. A. Pour x > 0, g(x) =1(1,x) = J . La fonction % : (x,0) est
0 Vcos20+x2sin’0 c0s20 +x2sin” O
continue sur R’ x [0, %] d’apres les théoremes usuels; de plus, pour tout x dans un intervalle
1

de la forme [o,+oo[ avec a > 0 on a |h(x,0)| <
Vcos2 6 + a2sin® 0

intégrable sur [O, %] ; Cest ’hypothése de domination, et il résulte du théoréme de continuité des

intégrales a parametre que la fonction g est continue sur [o,+oo[ pour tout a >0 donc sur R .

= @(0), avec ¢ continue donc

TC
de—z.

i de 3
B [
0 Vcos?0+sin“0 0
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C.D. - Ieresolution : Silon utilise la définition initiale de I, on a

L gy

+o0 1
g =110 = | i de L[ _d
0o AJEZ+1)(E2+x2)  Jo 2+ 1)(2+x2)  V2Jo ViZ+a?

d’ou
1 t=1 1
x) 2 — |In(t + V2 + x2 = —|In(1+V12+x2)-Inx|.
R IR
On en déduit immédiatement : lir{)l g(x) = +o0.
x—0*

do soit

X : 3 de 3
— 2éme solution : Pour x > y > 0 on a <
0 Vcos20+x2sin’ 0 0 \/coszﬁ

g(x) < g(v) : g est décroissante sur IR} . Si elle était majorée par un réel M on aurait

+p2sin? 0

a i
Vx>0,Vae[0,E[,J do <J do <M.
2 Vcos2 0 + x2sin’ 0 0 Vcos20+x2sin’0
Or le théoréme de continuité d’'une intégrale a parametre permet de dire que, si o < 7,

« do
la fonction x — J
0 Vcos20+x2sin?0

x > 0, 'hypothése de domination

est continue sur [0,+oo[, puisque l'on a ici, pour tout

1

1 .
< , et est continue donc
cos O (§]

cos2 0+ x2sin” 0
intégrable sur [0,«].
, et on aboutirait a

On a donc lim =In

r* do _r* do
0" Jo Vcos20+x2sin20 Jo cosO

Vae[O,g[,ln

tan(g+ E)
2 4

(04 TC
an (21 ) <M
an(2+4)|

ce qui conduit & une absurdité lorsque 'on fait tendre o vers 7.
En conclusion, g est décroissante et non majorée sur R} ; d’apres le théoréme de la limite

monotone, on a lim g(x)=+oo.
x—0+

Conclusion :
‘ Q19 : Réponses A,D I
1 2 22) 2 'n
20. On note encore h(x,0) = = (cos 0 + x“sin 6) pour x>0 et O € [0, 7].
Veos2 2ain2
cos* 0+ x*sin” 0
0 -3~ d
8—§(x,6) = —xsinze(c0526+xzsin2 6) ’ ; a—i est continue sur R} x [O,%], et pour tout x dans un
. . dg Bsin’ 6 . . .

segment [a,B] inclus dans R} on a a(x,e) < -, qui est une fonction continue de

(cos2 0+ a?sin? 6)
0 donc intégrable sur le segment [O, %] : c’est ’hypothese de domination, et le théoreme de régularité
d’une intégrale & paramétre permet d’affirmer que g est de classe ! sur R} et que

3 —xsin’ @

Vx>0,g'(x):f de.
0 (cos2 0 + x2sin? 6)3/2

Les réponses C et D sont donc fausses.

‘ Q20 : Réponse B I

21. I(a,b) =1(b,a) a déja été démontré a la question 18 (changement de variable 6 — 5 - 0).

b de 1
I(Aa, Ab) = j = —I(a,b) puisque A > 0.
0 \/)\2(

. A
a2cos20 +b2sin?0 =

Les réponses B et D sont donc exactes, les 2 autres sont fantaisistes.
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‘ Q21 : Réponses B,D I

1 (b
22. Un calcul rapide donne, pour a,b >0 : I(a,b) = - g(;) donc :

‘ Q22 : Réponse E (aucune réponse exacte)

1 b
23. Lapplication t 3 (t— aT) est de classe ! sur R}, strictement croissante de —co & +co, donc

réalise un ¢! -difféomorphisme de R* sur R.
e dt

0 (12 +a?) t2+b2 '
Ona](ﬂ+b ) f .
\/ Th s+ ab)

1
En posant s = 5( - at ) on aura

On a I(a,b) =

ds:l( ab)dt £rab,,
2 t2

2t2
a+b 1, a’b? a?+b%+2ab  t*+a’b? + (a® + b2 (12 +a®) (12 +b?)
=t —2ab = =
; +( 2 ) 4( TR )T Ty 412 ar?
1, a?b? 1, a’b? _ (2 +ab)? | . S t2 +ab
s“4+ab= Z(t t—2—2ab)+ab—1(t +t—2+2ﬂb —Tdou s?+ab= 57
et finalement
+00 +oo (2
](a+b,\/a—b):f ds :J‘ t +2ab' 2t ‘ 22t dt = 21(a,b).
2 - o 2t (t2+a?)(t2+b2) t>+ab

‘ Q23 : Réponse B I

24, 1l est facile de vérifier par récurrence que a, > 0 et b,, > 0 pour tout # (ce qui permet aussi de justifier
la définition de ces suites).

On peut donc appliquer le résultat du calcul précédent :

1 1 (a,+b
Waps1,bp41) = EJ((anJrlfanrl) = E](%’ Vanbn) =IUa,, by)

ce qui démontre que la suite n +— I(a,b,) est constante. On aura donc, pour tout entier n,
I(a,, by) = ag, bg) = I(a, b).

‘ Q24 : Réponse C I

25. Calcul déja fait a la question 22!

‘ Q25 : Réponse A I

Ceftte partie est inachevée!! La relation 1(a,b) = lg(é permet en fait de montrer la

continuité de I'application (a,b) — I(a,b) sur (R ) puisque I'on a vu que g est continue
sur IR% .
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On démontre dalors classiquement que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, donc
convergent vers le méme réel ¢ > 0, noté habituellement M(a,b) et appelé moyenne
arithmético-géométrique de a et b.

Finalement, la relation 1(a,, b,) = 1(a,b) donne, par passage & la limite, 1(a,b) = I(£,£)
On a donc la formule

-
2

TC
@0 = M@
qui permet de calculer rapidement les intégrales elliptiques (la convergence des deux
suites (a,) et (b,,) étant frés rapide).

|PARTIE II1

26. Question de cours.

‘ Q26 : Réponses B,C I

27. Cours : le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.
Les réponses C et D sont farfelues.

‘ Q27 : Réponse B

28. La encore, c’est du cours : si u est un endomorphisme nilpotent d’'un espace vectoriel de dimension
finie, alors il existe p € N* tel que u? = 0 donc XP est un polyndome annulateur de u ; les valeurs
propres de u étant incluses dans les racines d’'un polynéme annulateur, la seule valeur propre
possible de u est 0, et, réciproquement, 0 est bien valeur propre de u puisque u n’est pas injectif.
On a donc Sp(u) = {0}, d’ou1 1a réponse D (et C est fausse puisque [[A; =0).

Puisque E est un C-espace vectoriel de dimension finie, tous les endomorphismes de E sont
trigonalisables, d’ou la réponse B.

‘ Q28 : Réponses B,D I

29. Si Sp(u) = 0, puisque u est trigonalisable, il existe une base ou la matrice T de u est trian-
gulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale. Le polynéme caractéristique de u est donc
X, = det(T — XI,,) = (-1)"X", et d’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton, u” = 0. C’est la réponse
A.

La matrice de u* dans la base précédentes est T¥, donc ne comporte que des zéros sur la diagonale

et par suite sa trace est nulle; c’est 1a réponse B.

Les deux autres réponses sont évidemment fausses.

‘ Q29 : Réponses A,B I

30. C’est du cours... (ou refaire le calcul rapidement!).

‘ Q30 : Réponse B I

31. Toujours d’apres le cours, on sait que le polyndome caractéristique d’'une matrice carrée A d’ordre 3
s’écrit :
Xa(A)==A3+(trA)A®> +a\ +detA avecacC.

Si A; pour i € [1,3] sont les valeurs propres complexes de A, donc les racines de X 5, les relations
coefficients-racines pour un polynéme scindé donnent : a = —(A; Ay + ApA3+ A31). Or

MAz+ oA+ A3 = 5 (A + A2+ 23)%) - (A + A5+ A3)) = %((trA)z —tr(A%))

N =
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donc finalement )
Xa(A) = =A% + (tr A)A? — 3 ((trA)* = tr(A%)) A+ det A

et aucune des réponses proposées n’est exacte.

‘ Q31 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

32. Soit on calcule, soit on utilise la formule précédente si on I’a trouvée...

‘ Q32 : Réponse B

33. X, étant un polynéme annulateur de A, on déduit du calcul précédent
A3 +3A%+3A+13=0
d’o1 15 = A(~A? — 3A - 315), ce qui montre que A~! = —A2—3A —3I;.

‘ Q33 : Réponse A

34. En multipliant la relation A3 = -3A%2—-3A—1; =0 par A on obtient
A*=-3A%-3A% - A=-3(-3A2-3A-15)-3A2 — A=6A%+8A+3I;.

‘ Q34 : Réponse B I

35. Si u =uv—vu alors tr(u) = tr(uv) — tr(vu) = 0.
On a aussi u? = u?v —uvu = u?v — (u+vu)u = u’v —u? —vu?® dou 2u? = u’v —vu? (voir aussi question
39). On en déduit tr(u?)=0.
Si A; et A\, sont les 2 valeurs propres complexes de #, on adonc A+, = Af +}\§ =0dou A =X, =0.
On en déduit que u est nilpotent et, en particulier, n’est pas inversible.

Les réponses A,B, C sont donc automatiquement fausses.

‘ Q35 : Réponse D

36. u étant un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel de dimension 2, on a u? = 0. Clest la
réponse C et les 3 autres sont automatiquement fausses.

‘ Q36 : Réponse C I

37. u étant supposé non nul, il existe bien un vecteur e tel que u(e) = 0.
D’apres ce que I'on vient de voir, u?(e) = 0 : c’est la réponse A, et la réponse B est fausse.

Si a et p sont des scalaires tels que au(e)+pe = 0 alors en appliquant u on obtient au?(e)+pu(e) =0
d’ou1 pu(e) =0 puis p =0 et enfin a = 0. Cela prouve que le systéme {u(e), e} est libre.

‘ Q37 : Réponses A,C I

38. La base % de I'énoncé est évidemment la base {u(e), e} précédente.
La réponse A est immédiate.
uv —vu = u implique uv(e;)—vu(e;) = u(e;) et puisque u(e;) = 0 on obtient u[v(e;)] = 0. Il en résulte
que v(e;) appartient au noyau de u donc est colinéaire a ¢; : il existe A € C tel que v(e;) = Ae; .
On a ensuite uv(ey) —vu(ey) = u(ey) done ufv(ey)] =v(er)+eq = (A+1)e;. Sil'on pose v(e,y) = aey + be,,
on aura u[v(ey)] = au(er)+ bu(ep) = be; dot A+1 =0 ce qui donne v(e;)=(b—1)e;.
On obtient donc pour v la matrice de la réponse D.

Remarque : l’énoncé ne le demandait pas, mais il est facile de vérifier, par un calcul matriciel, que,
réciproquement, st v est de cette forme, on a bien uv —vu = u.
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‘ Q38 : Réponses A,D I

39. S, = kuk est classique et se démontre par récurrence sur k € N (je ne le refais pas ici). Toutes les
autres réponses sont fantaisistes.

‘ Q39 : Réponse D I

1
40. D’apres le résultat précédent : pour tout k € N*, tr(u*) = % (tr(ukv) - tr(vuk)) =0.

La encore, c’est un exercice archi-classique que d’en déduire que la seule valeur propre possible de
u est 0, donc u est nilpotent.

‘ Q40 : Réponses A,C I
* ok ok ok
* A K
* ok
*
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