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CORRIGÉ ICNA Épreuve optionnelle 2009

PARTIE I

1. Pourx> 0 , on calcule lim
n→+∞

fn(x) (attention au casx= 0 !), ce qui permet de montrer que

la suite(fn) converge simplement surR+ vers la fonctionf : x 7→
{
1 si x= 0

0 si x > 0

f n’étant pas continue en0 , alors que lesfn sont continues surR+ , la convergence ne peut être uniforme, ni sur
[0,1] , ni sur [0,+∞[ . Donc les réponses A,B,C sont fausses.

Cependant, siK est un compact inclus dansR∗
+ , il existea>0 tel queK⊂ [a,+∞[ et on a alors‖fn‖K∞6 ‖fn‖[a,+∞[

∞
6 e−na

ce qui montre que lim
n→+∞

‖fn‖K∞ = 0 , c’est-à-dire, par définition, que la suite(fn) converge uniformément vers0 sur

K .

Q1 : Réponse D

————————————————-

2. Pour toutx > 0 , on a 0 6 fn+1(x) 6 fn(x) , d’où 0 6 vn+1 6 vn : la suite (vn) est décroissante, minorée par0 ,
donc converge.
C’est la réponse A. La réponse C est donc fausse. La majoration donnée dans la réponse D ne permet pas de conclure.

Enfin, puisque
1

1+x
6 1 pour toutx> 0 , on a

vn =

∫1

0

e−nx

1+x
dx6

∫1

0

e−nxdx=

[

−e−nx

n

]1

0

=
1−e−n

n

donc l’encadrement de la réponse B est exact, et permet de conclure que lim
n→∞

vn = 0 .

Q2 : Réponses A,B

————————————————-

3. Le changement de variableu= xn (soit x= u
1
n ) donne

wn =

∫1

0

nxnf(x)dx= n

∫1

0

uf
(

u
1
n

)

(

1

n
u

1
n−1

)

du=

∫1

0

u
1
n f
(

u
1
n

)

du

Or, lim
n→∞

u
1
n = 1 si u > 0 (puisqueu

1
n = e

1
n lnu ), donc la suite de fonctions(gn) définies pargn(u) = u

1
n f
(

u
1
n

)

converge simplement sur[0,1] vers la fonctiong : u 7→
{
0 si u= 0

f(1) si u > 0
(car f continue).

De plus, pour toutn ∈ N
∗ , pour toutu ∈ [0,1] , on a |gn(u)| 6 ‖f‖

∞
, et la fonction constanteu 7→ ‖f‖

∞
est

évidemment intégrable sur[0,1] .

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée : lim
n→∞

∫1

0

gn =

∫1

0

g , soit lim
n→+∞

wn = f(1) . En

conclusion :

Q3 : Réponse E (aucune réponse exacte)

PARTIE II

4. A. Réponse fausse. Considérer par exemple :A=

(

0 1

0 1

)

et B=

(

1 0

0 0

)
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B. Réponse fausse. Considérer par exemple :A=

(

1 0

1 −1

)

et B=

(

0 1

0 1

)

C. Réponse exacte. En effet, dans ce cas, on peut trouver une base commune de vecteurs propres, c’est-à-dire une
même matrice de passageP telle queA = PDP−1 et B = PD ′P−1 avecD,D ′ diagonales, et on aura alors
AB= PDD ′P−1 .

D. Réponse fausse. Considérer par exempleA=

(

0 1

0 0

)

: A2 = 0 est daigonalisable, mais pasA .

Cependant, on peut démontrer facilement l’implication :A diagonalisable=⇒ A2 diagonalisable : siA= PDP−1

alorsA2 = PD2P−1 ...
On peut aussi démontrer (exercice !) que la réciproque est vraie si et seulement si KerA = KerA2 ...

Q4 : Réponse C

————————————————-

5. Je n’ai pas bien compris ! Il suffit de choisirA et B telles queA+B= I et λ = 1 pour voir que les quatre réponses
sont fantaisistes !
Il doit manquer une hypothèse... Détaillons :

Avec les hypothèses, on aM2− λM = 0 , doncX2 − λX est un polynôme annulateur deM . λ étant supposé non
nul, ce polynôme est scindé à racines simples, doncM est diagonalisable, et ses valeurs propres sontinclusesdans
l’ensemble{0,λ} ; elle aura exactement deux valeurs propres si et seulement si X2−λX est son polynôme minimal,
c’est-à-dire siM 6= 0 (cela est dit dans l’énoncé) etM 6= λI : voilà l’hypothèse « oubliée »...

Q5 : Réponse E (aucune réponse exacte)

————————————————-

6. A. C. Ces deux réponses sont fausses. Contre-exemple :A=

(

1 0

0 1

)

et B=

(

1 1

0 1

)

B. Réponse fausse. Le contre-exemple a déjà été vu dans la question 4 : prendreB=

(

0 1

0 0

)

et P = X2 .

D. Réponse exacte : en effet,A étant diagonalisable, son polynôme caractéristique est scindé à racines simples, donc
il en sera de même de celui deB , et B est diagonalisable.

Q6 : Réponse D

————————————————-

7. Comme le précisait l’erratum distribué en début d’épreuve,il fallait lire C et D dans les réponses, et nonA et B ...

• Si le système possède une solution, alorsC et D annulent le polynômeX2+ 1 , qui est scindé à racines simples
dansC[X] , donc sont diagonalisables dansMn(C) . La réponse D est fausse.

• Si le système possède une solution(C,D) , il possède aussi la solution(−C,−D) . Puisque tr(−C) = − tr(C) , la
réponse C est fausse.

• Si (C,D) est solution, alorsC et D sont diagonalisables, de spectre inclus dans{−i, i} .
On a de plus(C− iIn)D=−D(C+ iIn) donc, siX ∈Mn,1(C) :

X ∈ E−i(C)⇐⇒ (C+ iIn)X= 0⇐⇒D(C+ iIn)X= 0⇐⇒ (C− iIn)DX= 0⇐⇒DX ∈ Ei(C)

(la deuxièmeéquivalencevient du fait queD est inversible).

Le sous-espace propreEi(C) est donc l’image parD (ou plutôt par l’application linéaire associée àD) du sous-
espace propreE−i(C) ; D étant bijective, ces deux sous-espaces propres ont donc même dimension. Il en résulte

quen est nécessairement pair, et queD est semblable à la matrice (par blocs) :

[

iIn
2

0

0 −iIn
2

]

. Sa trace est donc

nulle. Idem pour la matriceC .

Rem :Il est facile de démontrer que, réciproquement, sin est pair, le système a une solution ; il suffit de considérer

les matricesC=

[

iIn
2

0

0 −iIn
2

]

et D=

[

0 iIn
2

iIn
2

0

]

.

Q7 : Réponse B
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PARTIE III

8. U0 =





2 3 1

0 −4 −2

4 12 5



 d’où U2
0 =





8 6 1

−8 −8 −2

28 24 5



 . Donc :

Q8 : Réponse A

————————————————-

9. On calcule le polynôme caractéristique deUt :

χ
Ut

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2−X 3 1

t −4−X −2

4 12 5−X

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=−X3+3X2+(−2+3t)X−3t=−(X−1)(X2−2X−3t)

(pas d’astuce particulière pour ce calcul : on utilise bestialement la règle de Sarrus...).

1 sera toujours valeur propre . Le discriminant réduit du trinômeX2−2X−3t est1+3t , donc le nombre de valeurs
propres réelles dépend de son signe...

Q9 : Réponse E (aucune réponse exacte)

————————————————-

10. A. B. Pour t = 0 , on trouve que les valeurs propres deU0 sont 0,1,2 . La réponse A est exacte, la réponse B est
fausse.

C. D. 0 est valeur propre deUt si et seulement si0 est racine deX2−2X−3t , ce qui équivaut àt= 0 .

Q10 : Réponses A,D

————————————————-

11. Le discriminant réduit du trinômeX2 − 2X− 3t est 1+ 3t , donc ce trinôme possède deux racines distinctes si et

seulement sit > −
1

3
. Cependant, pour queUt possède trois valeurs propres réelles distinctes, il faut en plus que

aucune des deux racines du trinômeX2−2X−3t ne soit égale à1 ; or 1 est racine deX2−2X−3t si et seulement si
−1−3t= 0 , ce cas est donc exclu.
Conclusion :

Q11 : Réponse B

————————————————-

12. Le polynôme caractéristique d’une matrice3× 3 estTOUJOURSde degré3 ! Donc :

Q12 : Réponse E (aucune réponse exacte)

————————————————-

13. C’est le théorème de Cayley-Hamilton :χUt
(Ut) = 0 ...

Q13 : Réponse B

————————————————-

14. La division euclidienne s’écrit :Xn = PtQt+Rt avec degRt 6 2 , c’est-à-direRt = aX2+bX+ c .

A. B. Pour t= 0 , Pt = −X(X−1)(X−2) et il suffit de faireX = 0 , X= 1 et X= 2 dans l’égalité précédente pour
trouverc= 0 , a+b= 1 et 4a+2b= 2n , d’où a= 2n−1−1 , b= 2−2n−1 ; c’est la réponse A.

C. D. Pourt = −
1

3
, Pt = −(X− 1)3 . On applique alors l’égalité précédente àX = 1 , puis on dérive et on fait de

nouveauX= 1 , puis on re-dérive et on fait encoreX= 1 .
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On obtient :R(1) = 1, R ′(1) = n etR ′′(1) = n(n−1) , donc d’après la formule de Taylor :

R(X) = R(1)+ (X−1)R ′(1)+
(X−1)2

2
R ′′(1)

= 1+n(X−1)+
n(n−1)

2
(X−1)2

= ... =
n(n−1

2
X2+n(2−n)X+

n2−3n+2

2

ce qui est la réponse C. Conclusion :

Q14 : Réponses A,C

————————————————-

15. On reprend les calculs de la question précédente.
On aXn = PtQt+Rt doncUn

t = Pt(Ut)︸ ︷︷ ︸
=0

Qt(Ut)+Rt(Ut) = Rt(Ut) soit ici

Un
0 = (2n−1−1)U2

0+(2−2n−1)U0

= (2n−1−1) ·





8 6 1

−8 −8 −2

28 24 5



+(2−2n−1) ·





2 3 1

0 −4 −2

4 12 5





et après quelques vérifications passionnantes, on conclut :

Q15 : Réponses B,C

PARTIE IV

16. • PourP,Q∈R[X] , le produitPQ appartient encore àR[X] donc, par hypothèse, l’intégrale
∫b

a

PQω est absolument

convergente, donc convergente.
Par conséquent,〈P|Q〉 existe, et la réponse A est fausse.

• Il est facile de vérifier que l’application(P,Q) 7→ 〈P|Q〉 est une forme bilinéaire symétrique positive.

• Elle sera définie si et seulement si
∫b

a

P2ω= 0=⇒ P = 0 . Or
∫b

a

P2ω= 0=⇒ P2(x)ω(x) = 0 pour toutx ∈]a,b[
(puisqueP2ω est une fonction continue positive). Pour pouvoir conclureP = 0 , il suffitque l’ensemble des points
où ω ne s’annule pas soit infini (car, alors, le polynômeP s’annulant en une infinité de points sera le polynôme
nul).
Cela sera effectivement réalisé siω(x)> 0 pour toutx , mais ce n’est pas une condition nécessaire. La réponse D
( « que si ... ») est donc inexacte.
Conclusion :

Q16 : Réponse E (aucune réponse exacte)

————————————————-

17. A. Réponse fausse : Il est vrai que, si(Pn)n∈N est une famille de polynômes tels que, pour toutn , Pn soit de degré
n , il s’agit d’une base deR[X] (exercice !). Mais la réciproque est fausse : par exemple, lafamille {X−1,X+1}

est une base deR1[X] , et en la complétant par lesXk pourk> 2 , on obtient une base deR[X] qui ne contient pas
de polynôme de degré0 ...

B. Réponse fausse : si(Pn)n∈N est une base deR[X] , c’est évidemment une famille libre, mais la réciproque est
fausse ! Considérer par exemple la famille des polynômes

{
X2n,n ∈ N

}
...

C. Réponse fausse : déjà, l’application définie dans la question précédente n’est pas nécessairement un produit
scalaire... Et quand bien même, il existe des bases deR[X] qui ne sont pas orthogonales !

D. Réponse fausse :R[X] , même de dimension infinie, possède des bases ! Par exemple, la base canonique
{Xn,n ∈N} ...

Q17 : Réponse E (aucune réponse exacte)
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————————————————-

18. Pour tout polynômeP , on a, pour toutx ∈]−1,1[ ,
|P(x)|√
1−x2

6
M√
1−x2

où M= sup
x∈[−1,1]

|P(x)| .

Or la fonction x 7→ 1√
1−x2

est intégrable sur] − 1,1[

(∫1

−1

dx√
1−x2

=
[

Arcsinx
]1

−1
= π

)

, donc, d’après les

théorèmes de comparaison pour l’intégrabilité de fonctions positives, il en est de même dex 7→ |P(x)|ω(x) , et cela,
pour tout polynômeP . Conclusion :

Q18 : Réponse C

————————————————-

19. Des résultats et des calculs classiques concernant les polynômes de Tchebychev :

• cos(nθ) = Re(einθ) = Re((eiθ)n) = Re((cosθ+ isinθ)n) = Re

(

n∑

k=0

(

n

k

)

ik(sinθ)k(cosθ)n−k

)

d’où : cos(nθ) =
n∑

k=0
k pair

(

n

k

)

ik(sinθ)k(cosθ)n−k =

[n2 ]∑

k=0

(

n

2k

)

(−1)k(sin2θ)k(cosθ)n−2k

et finalement, cos(nθ) = Tn(cosθ) avecTn(X) =

[n2 ]∑

k=0

(

n

2k

)

(−1)k(1−X2)kXn−2k . (c’est bien un polynôme!).

• Supposons qu’il existe deux polynômesTn et Sn vérifiant∀θ∈R, Tn(cosθ) = cos(nθ) = Sn(cosθ) . Alors, pour
tout x ∈ [−1,1] on auraTn(x) = Sn(x) soit (Tn−Sn)(x) = 0 .
Le polynômeTn−Sn ayant une infinité de racines est le polynôme nul, doncTn = Sn , ce qui prouve l’unicité.

Q19 : Réponse C

————————————————-

20. Pour toutθ ∈ R , on a cos((n+ 2)θ)+ cos(nθ) = 2cos(θ)cos((n+ 1)θ (on utilise la formule de trigonométrie bien

connue cos(p)+cos(q) = 2cos
(p+q

2

)

cos
(p−q

2

)

).

Donc Tn+2(cosθ)+ Tn(cosθ) = 2cosθTn+1(cosθ) pour toutθ réel, d’où, pour toutx ∈ [−1,1] ,
Tn+2(x)+ Tn(x) = 2xTn+1(x) .
Cette égalité entre fonctions polynômes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en déduit l’égalité des polynômes ,
soit Tn+2(X) = 2XTn+1(X)−Tn(X) .
Conclusion :

Q20 : Réponse B

————————————————-

21. T0 = 1 , T1 = X , et la formule de récurrence précédente donneT2 = 2X2−1 puis T3 = 4X3−3X .

La relation de récurrence précédente permet de démontrer facilement par récurrence surn la propriété :

Hn :






Tn est de degrén
son coefficient dominant est2n−1 si n> 1

sa parité est celle den
(on démontre les trois propriétés en même temps dans une seule récurrence, il est maladroit de faire trois récurrences
séparées !).

Q21 : Réponse E (aucune réponse exacte)

————————————————-

22. Voir ci-dessus.

Q22 : Réponse C

————————————————-
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23. Soientn,p deux entiers naturels.

Pour le calcul de〈Tn|Tp〉 =
∫1

−1

Tn(x)Tp(x)√
1−x2

, on effectue le changement de variablex = cosθ , qui réalise unC 1 -

difféomorphisme de]0,π[ sur ]−1,1[ :

〈Tn|Tp〉=
∫π

0

Tn(cosθ)Tp(cosθ)dθ=

∫π

0

cos(nθ)cos(pθ)dθ =
1

2

∫π

0

[

cos(n+p)θ+cos(n−p)θ
]

dθ

Donc :

• si n 6= p : 〈Tn|Tp〉=
1

2

[

1

n+p
sin(n+p)θ+

1

n−p
sin(n−p)θ

]π

0

= 0 .

• si n = p : 〈Tn|Tn〉= ‖Tn‖2 =

∫π

0

cos(2nθ)+1

2
dθ=

π

2
pourn> 1 (et ‖T0‖2 = π ).

(Tn)n∈N est donc une famille orthogonale deR[X] (mais pas orthonormale). Puisque deg(Tn) = n pour toutn ,
on en déduit que c’est une base deR[X] .

Q23 : Réponse C

————————————————-

24. Rem :après les polynômes de Tchebychev, les polynômes d’Hermitte...

(En) est évidemment une équation différentielle linéaire du second ordre, homogène, à coefficients non constants.
C’est la réponse B.

Le coefficient dey ′′ étant non nul, l’ensemble de ses solutions forme unR-espace vectoriel de dimension2 , donc la
réponse C est fausse.

Enfin, si f est solution de(E0) , on af ′′(x)−2xf ′(x) = 0 d’où (équation différentielle linéaire du premier ordre enf ′ )

f ′(x) = C ·ex2
, où C est une constante réelle. Donc la réponse D est inexacte.

Q24 : Réponse B

————————————————-

25. • Sn est l’intersection de l’ensemble des fonctions développables en série entière au voisinage de0 , qui est un espace
vetoriel, et de l’ensemble des solutions de(En) , sui est un espace vectoriel de dimension2 . C’est donc bien un
sous-espace vectoriel de dimension finie.

• Soit f appartenant àSn , c’est-à-diref est développables en série entière au voisinage de0 :

f(x) =

+∞∑

k=0

akx
k , cette série entière ayant un rayon de convergenceR > 0

f est solution de(En) si et seulement si , pour toutx ∈]−R,R[ :

+∞∑

k=2

k(k−1)akx
k−2−2x

+∞∑

k=1

kakx
k−1+2n

+∞∑

k=0

akx
k = 0

soit
+∞∑

k=0

(k+2)(k+1)ak+2x
k+2

+∞∑

k=0

(n−k)akx
k = 0

d’où

ak+2 =−
2(n−k)

(k+1)(k+2)
ak pour toutk ∈N

∗ eta0,a1 quelconques

Pour a0 = 1 et a1 = 0 , ces relations permettent de définir une série entière dont on notera la sommef0 ; les
coefficients d’indices impairs de cette série sont nuls ; sin est pair,f0 sera un polynôme , car, pourk = n , la
relation de récurrence donnean+2 = 0 , puis an+4 = 0 etc... ; sinon, on obtiendra une série entière avec des

coefficientsa2k tous non nuls, et de rayon de convergence infini puisque lim
k→+∞

∣

∣

∣

∣

ak+2

ak

∣

∣

∣

∣

= 0 .

De même, poura0 = 0 et a1 = 1 , on obtient une série entière, notéef1 , qui est un polynôme sin est impair, et
une série entière de rayon de convergence infini sinon.

Poura0,a1 quelconques, la série entière obtenue ci-dessus sera donc égale àf = a0f0+a1f1 . C’est donc, dans
tous les cas, une série entière de rayon de convergence infini(la condition de l’énoncé de la réponse A visait à
exclure les cas des solutionsf0 et f1 , mais je ne vois pas pourquoi...). La réponse A est donc exacte, et la réponse
B fausse.

Enfin, on vient de voir quecertainessolutions vérifiaient une des conditions des réponses C et D,mais ce n’est pas
le cas de toutes !
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Q25 : Réponse A

————————————————-

26. On vient de répondre à cette question. Une des fonctions (et une seulement)f0 et f1 est un polynôme (selon la
parité den). On ne peut pas trouver de base formée de deux fonctions polynômes, sinon toutes les solutions seraient
polynomiales, ce qui n’est pas le cas.

Q26 : Réponse A

————————————————-

27. • H0(x) = 1 .

• d
dx

(e−x2
) = −2xe−x2

doncH1(x) = 2x .

• d2

dx2
(e−x2

) = (−2+4x2)e−x2
doncH2(x) = 4x2−2 .

• Montrons par récurrence surn la propriété :

Pn : Hn est un polynôme de degrén, de la parité den et de coeff. dominant2n

On vient de voir que cela est vrai pourn = 0,1,2 . Si Pn est vérifiée, alors

dn+1

dxn+1
(e−x2

) =
d
dx

[

(−1)ne−x2
Hn(x)

]

= (−1)n
[

H ′
n(x)−2xHn(x)

]

e−x2

doncHn+1(x) = 2xHn(x)−H ′
n(x) , ce qui permet de démontrerPn+1 .

Par conséquent :

Q27 : Réponse E (aucune réponse exacte)

————————————————-

28. • Dans cette question, on considèrera le produit scalaire défini surR[X] par

〈P|Q〉=
∫+∞

−∞

P(x)Q(x)e−x2
dx

L’énoncé n’est guère précis : il n’est pas dit que l’intervalle I =]a,b[ est ici R , et on ne demande pas de vérifier

que la fonctionx 7→ e−x2
répond bien aux conditions d’intégrabilité requises...

• Un résultat utile pour la suite : siP est un polynôme , alors, pour tout entierk ∈ N , lim
x→±∞

P(x)
dk

dxk
(e−x2

) = 0

(cela découle de
dk

dxk
(e−x2

) = (−1)ke−x2
Hk(x) et Hk polynôme ).

• On va utiliser ici la formule d’intégration par parties généralisée :

pouru,v de classeCn ,

∫
uv(n) = uv(n−1)−u ′v(n−2)+ . . .+(−1)n−1u(n−1)v+(−1)n

∫
u(n)v

On aura donc, siP ∈R[X] :

〈P|Hn〉=
∫+∞

−∞

P(x)Hn(x)e−x2
dx

= (−1)n
∫+∞

−∞

P(x)
dn

dxn
(e−x2

)dx

= (−1)n
[

P(x)
dn−1

dxn−1
(e−x2

)− . . .+(−1)n−1P(n−1)(x)e−x2

]+∞

−∞︸ ︷︷ ︸
=0 d’après le résultat préliminaire

+(−1)2n
∫+∞

−∞

P(n)(x)e−x2
dx

ce qui est la formule de la réponse C.
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• En appliquant cette formule àP =Hn , on obtient

〈Hn|Hn〉=
∫+∞

−∞

dn

dxn
(Hn)(x)e−x2

dx= n!2n
∫+∞

−∞

e−x2
dx

puisqueHn est de degrén et a pour coefficient dominant2n .

Rem : En utilisant toujours la relation du C, on obtient facilement que 〈Hn|Hm〉 = 0 si n 6=m , c’est-à-dire que
la famille (Hn)n∈N est orthogonale pour le produit scalaire considéré.

Q28 : Réponses A,C

————————————————-

29. • On a déjà vu que l’ensemble des solutions de(En) est un espace vectoriel de dimension2 , on peut donc d’emblée
éliminer les réponses C et D.

• Si f(x) = e−x2
, on af ′(x) = −2xf(x) et, en dérivantn fois cette égalité par la formule de Leibniz, on obtient :

f(n+1)(x) =
dn

dxn
(

−2xf(x)
)

= −2xf(n)(x)−2nf(n−1)(x)

d’où

ex
2 dn+1

dxn+1
(e−x2

) = −2xex
2 dn

dxn
(e−x2

)−2nex
2 dn−1

dxn−1
(e−x2

)

ce qui donne :Hn+1(x) = 2xHn(x)−2nHn−1(x) (tous ces calculs étant valables sin > 1 , ce qui n’est pas dit
dans l’énoncé)...

Or, on a montré, à la question 27, la relation :Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′
n(x) ; en comparant avec la relation que

l’on vient d’obtenir, on a :H ′
n = 2nHn−1 .

D’où H ′′
n(x) = 2nH ′

n−1(x) = 2n[2xHn−1(x) −Hn(x)] = 2xH ′
n(x) − 2nHn(x) , ce qui montre queHn est

solution de(En) .
En conclusion :

Q29 : Réponse A

————————————————-

30. L’hypothèse supplémentaire :ω> 0 et
∫b

a

ω(x)dx 6= 0 implique qu’il existe une infinité de points de]a,b[ oùω n’est

pas nulle, ce qui implique que〈.|.〉 est bien un produit scalaire surR[X] (cf question 16).

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt (par exemple) permet alors de construire une famille orthonormale
(Pn)n∈N à partir de la base canonique(Xn)n∈N ; cette famille répond aux conditions de la réponse A (donc toutes les
autres réponses sont fausses).

Q30 : Réponse A

PARTIE V

31. La fonction sin étant bornée, on a lim
x→0

xsin
1

x
= 0 , doncf(x) =

x→0
o(x2) .

Elle admet donc bien un DL d’ordre2 en zéro, donc a fortiori un DL d’ordre1 , ce qui implique qu’elle est dérivable
en 0 (et f ′(0) = 0 , car le coefficient du terme enx dans le DL est nul).

Cependant, l’implication : «f admet un DL d’ordre2 en 0 ⇒ f deux fois dérivable en0 » est fausse. En effet :

∀x 6= 0 , f ′(x) = 3x2 sin
1

x
− xcos

1

x
, et f ′(0) = 0 donc

f ′(x)− f ′(0)
x−0

= 3xsin
1

x
− cos

1

x
n’a pas de limite en0 ,

c’est-à-dire quef n’est pas deux fois dérivable en0 .

Q31 : Réponse C

————————————————-
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32. f(x) = e
1
x lncosx = e

1
x ln

(

1− x2

2 +o(x2)

)

= e
1
x

(

− x2

2 +o(x2)

)

= e−
x
2+o(x) = 1−

x

2
+o(x)

Ce DL d’ordre1 en 0 montre quef est prolongeable par continuité en0 , en posantf(0) = 1 , et que la fonction ainsi

prolongée est dérivable en0 , avecf ′(0) = −
1

2
.

Ainsi, les réponses B et C sont fausses ; il y a une « erreur » de signe dans la réponse A ; la réponse D est incomplète
(puisqu’il manque le prolongement def en 0), mais je pense qu’on peut la considérer comme exacte.

Q32 : Réponse D

————————————————-

33. • M est fini, puisquef ′ est continue sur le compact[a,b] donc y est bornée.

• La formule de Taylor avec reste intégrale appliqué à une primitive F de f s’écrit :

∫b

a

f(t)dt= F(b)−F(a) = (b−a)F ′(a)+
∫b

a

(b− t)F ′′(t)dt= (b−a)f(a)+

∫b

a

(b− t)f ′(t)dt

— Lorsquef(a) = 0 , on aura donc (on supposea6 b) :
∣

∣

∣

∣

∣

∫b

a

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫b

a

(b− t)f ′(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫b

a

(b− t)
∣

∣f ′(t)
∣

∣ dt6M

∫b

a

(b− t)dt=M
(b−a)2

2

C’est la réponse B (l’hypothèsef(b) = 0 ne sert pas ici).

— On a aussi, en remplaçantb par
a+b

2
:

∣

∣

∣

∣

∣

∫ a+b
2

a

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

6M

∫ a+b
2

a

(b− t)dt=M
(b−a)2

8
.

Si on suppose en plusf(b) = 0 , on obtiendra de la même façon

∣

∣

∣

∣

∣

∫b

a+b
2

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

6M
(b−a)2

8
, et, finalement :

∣

∣

∣

∣

∣

∫b

a

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫ a+b
2

a

f(t)dt+
∫b

a+b
2

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

∫ a+b
2

a

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∫b

a+b
2

f(t)dt

∣

∣

∣

∣

∣

6M
(b−a)2

4

ce qui est la réponse D.
Les réponses A et C sont, elles, inexactes (il suffit de prendre l’exemplef= 1). Conclusion :

Q33 : Réponses B,D

————————————————-

34. • lim
x→0+

1+
√
x

1−
√
x
= 1 donc ln

(

1+
√
x

1−
√
x

)

∼
x→0+

1+
√
x

1−
√
x
−1=

2
√
x

1−
√
x

d’où lim
x→0+

f(x) = 1 .

Quandx→ 0− , Arc tan
√
−x ∼

√
−x donc lim

x→0−
f(x) = 1 .

Ainsi, f est continue en0 .

• Pourx > 0 :

ln

(

1+
√
x

1−
√
x

)

= ln(1+
√
x)− ln(1−

√
x)

=
√
x−

x

2
+

x
3
2

3
−

(

−
√
x−

x

2
−

x
3
2

3

)

+o(x
3
2 )

= 2
√
x+2

x
3
2

3
+o(x

3
2 )

d’où f(x) =
x→0+

1+
x

3
+o(x) : il s’agit d’un DL d’ordre 1 , doncf est dérivable à droite en0 et f ′d(0) =

1

3
.

• Pourx < 0 :

Arc tan(
√
−x) =

√
−x−

(
√
−x)3

3
+o((−x)

3
2 ) =

√
−x−

(−x)
3
2

3
+o((−x)

3
2

doncf(x) =
x→0−

1+
x

3
+o(x) : f est dérivable à gauche en0 et f ′g(0) =

1

3
.

Finalement,f est dérivable en0 et f ′(0) =
1

3
. Les réponses B et C sont donc fausses.
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• Le même principe, mais avec des DL d’ordres supérieurs, montre quef admet un DL d’ordre2 en 0 (c’est le
même à droite et à gauche), et que c’est bien celui qui figure dans la réponse D.

Q34 : Réponse D

————————————————-

35. L’équation du cercle est :(x+2)2+(y−2)2 = 8 ,soit (y−2)2 = −x2−4x+4 , d’où x ∈ [−2−2
√
2,−2+2

√
2] et

y= 2±
√
−x2−4x+4.

Poury6 2 , on ay= 2−
√
−x2−4x+4.

Q35 : Réponse C

————————————————-

36. Au voisinage du point O, on ay6 2 d’où (encore un DL !) :

y= 2−
√

−x2−4x+4= 2−2

√

1−x−
x2

4

= 2−2

(

1−
1

2

(

x+
x2

4

)

−
1

8

(

x+
x2

4

)2

−
1

16

(

x+
x2

4

)3

+o(x3)

)

= x+
x2

2
+

x3

4
+o(x3)

en utilisant le DL bien connu :
√
1+h =

h→0
1+

h

2
−

h2

8
+

h3

16
+o(h3) .et on a aussi

ln(1+x)

1−x
=

(

x−
x2

2
+

x3

3
+o(x3)

)

(

1+x+x2+x3+o(x3)
)

= x+
x2

2
+

5

6
x3+o(x3)

don, au voisinage de0 :

f(x)−y=
7

12
x3+o(x3)

qui est du signe de
7

12
x3 donc du signe dex .

Conclusion :

Q36 : Réponse D

PARTIE VI

37. • cn 6 dn est évident puisqueCn ⊂Dn . Les réponses C et D sont donc fausses.

• Soit ϕ : {0,1, . . . ,2n}−→ Z telle queϕ(x+1)−ϕ(x) =±1 . En notant, pourk ∈ [[1,2n]] , εk =ϕ(k)−ϕ(k−1) ,

on aεk =±1 et ϕ(2n) =ϕ(0)+

2n∑

k=1

εk .

Calculerdn revient à trouver le nombre de2n-uplets(ε1, . . . ,ε2n) avecεk =±1 et de somme nulle.

Pour cela il faut choisitn desεk égaux à+1 (et, forcément, les autres seront égaux à−1). Il y a donc

(

2n

n

)

possibilités, soitdn =

(

2n

n

)

=
(2n)!

n!n!
.

Q37 : Réponse B

————————————————-
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38. g(x) =

+∞∑

n=0

dnx
n . Les dn sont strictement positifs, et

an+1

an
=

2(2n+1)

n+1
−−−−−→
n→+∞

4 . Le rayon de convergence de

cette série entière est donc égal à
1

4
.

Puisquecn 6 dn , un résultat du cours permet d’affirmer que le rayon de convergence de la série
+∞∑

n=0

cnx
n sera, a

priori, supérieur ou égal à
1

4
.

Rem : en fait, on va voir ci-après que le rayon de convergence est égal à
1

4
, mais la seule inégalitécn 6 dn ne permet

pas de conclure, donc la réponse C est inexacte.

Q38 : Réponse D

————————————————-

39. Sur l’intervalle ouvert de convergence de la série entière qui définit f , on peut faire le produit de Cauchy :

[f(x)]2 =

+∞∑

n=0

anx
n , avecan =

n∑

k=0

ckcn−k .

Donc x[f(x)]2 =

+∞∑

n=0

anx
n+1 =

+∞∑

n=1

an−1x
n et 1+x[f(x)]2 =

+∞∑

n=0

bnx
n avecb0 = 1 et, pourn> 1 ,

bn = an−1 =

n−1∑

k=0

ckcn−1−k =

n∑

k=1

ck−1cn−k = cn .

Ainsi, 1+x[f(x)]2 = f(x) . En résolvant l’équationxY2−Y+1 = 0 avecY > 0 , on trouve qu’il fautx6
1

4
(donc le

rayon de convergence de la série sera inférieur à
1

4
, et par suite égal à

1

4
), et quef(x) =

1−
√
1−4x

2x
.

Conclusion :

Q39 : Réponses C,D

————————————————-

40. Il ne reste plus qu’à faire le développement en série entièrede
1−

√
1−4x

2x
pour trouver lescn ...

On « sait » que, pour|x|< 1 , on a :
√
1+x= 1+

+∞∑

n=0

(−1)n
(

2n

n

)

xn+1

22n+1(n+1)
.

Donc, pour|x|<
1

4
:
√
1−4x= 1−

+∞∑

n=0

(

2n

n

)

2xn+1

n+1

puis : 1−
√
1−4x=

+∞∑

n=0

(

2n

n

)

2xn+1

n+1

et enfinf(x) =
+∞∑

n=0

(

2n

n

)

xn

n+1
, d’où cn =

1

n+1

(

2n

n

)

.

Q40 : Réponse B

⋆ ⋆ ⋆ ⋆

⋆ ⋆ ⋆

⋆ ⋆

⋆
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