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CORRIGE ICNA Epreuve optionnelle 2009'

PARTIE |

1. Pourx > 0, on calcule IiJ[n fn(x) (attention au cas = 0!), ce qui permet de montrer que
n—+oo

1 six=0

la suite(f,) converge simplement sl vers la fonctionf : x — .
0 six>0

f n’étant pas continue ef, alors que lesf,, sont continues suR. , la convergence ne peut étre uniforme, ni sur
[0,1], ni sur[0,4oc0[. Donc les réponses A,B,C sont fausses.

Cependant, K estun compactinclus dafis, , il existea >0 tel queK C [a,+oo[ etona alorsff\anEo < |\fn|\£’+°°[ Le n@
ce qui montre que lim anHfo =0, c'est-a-dire, par définition, que la suité,) converge uniformément vetssur
n—-+oo

K.

‘ Q1 : Réponse q

2. Pour toutx > 0, 0n a0 < fr1(x) < fr(x), dou 0 <vnyq <vn :lasuite(vy,) est décroissante, minorée par
donc converge.
C'est laréponse A. La réponse C est donc fausse. La majorddionée dans la réponse D ne permet pas de conclure.

' : 1
Enfin, pwsquem < 1 pourtoutx >0, 0na

1 o0—mx 1 —nx11 —n
€ —e 1—€
vn:J' dxgj e“"dx:[ } =
o 1+x 0 n o n

donc I'encadrement de la réponse B est exact, et permet @duceque limv,, =0.
n—oo

‘ Q2 : Réponses A,q

3. Le changement de variable=x™ (soit x = uw ) donne

1

W = J; nx™f(x) dx :nJ'O uf (u%) <%u1]1_1) du= J; u%f (u%) du

Or, Ii_}m um =1siu>0 (puisqueu% —en "1y "donc la suite de fonctiongy,, ) définies parg;, (1) —unf (u%)
n—oo

0 siu=

0 .
) (car f continue).
f(1) siu>0

converge simplement su@, 1] vers la fonctiong : u — {
De plus, pour toutn € N*, pour toutu € [0,1], on a|gn(u)| < ||f||.,. et la fonction constante. — ||f||,, est
évidemment intégrable su@, 1].

1 1
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominéen: Jlgn =J g, soit lim w;, = f(1). En
n—oo fo 0 n—+oo
conclusion :

‘ Q3 : Réponse E (aucune réponse exact}e)

|PARTIE II

4. A. Réponse fausse. Considérer par exemple= (8 }) etB= <(]) 8)
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1 - 0 1
C. Réponse exacte. En effet, dans ce cas, on peut trouverasgecommune de vecteurs propres, c'est-a-dire une
méme matrice de passadetelle que A = PDP~! et B=PD'P~! avecD,D’ diagonales, et on aura alors
AB=PDD'P~'.

B. Réponse fausse. Considérer par exemple= (1 O]> etB= <O ]>

D. Réponse fausse. Considérer par exenmiple (8 (1)

Cependant, on peut démontrer facilement I'implicatidn diagonalisable=> A? diagonalisable : SA = PDP~!
alorsA? =PD?pP~ 1 ...
On peut aussi démontrer (exercice!) que la réciproque a@ g et seulement si Kér=KerA? ...

) : A% =0 est daigonalisable, mais pas

‘ Q4 : Réponse CI

5. Je n’ai pas bien compris! Il suffit de choisk et B telles queA+B =1 et A =1 pour voir que les quatre réponses
sont fantaisistes !
Il doit manquer une hypothése... Détaillons :

Avec les hypothéses, on&l? —AM = 0, donc X? —AX est un polynéme annulateur de. A étant supposé non
nul, ce polyndme est scindé a racines simples, dehest diagonalisable, et ses valeurs propres smhiisesdans
I'ensemble{0,A} ; elle aura exactement deux valeurs propres si et seulemaiit-s AX est son polynéme minimal,
c'est-a-dire siM # 0 (cela est dit dans I'énoncé) atl £ Al : voila I’'hypothése « oubliée »...

‘ Q5 : Réponse E (aucune réponse exact'a)

6. A. C. Ces deux réponses sont fausses. Contre-exenipte ((1) ?) etB = (2) })

B. Réponse fausse. Le contre-exemple a déja été vu dansdtaqué : prendreB = (8 (])) etP=Xx2.

D. Réponse exacte : en effet, étant diagonalisable, son polyndme caractéristique eslé&a racines simples, donc
il en sera de méme de celui @& et B est diagonalisable.

‘ Q6 : Réponse q

7. Comme le précisait I'erratum distribué en début d’épreiivallait lire C et D dans les réponses, et ndnet B ...
e Sile systéme posséde une solution, aléret D annulent le polyndmé&? + 1, qui est scindé a racines simples
dansCIX], donc sont diagonalisables dals, (C). La réponse D est fausse.

e Sile systeme posséede une solutidh D), il possede aussi la solution-C,—D). Puisque tft—C) = —tr(C), la
réponse C est fausse.

e Si (C,D) est solution, alors et D sont diagonalisables, de spectre inclus dafisi}.
On ade plugC—il,)D =—-D(C+il,) donc, siX € My 1(C) :

Xetb (C) &= (C+il ) X=0= D(C+il)X=0<= (C—il4)DX=0 <= DX € E(C)

(la deuxiemeéquivalencevient du fait queD est inversible).

Le sous-espace propig(C) est donc I'image pab (ou plutbt par I'application linéaire associédX) du sous-
espace propré&_;(C) ; D étant bijective, ces deux sous-espaces propres ont done whémension. |l en résulte
2 .

0 —iln

. . R . iln
guen est nécessairement pair, et gideest semblable a la matrice (par blocs%
2

] . Sa trace est donc

nulle. Idem pour la matric€ .
Rem :ll est facile de démontrer que, réciproquement; @st pair, le systéme a une solution ; il suffit de considérer

0 iln
2
iln O] '
2

‘ Q7 : Réponse BI

il
les matricesC = [ 2 etD =

0 —iln
2
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PARTIE 1l |
2 3 1 8 6 1
8. Up=(0 —4 —2|doaUj=(-8 —8 —2]|.Donc:
4 12 5 28 24 5

‘ Q8 : Réponse AI

9. On calcule le polyn6me caractéristiquede :

2-X 3 1
Xu,=| t  —4-X =2 |==X343X%4+(-2+3t)X—-3t=—(X—1)(X* —2X—3t)
4 12 5-X

(pas d’'astuce particuliére pour ce calcul : on utilise lagssthent la régle de Sarrus...).

1 sera toujours valeur propre . Le discriminant réduit dudimie X* — 2X — 3t est1+ 3t, donc le nombre de valeurs
propres réelles dépend de son signe...

‘ Q9 : Réponse E (aucune réponse exact'a)

10. A. B. Pourt =0, on trouve que les valeurs propres g sont0,1,2. La réponse A est exacte, la réponse B est
fausse.

C.D. 0 estvaleur propre d&l; si et seulement g est racine d&? —2X — 3t, ce qui équivaut & = 0.

‘ Q10 : Réponses A,q

11. Le discriminant réduit du trindme? — 2X — 3t est 1+ 3t, donc ce trinéme posséde deux racines distinctes si et
seulement sit > -3 Cependant, pour quely possede trois valeurs propres réelles distinctes, il faytles que

aucune des deux racines du trindXe— 2X — 3t ne soit égale d ; or 1 est racine d&? —2X — 3t si et seulement si
—1—-3t=0, ce cas est donc exclu.

Conclusion :

‘ Q11 : Réponse E'

12. Le polyndme caractéristique d’une matrig¢e 3 esttouJouRrsde degré3 ! Donc :

‘ Q12 : Réponse E (aucune réponse exacl'e)

13. Cest le théoréme de Cayley-HamiltorXy, (U¢) =0...

‘ Q13 : Réponse E'

14. La division euclidienne s'écritX™ = P;Q¢ + R, avec de®; < 2, c’est-a-direR; = aX? +bX+c.
A.B. Pourt=0, Py =—X(X—1)(X—2) etil suffitde faireX =0, X =1 et X =2 dans I'égalité précédente pour
trouverc =0, a+b=1et4a+2b=2",dotla=2"""—1,b=2-2""T;cestlaréponse A.
C.D. Pourt = —3 Py = —(X—1)3. On applique alors I'égalité précédenteXa= 1, puis on dérive et on fait de
nouveauX = 1, puis on re-dérive et on fait encoke=1.
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On obtient :R(1) =1, R’(1) =n etR”(1) =n(n—1), donc d’aprés la formule de Taylor :

_1)2
R(X):R(1)+(X—1)R’(1)+(X 2” R”(1)
:1+n(x—1)+w(x—n2
— 2_ 2
:n(n ]X2+n(2—n)X+7n St
2 2
ce qui est la réponse C. Conclusion :
‘ Q14 : Réponses A,q
15. On reprend les calculs de la question précédente.
OnaX" = PtQt+Rt dOﬂCLU[’l = Pt(Ut) Qt(Ut) +Rt(Ut) = Rt(Ut) soitici
N——
=0
n_(n—1_ 2 __om—1
§=0" T =NUg+2-2")Ug
8§ 6 1 2 3 1
v '-1.|-8 -8 —2|+@2-2".- [0 —4 -2
28 24 5 4 12 5

et aprés quelques vérifications passionnantes, on conclut :

‘ Q15 : Réponses B,C}

|PARTIE IV

b
16. e PourP,Q e R[X], le produitPQ appartientencoreR[X] donc, par hypothése, I’intégrale PQuw est absolument
convergente, donc convergente. ¢
Par conséquentP|Q) existe, et la réponse A est fausse.
¢ |l est facile de vérifier que I'applicatiofP, Q) — (P|Q) est une forme bilinéaire symétrique positive.
b b
e Elle sera définie si et seulementJ'si PPw=0=P=0.0r J P?w =0 = P?(x)w(x) =0 pour toutx €]a, b[

a a
(puisqueP?w est une fonction continue positive). Pour pouvoir conclRike 0, il suffitque 'ensemble des points

ou w ne s’annule pas soit infini (car, alors, le polynéies’annulant en une infinité de points sera le polyndéme

nul).

Cela sera effectivement réaliséwix) > 0 pour toutx, mais ce n’est pas une condition nécessaire. La réponse D

(«quesi... ») est donc inexacte.
Conclusion :

‘ Q16 : Réponse E (aucune réponse exacl'e)

17. A. Réponse fausse : Il est vrai que,(8i, )ncn €st une famille de polyndémes tels que, pour tautP,, soit de degré
n, il s'agit d’'une base d&R[X] (exercice!). Mais la réciproque est fausse : par exemplanalle {X —1,X+ 1}
est une base d&;[X], et en la complétant par [86< pourk > 2, on obtient une base de[X] qui ne contient pas
de polyndme de degré...

B. Réponse fausse : $P, )nen €St une base dR[X], c’est évidemment une famille libre, mais la réciproque est

fausse ! Considérer par exemple la famille des ponné{r)é@‘,n € N}

C. Réponse fausse : déja, I'application définie dans la muegrécédente n'est pas nécessairement un produit

scalaire... Et quand bien méme, il existe des basé®[Hé qui ne sont pas orthogonales!

D. Réponse fausse R[X], méme de dimension infinie, posséde des bases! Par exerapb®sk canonique
X", neN}...

‘ Q17 : Réponse E (aucune réponse exacl'e)
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18. Pour tout polyndme?, on a, pour tout €] — 1,1, Pix)| < M ouM= sup |P(x)|.
\/1—7(2 \/1—7(2 x€[—1,1]
Or la fonction x — ] est intégrable suf—1,1] J1 L - [Arcsinx]] = |, donc, d'aprés les
V1—x? ’ —1V1T—x%2 -1 ' '

théorémes de comparaison pour I'intégrabilité de fonestipositives, il en est de méme de— |P(x)|w(x), et cela,
pour tout polyndmeP . Conclusion :

‘ Q18 : Réponse q

19. Des résultats et des calculs classiques concernant lesgmobs de Tchebychev :

e cognd) =Ze(d™®) =Ze((d%)") = Ze((cosB +isin®)™) = Ze <i (E)ik(sine)k(cose)”_k>
k=0

n

d'ou: cogne) = Y (E)ik(sine)k(cose)”_k -y (“)(—1)k(sin2 0)%(cos0)™ 2+

2k
k=0 k=0
k pair
(3] o
et finalement, cds10) = T, (cosd) avecT, (X) = Z (2k) (—1)*(1 =x%)kx"—2k_(c’est bien un polynéme!).
k=0

e Supposons gu'il existe deux polyndmes et S,, vérifiantVo € R, T,, (cosd) = cogn6) =S, (cosd). Alors, pour
tout x € [—1,1] on auraT,, (x) = S (x) soit (T, —Sn)(x) =0.
Le polyndmeT,, —S;, ayant une infinité de racines est le polyndme nul, dépe=S,,, ce qui prouve l'unicité.

‘ Q19 : Réponse q

20. Pour toutd € R, on a co§(n+2)0) +cogdnb) =2cog0)coq(n+1)0 (on utilise la formule de trigonométrie bien

connue co)+codqq) = Zcos(p;q) cos(p;q)).

Donc Ty 4 2(c0os8) + T (cos0) = 2¢os0T,, 4 1 (cos0) pour toutd réel, d’ou, pour touk € [—1,1],

Ta2(x) + Tn(x) =2xTn 41 (%)

Cette égalité entre fonctions polyndmes étant vraie poainfinité de valeurs, on en déduit I'égalité des polyndmes ,
S0it T2 (X) = 2XTr 11 (X) — T (X).

Conclusion :

‘ Q20 : Réponse q

21. To =1, Ty =X, etla formule de récurrence précédente dofine- 2X? — 1 puis T3 = 4X3 —3X.

La relation de récurrence précédente permet de démontikerfeent par récurrence sur la propriété :
T, estde degr&
5, . { son coefficient dominant egt ! sin > 1
sa parité est celle de
(on démontre les trois propriétés en méme temps dans urergeulrrence, il est maladroit de faire trois récurrences
séparées!).

‘ Q21 : Réponse E (aucune réponse exacl'e)

22. \oir ci-dessus.

‘ Q22 : Réponse q
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23. Soientn,p deux entiers naturels.

1
T () Tp (x)

Pour le calcul de(T,|T,) = _
STnlTp) L V12

difffomorphisme dé0, [ sur] —1,1[:

, on effectue le changement de variakle- cosd, qui réalise un¢’ -

(TalTp) = J: T (cos9) T, (cos0) do = J':: cogne)cogp0)do = %E [cogn+p)B+cogn—p)6]do

1T 1 T
|:n—+p Sln(n+p)9+ n—_pSIn(n—p)G] . =0.

Donc :
1

e sin#p: (TalTp) = 3

. ™ coq2nd)+1
o Sin=p: (ToTn) =|Tn|? :L %

(Th)nen est donc une famille orthogonale @X] (mais pas orthonormale). Puisque @gg) = n pour toutn,
on en déduit que c’est une baseRK].

do = ; pourn > 1 (et || To||* = ).

‘ Q23 : Réponse q

24. Rem :apres les polyndmes de Tchebychev, les polyndmes d’Hexmitt

(En) est évidemment une équation différentielle linéaire dwsdordre, homogéne, a coefficients non constants.
C’est laréponse B.

Le coefficient dey” étant non nul, 'ensemble de ses solutions forméRutrspace vectoriel de dimensidn donc la
réponse C est fausse.

Enfin, sif est solution ddEy), on af”(x) —2xf’(x) = 0 d’ou (équation différentielle linéaire du premier ordreféip
f'(x)=C- e’ , ou C est une constante réelle. Donc la réponse D est inexacte.

‘ Q24 : Réponse q

25. e S, estl'intersection de I'ensemble des fonctions dévelofgsatn série entiere au voisinageejui est un espace
vetoriel, et de I'ensemble des solutions @&, ), sui est un espace vectoriel de dimenskhrC’est donc bien un
sous-espace vectoriel de dimension finie.

e Soit f appartenant &,, , c’'est-a-diref est développables en série entiére au voisinage de
+o0
f(x) = Z ax | cette série entiére ayant un rayon de converg@nse
k=0

f est solution d€E,, ) si et seulement si, pour towte] — R, R[ :

“+o00 “+o00 +o0
Z k(k—1 )akxk_z —2x Z kax* 14+ 2n Z axk =0
k=2 k=1 k=0
soit
“+o00 +o0
> (k+2)(k+Dagsx*+2 ) (n—k)ax* =0
k=0 k=0
d'ou

2(n—Xk)
k42 =~ 57
* (k+1)(k+2)
Pourap =1 et a; =0, ces relations permettent de définir une série entiere domotera la sommey ; les
coefficients d’indices impairs de cette série sont nulsn ®st pair,fy sera un polynéme , car, polir=n, la
relation de récurrence donne, > =0, puis a4 = 0 etc...; sinon, on obtiendra une série entiere avec des
.a
2| = 0.
ax
De méme, pouiiy =0 et a; =1, on obtient une série entiére, notég, qui est un polynbme s est impair, et
une série entiére de rayon de convergence infini sinon.
Pour ag,a; quelconques, la série entiére obtenue ci-dessus sera galeca = ayfy + a;f1. C'est donc, dans
tous les cas, une série entiere de rayon de convergence(lafcondition de I'énoncé de la réponse A visait a
exclure les cas des solutioffig et f1, mais je ne vois pas pourguoi...). La réponse A est donc exatla réponse
B fausse.

Enfin, on vient de voir queertainessolutions vérifiaient une des conditions des réponses C 3, ce n'est pas
le cas de toutes!

ay pourtoutk € N*  etap,a; quelconques

coefficientsa,j tous non nuls, et de rayon de convergence infini puiskque
—+

o0
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‘ Q25: RéponseA'

26. On vient de répondre a cette question. Une des fonctionsn@tsaulementf, et f; est un polyndme (selon la
parité den). On ne peut pas trouver de base formée de deux fonctionaqolgs, sinon toutes les solutions seraient
polynomiales, ce qui n’est pas le cas.

‘ Q26 RéponseAI

27. o Hp(x)=1.
d

. —(e_"z) = —2xe* doncH; (x) = 2x.
dx
- 2y a—x2 2
J dxz(e ) = (=2+4x?)e ™ doncH;(x) =4x? —2.

e Montrons par récurrence sur la propriété :
P Hyp estun polyndme de degrg de la parité der et de coeff. dominart™
On vient de voir que cela est vrai poar=0,1,2. Si £2,, est vérifiée, alors

dn+] —XZ d n —XZ n / — X
T (€)= [ Ha )] = (<1 [HA 00 —2xHa ()] e

2

doncH;, 11 (x) = 2xHn (x) —HJ (x), ce qui permet de démontre?,, , .
Par conséquent :

‘ Q27 : Réponse E (aucune réponse exacl'e)

28. e Dans cette question, on considérera le produit scalaireicéfi R[X] par

+oo

PIQ) :J P(x)Q(x)e ™ dx

—0Q

L'énoncé n’est guére précis : il n'est pas dit que l'intetedl=]a,b[ estici R, et on ne demande pas de vérifier
que la fonctionx — e~ répond bien aux conditions d’intégrabilité requises...

. . . N . dk
e Un résultat utile pour la suite : $t est un polyndme , alors, pour tout entiee N,  lim P(x)—(e*"z) =0

x—+oo dxk

. d* R

(cela découle ded—k(e—"z) = (—1)ke—X2Hk(x) et Hx polyndme).
X
e On va utiliser ici la formule d’intégration par parties gésiésée :
pouru,v de class&™ , Juv(“) VAL R TLVIS e R (R L TA Ll REVIR )nJu(“)v

On aura donc, sP € R[X] :

—+o00 2
(PIH) :L P(x)Hy (x)e ™ d
oo dan 2
— 0| P e e
dn—] 2 “+o00

2 T 2
—(e"‘)—...+(—1)”_]P(“_”(x)e_x] +(—1)2“J P (x)e ™ dx

—00 —o0

=0 d’apres le résultat préliminaire

ce qui est la formule de la réponse C.
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e En appliquant cette formuleR= H,,, on obtient

+o0
(Hn)(x)e ™ dx = nlsz' e dx

—0o0

+oo an
<Hn‘Hn> = J_oo W
puisqueH;, est de degré. et a pour coefficient domina2f*.

Rem : En utilisant toujours la relation du C, on obtient facilerngue (H,|Hy,) =0 si n # m, c’est-a-dire que
la famille (H )nen €st orthogonale pour le produit scalaire considéré.

‘ Q28 : Réponses A,CI

29. e Onadéjavu que I'ensemble des solutiongBg) est un espace vectoriel de dimensihron peut donc d’emblée
éliminer les réponses C et D.

e Sif(x)= e x’ ,onaf’(x) =—2xf(x) et, en dérivant fois cette égalité par la formule de Leibniz, on obtient :

s

1) (x) = %(—ZXf(x)) = —2xf(M (x) = 2nf(™—1) (x)

dou +1 1
2 dn 2 2 dv 2 2 d™ 2
X W(e x ) = —2xe* W(e x )—Znex W(e x )
ce qui donne H,, . 1(x) = 2xHn (x) —2nH,,_1(x) (tous ces calculs étant valablesrsi> 1, ce qui n’est pas dit
dans I'énoncé)...
Or, on a montré, a la question 27, la relatioH; 1 (x) = 2xHy (x) —H/, (x) ; en comparant avec la relation que
I'on vient d’obtenir,ona H}, =2nH,, ;.
D'ou Hji(x) =2nH! _,(x) = 2n[2xHp_1(x) — Hn (x)] = 2xH], (x) —2nHn (x), ce qui montre queH, est
solution de(E,).
En conclusion :

‘ Q29: RéponseAI

b
30. Lhypothése supplémentairex> 0 et | w(x)dx # 0 implique qu’il existe une infinité de points da,b[ olw n’est

pas nulle, ce qui implique qugl.) est bien un produit scalaire si&{X] (cf question 16).

Le procédé d'orthonormalisation de Schmidt (par exemplx)net alors de construire une famille orthonormale
(Pn)nen @ partir de la base canoniq&™ ),y ; cette famille répond aux conditions de la réponse A (dontewles
autres réponses sont fausses).

‘ Q30: RéponseAI

|PARTIE V

. L, , 1
31. La fonction sin étant bornée, on a ligsin— =0, doncf(x) = o(x?).
x—0 X x—0

Elle admet donc bien un DL d'ordr2 en zéro, donc a fortiori un DL d’ordré&, ce qui implique qu’elle est dérivable
en0 (et f'(0) =0, car le coefficient du terme endans le DL est nul).

Cependant, I'implication : € admet un DL d’ordr& en0 = f deux fois dérivable e » est fausse. En effet :
f'(x) —1'(0)

Wx £ 0, f'(x) = 3x? sin% —xcos%, et f'(0) =0 donc = 3xsin% —cos% n'a pas de limite erD,

c’est-a-dire quef n’est pas deux fois dérivable én

‘ Q31 : Réponse q
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Tin(1=22 4o(x2 (22 ox2 .
32. f(x) = exIncosx _ g~ n( 7ol )> = ex< 7 Holx )> —e3to(x) =1 ; +0(x)
Ce DL d’'ordre1 en 0 montre quef est prolongeable par continuité énen posant(0) =1, et que la fonction ainsi

prolongée est dérivable én avecf’(0) = —3-

Ainsi, les réponses B et C sont fausses; il y a une « erreur igde dans la réponse A ; la réponse D est incompléte
(puisqu’il manque le prolongement deen 0), mais je pense qu’on peut la considérer comme exacte.

‘ Q32 : Réponse I:I

33. e M estfini, puisquef’ est continue sur le compakt,b] doncy est bornée.
e Laformule de Taylor avec reste intégrale appliqué a uneipivenF de f s’écrit :

b
(b—t)F’(t)dt = (b—a)f(a) +J (b—1t)f'(t)dt

a

b b
J f(t)dt = F(b)—F(a) = (b—a)F'(a) +J

a a

— Lorsquef(a) =0, on aura donc (on suppose< b) :

b b b b (b_a)z
J f(t)dt| = J (b—1t)f'(t)dt gJ (b—t)]f’(t)]dthJ (b—t)dt=M 5
a a a a
C’est la réponse B (I'hypothéséb) = 0 ne sert pas ici).
atb [ + (b—a)?
— On a aussi, en remplagahtpar : J f(t)dt] < MJ (b—t)dt=M 3 .
a a
b (b 2
Si on suppose en plugb) =0, on obtiendra de la méme fag fv . f(t)dt| <M , et, finalement
a+
2
b afb b ofb b (b—a)?
J f(t)dt| = J f(t)dt+J f(t)dt| < J f(t)dt|+ J f(t)dt| <M
a a aszib a %b 4
ce qui est la réponse D.
Les réponses A et C sont, elles, inexactes (il suffit de pesbekkemplef = 1). Conclusion :
‘QSB : Réponses B,E'
34. o Im M:1 donc In<]+ﬁ) ~ 1+\/§—1 _ WX d'ou lim f(x)=1.
x—)O*]—\/;( ]—\/7_( x_>o+1—\/7_( 1—\/7_( x—0F
Quandx — 0—, Arctany/—x ~ v/—x donc Iirg1 f(x)=1.
X—0™
Ainsi, f est continue e.
e Pourx>0:
In (tﬁ) —In(1+ V&) —In(1— VX)
X X% X X% 3
— o =S 2
\/>_<2+3 < x—3 3>+0(X)
x3 ;
:2\/§+2?+0(x7)
doll f(x) = 1+ ;—( +0(x) :il s'agitd’'un DL d’ordre 1, doncf est dérivable a droite e et f/; (0) = %
X—
e Pourx<0: R
)3 X2
Arctan(y =) = v - 2 ot = v - g
doncf(x) = 1+ X +o0(x) : f est dérivable a gauche énet f. (0) = l
x—0~ 3 9 3

Finalement,f est dérivable el et f'(0) = = . Les réponses B et C sont donc fausses.

Wl =
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e Le méme principe, mais avec des DL d’ordres supérieurs, mayte f admet un DL d’ordre2 en 0 (c'est le
méme a droite et & gauche), et que c’est bien celui qui figure ldaréponse D.

‘ Q34 : Réponse [1

35. L'équation du cercle est(x +2)% + (y—2)2 =8 ,s0it (y —2)% = —xZ —4x+4, dol x € [-2—2v/2,-242V/2] et
y=2+vV—x2—4x+4.
Poury<2,onay=2—+v—x%—4x+4.

‘ Q35 : Réponse q

36. Au voisinage du point O, ong < 2 d'ou (encore un DL!) :

2
y:Z—\/—x2—4x+4:2—2\/1—X—XI
1 x? 1 x2\2 X2\’ 3

2.3
X 3
—x+2+4+0(x)

. : h h? h3 _
en utilisant le DL bien connuy/T+h = 14— — —+ — 4 0(h3).eton a aussi
h—0 2 8 16

In(14x) x2 X3
1—x

3 2 3 3

X—= + 3 +0(x )> (1—|—x+x +x° 4+ 0(x ))
x> 5 3 3

—x—l—?-i-gx +0(x?)

don, au voisinage dée :
7 3
f(x)—y ==—=x"40(x

3
12 )

qui est du signe d%)@ donc du signe de.

Conclusion :

‘ Q36 : Réponse q

|PARTIE VI

37. e ¢, < dn estévident puisqu€,, C Dy, . Les réponses C et D sont donc fausses.
e Soit@:{0,1,...,2n} — Z telle quep(x+1) — @(x) = +1. En notant, pouk € [1,2n], ex = @(k)—@(k—1),

2n
onag, ==1ete(2n) =@(0)+ Z €t -
k=1
Calculerd;, revient a trouver le nombre d-uplets(eq,...,£2,) avecex = +1 et de somme nulle.

. . ; . ; , 2n
Pour cela il faut choisin dese, égaux a+1 (et, forcément, les autres seront égauxB). Il y a donc (n)

|
possibilités, soitd,, = m = @
n nin!

‘ Q37 : Réponse E'
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+o0
2n+1
38. g(x E dn.x™. Les d,, sont strictement positifs, et—] = 2@n+1) 4. Le rayon de convergence de
n+1 n—+oo

n=0
cette série entiere est donc éga}é
+oo

Puisquec,, < dn, un résultat du cours permet d'affirmer que le rayon de caerare de la sérieZ cnx' sera, a
n=0

priori, supérieur ou égal % .

Rem : en fait, on va voir ci-aprés que le rayon de convergence ataeg, mais la seule inégalité, < dn ne permet
pas de conclure, donc la réponse C est inexacte.

‘ Q38 : Réponse I:I

39. Sur lintervalle ouvert de convergence de la série entieue dgfinit f, on peut faire le produit de Cauchy :

“+oo n
= Z anx™",aveca, = Z CkCn_k-
k=0

+o0 +o0
Donc x[f Z anx™ Z an_1x™ et T+x[f(x Z bax™ avecby =1 et, pourn > 1,
n=1 n=0

n
bp=an_1= Z CkCn1—k =) Ck—1Cn_k =Cn.
k=0 k=1

. . . . . 1
Ainsi, 14+ x[f(x)]? = f(x). En résolvant 'équatiomY? —Y+1 =0 avecY > 0, on trouve qu'il fautx < 7 (doncle

L o1 o] 1—v1—-4
rayon de convergence de la série sera mfenezlr, &t par suite égal ﬁ)’ et quef(x) = TX .
Conclusion :
‘ Q39 : Réponses C,E'
‘ ps . L L 1—/1-4
40. Il ne reste plus qu’a faire le développement en série en:mereTX pour trouver les, ...

too n xn+1
On « sait » que, poqlx<1,ona:\/1+x_1+Z(—1)”<n>m.

n=0
1 & 2m 2xn

Donc, S V/T=ax=1-)
onc, pourfx| < 2 X no<“) S

zxn—H
n+1

, iy X" ot e, — 1 /2n
et enfinf(x Z o ) doten=—=(" ")
n=0

‘ Q40 : Réponse q

puis: 1—+/1—4x = Z <2n>
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