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CORRIGE ICNA Epreuve optionnelle 2011 I
PARTIE I

1. A.B. Le fait que F soit linéaire est immédiat (F(AP + Q) = AF(P) + F(Q)). C’est donc un endomorphisme de
R[X].
De plus, si P est un polynome de degré < n, il en est de méme de X*P” et de XP’, donc de F(P). Ainsi, F
laisse stable R,[X] et sa restriction F,, est un endomorphisme de R, [X].

C.D. Pour tout k € [0,n], F(X*) est de degré < k, donc sexprime comme combinaison linéaire de
1,X,...,X* 1l en résulte que la matrice de F, dans la base canonique (1,X,...,X") de R, [X] est triangulaire
supérieure.

Par contre, sa matrice dans la base (X",...,X,1) est, elle, triangulaire inférieure ! La réponse de la question C.
est donc ambigiie. On peut cependant la considérer comme inexacte, car Uhabitude est d’écrire la base canonique
sous la forme (1,X,...,X").

‘ Q1 : Réponse AI

2. Un calcul rapide donne F(1) = 0, F(X) = 2X+1 et pour tout entier k > 2, F(X*) = k(k+1)X*+kX* 1 —k(k—1)X 2.

On en déduit que O est valeur propre de F, : F, n’est donc pas injective, donc pas surjective non plus puisqu’il
s’agit d’'un endomorphisme de I'espace vectoriel R,[X] qui est de dimension finie n+ 1 (et non pas n comme
il est dit dans la réponse D).

Le calcul précédent montre également que I'image de F,, engendrée par les images des vecteurs de base, est
de dimension n, puisque les n polynémes F(X),...,F(X") étant de degrés distincts forment une famille libre.
Ainsi, rg(F,) =n.

‘ Q2 : Réponse E (pas de réponse exacte)

3. On vient de voir que les coefficients diagonaux de la matrice de F,, dans la base canonique (qui est triangulaire
supérieure) sont les entiers k(k + 1) pour k € [0,n]. Il en résulte que le polyndéme caractéristique de F, est
égal a

X, = det(F, —X1d) = [ (k(k+ 1) =X) = (1" [ (X = k(k+1)) =(-1)"' [ [ (x - k(k+1)).
k=0 k=0 k=0

11 en résulte également que F,, admet n + 1 valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable et chacun de
ses sous-espaces propres est bien de dimension 1.

On notera Uabsurdité de la réponse proposée en C : on ne peut pas parler d’endomorphisme symétrique tant que
Uon n’a pas défini une structure euclidienne !

Q3 : Réponses A,DI

4. AB. F, étant diagonalisable, il existe bien une base de R,[X] formée de vecteurs propres de F,,.

C.D. Si P, est un vecteur propre de F, associé a la valeur propre k(k + 1), on a F(P,) = k(k + 1)P,. Si P,
(qui n’est pas nul par définition d’un vecteur propre ) est de degré p et si a, est son coefficient dominant, le
terme dominant de F(P,) = (X*> — 1)P/ 4+ (2X+ 1)P; est [p(p — 1)+ 2pla,X? = p(p +1)a,X? donc I'égalité
F(P,) = k(k + 1)P;, conduit a p(p +1) = k(k+ 1) soit (p —k)(p+k+1)=0 donca p =k.

Ainsi, un vecteur propre associé a la valeur propre k(k + 1) est nécessairement de degré k ; mais un tel
vecteur propre n’est évidemment pas unique puisque, si P, est un vecteur propre , AP, en est un aussi pour
tout A € R. En conclusion :

‘ Q4 : Réponses B,C I
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5. Chaque sous-espace propre étant une droite vectorielle est engendré par un et un seul polynome J;, de degré
k et dont le coefficient dominant est égal a 1 : la famille de ’énoncé existe bien (et est unique) !

A. Réponse évidemment fausse, sans calcul, puisque deg(J;) =3 (le polyndme de I'énoncé est en fait J, !).
B. On cherche donc J; sous la forme J; = X® + aX? + bX + ¢ ; la relation F(J;) = 12J; conduit a :

(12X3 4 3X% — 6X) +a (6X2 +2X — 2) +b (2X+ 1) = 12(X® + aX? + bX +¢)
N——

F(x3) F(X?) F(X)

1 1 1
d’ot1 'on tire facilement : a= -, b=——etc=——.
2 2 8

La réponse B est donc inexacte (un signe differe).
D. Compte tenu du calcul précédent, la réponse D est fausse !

C. En supposant k > 3, on peut écrire J, = X* + @, X! + b Xk"2 + ¢, X2 + S, ol S, est un polynéme de
degré < k — 4. La relation F(J;) = k(k + 1)J; conduit alors a :

[k(k + 1)X* + kX571 — k(k — DX*2] 4+ ap [k(k — DX* + (k — 1)X52 — (k — 1)(k — 2)x%]
+ b [(k—1)(k—2)X2 4 (k—2)X 2 4+ .. ]+ [(k—2)(k—3)X3+...]+...
= k(k + DX+ @ X 4+ b XE72 4 x84 ...

ol les pointillés ... correspondent a des termes de degrés < k — 4. On en déduit, par identification des
coefficients des termes de mémes degrés :

1 b k—1 . k—2
a;, = — = —— e CL=——
k=5 Pk 2 k )
. T vk lkfl_k_l k—z_k_ k-3 _ . : N
Ainsi : J, =X+ 2X X 3 X2 4+ S avec degS; < k —4 (la démonstration est a adapter

dans le cas k = 2). Finalement :

Q5 : Réponse C

6. A. La réponse A est évidemment fausse lorsque l'intervalle I n’est pas un segment (il existe des fonctions
continues par morceaux et non intégrables!).

B. f et g étant continues par morceaux sur [—1,1] y sont bornées ; on a donc

1
V1+t

fg(t)vi—t

Vte]-1,1], Tt

< V2| llgll

La fonction t — étant continue par morceaux, positive et intégrable sur ] — 1,1] (fonction de

fOg(t)v1—t
ViFt ’

Cela prouve que lexpression (f )g) a bien un sens pour (f,g) € E2. Cependant, la majoration donnée
par I'énoncé est completement farfelue (elle ne fait méme pas intervenir f et g dans le membre droit de
I'inégalité) !

1
v1i+t

Riemann), il en est donc de méme de la fonction (continue par morceaux) t —

C.D. Il est facile de voir que l'application (f,g) — (f }g} est une forme bilinéaire symétrique.

2OVt : e :
AT dt est bien un réel positif ; si on suppose f continue

1
[ f
De plus, pour toute f €E, (f )f} = fl -
fAOVI-t

sur [—1,1], ’égalité = 0 implique (th. du cours) ———— = 0 pour tout t €] — 1,1] donc
[-1,1], légalité (f|f) plique ( ) — == p ] ]

f(t)=0 pour tout t €] —1,1[ donc f =0 sur [—1,1] par continuité. Mais, comme le dit bien I’énoncé,
on ne peut rien conclure de tel si 'on suppose seulement f continue par morceaux (prendre par exemple f
nulle partout saut en un point).

En conclusion :

‘ Q6 : Réponse D I
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7. P et Q désignent ici deux polynomes .
On peut déja remarquer que F(P) — P/ = (X? — 1)P” + 2XP’ est la dérivée du polynéme (X> — 1)P’.On a donc :

1
/ _ i 2 / 1-x
(F(PIQ) — (P'|Q) = L o [ = DP ()] Q) T dx

ce qui suggere une intégration par parties :
1 ' ! 1 ox) [1+
—X ) , , —X x x
- —-1)P - d
1—|—x:| ) Jl(x P (x) (Q (x) 1+x (Q1+x)2V1-x X

1 —
[(X—l) /X_’_lP/(X)Q(X),/l—X:Il_l—J (XZ_I)P’(X)Q’(X)“ 1+zdx
1

=0
1x—1P, 1—|—xc1
TSR S

(k)

(F(PIQ) — (P'|Q) {(x2 — 1P'(x)Q(x)

donc finalement :

! 1—x ! 3 1
(f®|Q) =J (1= )P (x)Q (x)y) L J (1= x)7(1+x) P/ ()Q (x) dx
-1 -1

Lexpression obtenue étant symétrique en P et Q, on aura donc : (F(P)|Q) = (F(Q)|P) (réponse B).

Ainsi, 'endomorphisme F,, est-il auto-adjoint pour le produit scalaire considéré ; il résulte alors du cours que
ses sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux, donc que la famille (J;)o<i<, €st orthogonale pour ce
produit scalaire.

Cela implique donc <Jp }Jq> =0 pour p # q, mais pas pour p =q : la réponse C est fausse.

De plus, cette famille est orthogonale, mais pas orthonormale, comme on le verra a la question suivante..., la
réponse D est donc fausse également.

‘ Q7 : Réponse B

8. J, est le polynéme unitaire associé a la valeur propre 0 de F, donc J, =1.

1
1-—x
On a ”JOHZ = (J0|J0) = f \/ T dx. En effectuant dans cette intégrale le changement de variable
x
-1

X = cost, qui réalise un %! -difféomorphisme de [0, ] sur [—1,1], on obtient :

2 T [1—cost | K ty toqt n
HJOH = —sintdt = tan (—) sintdt = 2sin (—) dt = (1-cost)dt=m
0 1+ cost 0 2 o 2 o

(puisque 1 — cost = Zsinzé, 1+ cost = 2c052§ et sint = 2sin ; cos;), de sorte que ||J0H = y/7®. En
conclusion :

‘ Q8 : Réponse E (pas de réponse exacte) I

1
9. A. Si, pour t €] —1,1[ on pose t = cos28 avec O = EArccost S ]O, % [, on a, par le méme calcul que

[1—1t 1—t 1
ci-dessus, {/ —— =tan6 donc Arctan{/ —— =6 = — Arccost.
1+t 1+t 2

1-t¢
Lapplication t — Arctan 4/ TT1 est donc bien un ¢* -difféomorphisme de ] —1,1[ sur }0, % [, puisque

la fonction Arccos réalise d’aprés le cours un ¥ -difféomophisme entre ] —1,1[ et ]0, «[.
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B.C.D. On effectue dans l'intégrale I,,, qui est convergente, le changement de variable ci-dessus, qui conduira
nécessairement a une intégrale encore convergente :

1 0 i n
[1—¢ 2 2
I,= f t" 1t dt = f (cos26)"tanO(—2sin20)d6 = ZJ (cos20)*(2sin?0)do = 2J (cos26)"(1—cos26)do
-1 % 0 0

soit encore I, = 2(K,, — K1)

Q9 : Réponses A,DI

10. Le calcul des intégrales K,, (qui ressemblent aux célebres intégrales de Wallis) est classique. On effectue une
intégration par parties, pour n = 2 :

K, —f (cos20)"d6 = J (cos20)" ! cos26 dO
. SN~
u() v'(6)
sin 20

in207%
:[(cosze)”l%} +2(n—1)J 5in 26 (cos 20)" 22— do
0

=0

=(n-— 1)JE(1 —0s220)(c0s20)"2d0 = (n — 1)(K,_, — K,)
0

ce qui conduit a la relation de récurrence :

T
On calcule alors Ky = 2 et K; = 0. D’'ott immédiatement Ky, ; =0 pour tout p €N et

2p—1 2p—12p—3 ep-12p-3)---1
Kyp=—F—Ky 2= on o\ 2p—4 T -0 T Ko
2p 2p 2p-2 (2p)(2p—2)---2
(2p)! n_ (2p) ™

- [(2p)(2p - 2)...2]2 PR 22Pp)12 )

ce qui est la réponse B.

On a ensuite, grace a la question 9 :
I, = Z(sz - K2p+1) =2Ky, et I = 2(K2p+l - K2p+2) =—2Ky, 42

donc aucune des réponses C ni D n’est exacte (il manque le signe - pour I,,,; dans la réponse D).

‘ Q10 : Réponse BI

11. A. est exacte, par définition du produit scalaire (elle est d’ailleurs vérifiée pour tous les entiers i et j, pas
seulement ceux compris entre O et n).

1
B.C. Sion reprend les résultats de la question 5, on a J; =X+ 5" Donc

] = () = XIX)+2<X';> + <%'%> :12+11+%r10

T T I
Les formules établies ci-dessus donnent I, = 3 I, = —3 et I, = m, donc HJle =3 : la réponse C est
exacte.

De plus, I, + ” OH donc la réponse B est fausse.

2 4
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1 1
D. On avait trouvé : J, = X? + =X — 2 dong, par bilinéarité du produit scalaire :

2
1 2
~X)+2(X
2

1 1 1 1 1
52l = (32]92) = (X2[x2) + 7 (X130 + = (111) + 2 <x2 _ Z> o <§X‘ _ Z>

=1+ 11 + 11 +1 I 11
Tl T gl T T 5T o
. . 2 T
On a, toujours avec les formules de la question 10 : I3 = —I, et I, = —I;, de sorte que HJ2|| = — et

16

JT
5[] = =%

‘ Q11 : Réponses A,C I

12. A. On peut écrire X" = J, +Q, avec degQ < n — 1. Q peut donc s’écrire comme combinaison linéaire de
Jo1,...,J1,Jo et, puisque (Jn|Jk> =0 pour k # n, on aura (Q)Jn> =0.
Par suite, (X"|J,) = (J,|Jn) + (Q[Jn) = (Jn|Jn) -

1
B.C. Onavu ala question 5 : J,; = X" + EX" +Q avec degQ<n-—1.

1 1
Donc <JH)X”+1> = (Jup1[Jn) ~5 (X"|9,) = (Ju|Q) = —5 (Ju|[Jn) - Aucune des deux réponses n'est exacte.
~——— \_,_/

=0 0

L n+1
D. Méme principe : on a vu : J,,, = X"t + EXHH - TX“ +Q avec degQ <n—1. Donc

1 n+1

— n+2 n+1 n

<Jn Jn+2> - <X |Jn> + E <X Jn> - 4 <Jn X > + <Jn Q>
=0 =0

1 n+1

= <Xn+2|Jn> T2 <‘Jn|Jn> T4 <‘Jn)‘]n>

n+2
id X217, = —— (Ju|Jn) -
ce qui donne < n> y (JalJn)

‘ Q12 : Réponses A,D

1 1
13. Puisque Jn+1:X”+1+EX”+... et Jn:X”+5X”’1+...,onaJn+1:XJH+Q ol degQ<n-—1.

Puisque (J,4, |Q> =0, on aura (en utilisant les résultats de la question précédente)

1 n
<Jn+1|Jn+1> = <XJn}Jn+1> = <Jn|XJn+1> = <Jn X2 EXHH - an + >

= (J[x"2) + ! (Ja[x 1) = Z (J.[x") +0

2
n+2 1 n 1
= JolJn) — = Juldn) — = (JalJn) = = (Jn|J
) = 7 ) = 5 @) = 2 )
. . Xn s Xo TC

La bonne relation de récurrence est donc : x,.; = 7 On en déduit, pour tout n, x, = n = o et

T
finalement : ||J,|| = én_

Q13 : Réponse C
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14. On a f2? — aldg — bldg + abldg = a®p + b%q — a(ap + bq) — b(ap + bp) + abldgy = —ab(p + q) + abld; = 0,
d’ou la relation (f — aldg) o (f — bldg) = 0, valable pour tous a et b réels.

Le polynéme (X — a)(X — b) est donc annulateur de f ; lorsque a # b, il est scindé a racines simples (ce qui
ne figure pas dans la réponse C) donc f est diagonalisable.

‘ Q14 : Réponse DI

15. AB. Sis=1Idg—r alors ros=ro(Idg—r)=r—r? et sor =(Idg —r)or=r —r?,donc ros =sor. Clestla
réponse A. Il n’y a cependant aucune raison pour que I'on ait r os = 0 ! (considérer par exemple r = 2Idg
et s = —Idg).

C.D. D’apres la question ci-dessus, on aici poq =qop donc f2 = (ap + bq)? = a®p? + b?q> + 2abpoq, et
égalité f2 = a’p + b%q implique

a*(p®> —p) + b*(¢* —q) +2abpoq=0
puis, compte tenu de p2 —p =p(p —Idg) = —poq et ¢> —q=qo(q—1Idg) = —q o p, on obtient
(—a®—b*+2ab)poq=0 soit (a—b)*poqg=0

C’est la réponse C, mais, si a = b, il n’y a aucune raison que poq soit nul (prendre par exemple a = b =1).

‘ Q15 : Réponses A,C I

16. A. Fantaisiste : prendre par exemple s = 2Id; et r =1Idg.
B. Fantaisiste : prendre par exemple r =0 et s quelconque.
C. Fantaisiste : prendre par exemple r =0 et s =1Idg.

D. Sia # b, la question précédente implique poq = 0. La réponse de la question D est donc automatiquement
fausse !

Cependant, il est vrai que p et g sont alors des projecteurs : en effet, on a la relation po(Idg—p) =peoq=0
soit p2 = p (idem pour q).

‘ Q16 : Réponse E (pas de réponse exacte) I

17. A. On a vu que (X —a)(X— b) est un polynéme annulateur de f, donc, d’apres le cours, le spectre de f est
inclus dans ’ensemble des racines de ce polynoéme , c’est-a-dire dans {a, b}. Il n’y a aucune raison a priori
pour qu'’il soit égal a {a, b}. Cependant, si I'un des nombres complexes a ou b n’était pas valeur propre de
f, f admettrait une seule valeur propre , par exemple a, et, étant diagonalisable, serait égal a ald.

On aurait alors f = ap + bq = aldg = a(p + q) d’ott bq = aq d’oti a = b puisque I'énoncé suppose q # O ;
ce cas est exclu, donc, en réalité, on a exactement Sp f = {a, b} et la réponse A est fausse.

B. Ona f =ap+bq donc f—ald; = (a—b)(p—Idg). Puisque a—b # 0, on a Ker(f —aldg) = Ker(p—Idg) = Imp,
d’aprés une propriété classique des projecteurs : la réponse B est donc inexacte.

C.D. On vient de voir que Imp = Ker(f — aldi) donc p est un projecteur sur Ker(f — aldg). La réponse C est
donc inexacte, et il en est de méme de la réponse D.

Rem : ces deux réponses eussent été exactes en échangeant les réles de a et b. Est-ce une erreur d’énoncé ?...

‘ Q17 : Réponse E (pas de réponse exacte) I

18. A.B.C. E étant de dimension finie, on a les équivalences :
f autorphisme < f injectif &< 0 n’est pas valeur propre de f

Puisque le spectre de f est exactement égal a {a, b}, cela équivaut a ab # 0 : réponse B.
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D. On pourrait faire ici une démonstration par récurrence, mais on peut aussi utiliser les matrices.
En effet, puisque a # b, f est diagonalisable, donc sa matrice dans une certaine base % est
diag(a,...,a,b,...,b) (avec un abus d’écriture, car il se peut que a ou b ne figure pas dans la liste).

On a vu que p = ——(f — bldg) donc la matrice de p dans % est diag(1,...,1,0,...,0) et de méme celle
b
a—

de q est diag(0,...,0,1,...,1).
Puisque la matrice de f™ dans % est diag(a™,...,a™, b™,...,b™), la relation f™ = a™p + b™q est alors
immédiate.

‘ Q18 : Réponses B,DI

19. C.D. Par définition, F est 'ensemble des combinaisons linéaires de p et g, c’est donc le sous-espace vectoriel
de #(E) engendré par {p,q}, et C’est en particulier un sous-espace vectoriel de dimension inférieure ou
égale a 2.
Les deux réponses C et D sont donc inexactes.
A. Puisque (F,+,.) est un sous-espace vectoriel de #(E), pour montrer qu’il s’agit d’'un sous-anneau, il ne
reste plus qu’a vérifier :
— Idg €F : cela est vrai en prenant x =y = 1.
— si f,g appartiennent a F, alors f o g appartient a F : cela est vrai comme le montre un calcul simple,
puisque, d’aprés 'hypothése faite a la question 17 et le résultat de la question 15, ona pog =0 et que
l'on a établi, 4 la question 16, que p et g sont des projecteurs (donc p> =p €F et ¢g> =q €F).

B. Cependant F n’est pas un corps : en effet, puisque p et q sont des projecteurs différents de Id; (par
hypothése faite dans I'énoncé), ils ne sont pas inversibles.

Q19 : Réponse AI

20. Un élément xp + yq de F est un projecteur si et seulement si (xp + yq)? = xp + yq ce qui équivaut, compte
tenude pog=qop=0etde p>=p, ¢>=q,a x*p+y?q=xp+yq.
Cela équivaut & x> = x et y?> =y lorsque (p,q) est libre. Montrons que cela est le cas : q étant non nul, dire
que la famille (p,q) est liée s'écrit : 3a. € C tq p = aq. On aurait alors p = p? = a?q® = a?q dott a = a?
c’est-a-dire a =0 ou a = 1. Ces deux cas sont exclus car p #0 et p+q = Id;.

Ainsi, la famille (p,q) est bien libre, et ce sera une base de F : les réponses C et D sont exactes.

‘ Q20 : Réponses C,D I

21. Comme il est dit dans les quatre réponses proposées, on cherche les solutions de 'équation g2 = f dans F,
donc on cherche g sous la forme g = xp + yq avec (x,y) € C2.
L'équation g2 = f s'écrit alors x?p + y?q = ap + bq. Pour que g soit solution, il faut et il suffit que x> = a et
que y2 = b, puisque la famille (p,q) est libre.

Puisque on travaille ici dans C, le signe de a et b importe peu et la réponse A est inexacte.

Le cas a = b = 0 étant exclu par '’énoncé (on a supposé a # b dés la question 17), il y aura deux solutions
dans C a au moins l'une de ces équations, donc au moins deux solutions a '’équation dans F (réponse B).

Il n’y en a pas forcément quatre : prendre 'exemple a =1 et b =0 avec p projecteur quelconque : la réponse
C est inexacte.

Enfin, si on suppose a et b non nuls, puisqu'’ils sont distincts, il y aura bien quatre solutions distinctes (x,y)
dans C?, ce qui donnera bien quatre solutions distinctes dans F puisque la famille (p,q) est libre.

Q21 : Réponses B,D

22. A.B. On vérifie facilement que U? = 3U . Donc U""2 = U?U" = 3U.U" = 3U""! (réponse A fausse) et par
récurrence U" = 3""'U pour tout entier naturel n non nul. Cette relation est inexacte pour n = 0 (car
U° = 1), donc la réponse B doit étre considérée comme fausse (2 moins qu’il ne s’agisse d’'une erreur
d’énoncé...)
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C.D. Ona A =1I;+U donc la formule du binéme donne
= (n
A" = Uk
2 ()
— (n — (n
=1 Uk =1 31U
3*;@ o (Z (k) )

k=1
—1+l E ") gk U—1+1 E Msk_1u
33 k ) k
k=1 k=0
1
:I3+§(4”—1)U

En conclusion, aucune des réponses C ni D n’est exacte (sans faire de calcul, il était facile de s’en rendre
compte immédiatement en faisant n=0oun=1").

Q22 : Réponse E (pas de réponse exacte)

23. On peut chercher une telle matrice B sous la forme B = al; + bU. Légalité B2 = A équivaut alors a
a’l; + (2ab+3b>)U=1,+U soit a’?=1et2ab+3b%=1
la famille (I3, U) étant libre.

1
Le choix de a = 1 donne alors 3b>+2b—1 =0 soit b = —1 ou b = 3’ ce qui donne B =13 — U ou

1
B=1I;+ gU. Le choix de a = —1 donne bien sfir les opposées de ces matrices.

Aucune des réponses proposées par I'’énoncé ne convient.

Q23 : Réponse E (pas de réponse exacte)

PARTIE III I

24. AB f, est évidemment continue et positive sur R, . Elle n’y est pas intégrable puisque lirf fa(t) =+o00.
n—-+oo

Cependant, l'affirmation de la réponse B : « Vt = 0, f,(t) = 1 » (qui, effectivement, implique la non-
intégrabilité de f,) n’est pas immédiate ! A 'aide d’une calculatrice il est facile de vérifier que cette propriété
est fausse dés que n = 3, donc 'argument de la réponse B est inexact.

C.D ¢, estla primitive de f, s'annulant en 0. On a donc ¢/ (t) = f,(t) > 0 pour tout t >0 ; @, est donc de
classe €, strictement croissante sur R, , & valeurs dans [y,(0), liT ¢, (t)[= R, et dont la dérivée ne
t——+00

s’annule pas : c’est bien un ¢ -difféomorphisme de R, sur R, .

‘ Q24 : Réponse DI

N(t
A+ +( ti)z pour tout t € R, donc f, est du signe de N. De

plus, N’(t) = nt"2(t — (n — 1)), on a donc facilement le tableau de variations suivant :

25. Avec les notations de I'énoncé, on a f,(t) = ef

t |0 1 n—1 n 400

1 +00
N(t) \Z—n e

1
\1—(n—1)”’1/

ce qui permet de justifier la réponse C par le théoreme des valeurs intermédiaires et d’en déduire le signe de
f/
-

La réponse D. est fausse : les sens de variations sont inversés !
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Q25 : Réponse C

1

n—a,

26. a, €]0,1[ et a, vérifie N(a,) =0 soit 1+ a” —na”~' =0 ou encore o ! =

n—1

1
n* ~ — :lesréponses A et B sont fausses.

n—+oo N

1
Donc — < ag’l < 1 ce qui implique o
n n—

1
L'équivalent obtenu ci-dessus peut aussi s’écrire : aﬁ‘l =—+4o(—| dou
n n

1 1 1 1
(n—1na,=In (— +o0 (—)) =In (—) +In(14+o0(1))=In (—) +0o(1)
n n n n

ce qui conduit a la réponse C.

La réponse D est inexacte : il faut rajouter la condition :« u,, et v, ne tendent pas vers 1 » pour pouvoir affirmer
que u, ~ v, = In(u,) ~ In(v,).

Q26 : Réponse C I

27. A.B. On a vu que l'on a le tableau de variations suivants pour f,, :

t |0 o, 1 n—1 Bn n +00
fn(t)o/ o ~. /+Oo
\ /

On a donc 0 < f,(B,) < max(f,(n— 1), f,(n)). Or f,(n) = e ~ (S)n — 0, et de méme

1 + nrl n n—+o00
f,(n—1) — 0.Onauradonc lim f,(B,)=0.
n—+o00 n—-+0o

Inn
C.D. D’apres la question précédente, In(a,) ~ — — donc lim In(a,) =0 et par suite lim a,=1.
n n—-+00 n—-+o0

Ap

Or fy(a,) =

n__ yn—1 n—1 : —
etar=ar " a, ~ o ~ — donconaura lim f,(a,)=e.
n n——+o0o

14+ a

n

‘ Q27 : Réponses A,D I

28. On a facilement :

e si te[0,1]
. et e .
lim = - si t=1
n—+oo 1 + " 2
0 si t>1

donc :

‘ Q28 : Réponse E (pas de réponse exacte)

29. La fonction g, limite simple de la suite (f,) existe : c’est celle obtenue ci-dessus.
et(tn _ tn+1)

(1+tM)(1+ ¢+
a1 (£) = fo(t) : le graphe de f,,; est en-dessus de celui de f, sur [0,1] (et au-dessous pour t > 1) : c’est la

réponse B.

Pour tout ¢t = 0 : f,,1(t) — f(t) =

donc est du signe de 1 — t. Ainsi, pour t € [0,1[,

Pour t € [0,1], la suite (f,(t)),>o est croissante comme le montre le calcul ci-dessus, on aura donc aussi :
VneN,Vt € [0,1], f,(t) < g(t), c’est-a-dire que le graphe de f, sera en-dessous de celui de g (et au-dessus
pour t > 1). C’est ce qui est indiqué dans la réponse C; néanmoins, celle-ci est inexacte car les deux graphes
se coupent en deux points : celui d’abscisse O et celui d’abscisse 1.
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Q29 : Réponse B

30. A.C. La suite de fonctions (f,,), continues sur I, convergeant simplement vers g discontinue, la convergence
ne peut pas étre uniforme.

B. Fantaisiste : les notions de convergences absolue et normale ne sont définies que pour les séries de fonctions.
D. Pour t € [0,a] avec0<a<letneNona
et eft”

0<g(t)—f,(t)=¢e' - = <ea"
g0 -fu = - —— =L

donc Hg — fn”ig’a] <ed" - 0. Cela signifie qu’il y a convergence uniforme sur le segment [0, a].
—>T00

n

Q30 : Réponses C,D

31. Puisqu’il n’y a pas convergence uniforme, on peut d’emblée affirmer que C est fausse.

Par contre on peut applique a la suite de fonctions (f,) le théoréme de convergence dominée, exactement
comme il est fort gentiment expliqué dans I'’énoncé ; ce théoréme permet d’écrire que

A

A
lim ,(A)= lim f fn(t)dtzj g(t)de
n—-+00 n—-+00 0 0

A 1
ce qui donne facilement le résultat de la réponse C (carsi A> 1, f g= J g, g(t) étant nul pour t > 1.)
0 0

Q31 : Réponses B,DI

32. Cf. question 24.D.

Q32 : Réponse A

33. On a simplement x, = ¢, 1, étant un ¥ -difféomorphisme de I sur I, strictement croissant, il en est de
méme de x,.

Q33 : Réponse B

34. Pour la raison indiquée ci-dessus :

Q34 : Réponse C

1 1

35. D’apres la formule sur la dérivée d’une fonction réciproque, on a x/, = — =— . Puisque ¢; = f,

QLo l  plox,

ona:

‘ Q35 : Réponse BI

36. A.B. En dérivant la relation : Va €1, x/(a) =
A.

C.D. Il en résulte que x, s'annule et change de signe aux points a tels que f.(x,(a)) en fait de méme,
c’est-a-dire lorsque x,(a) € {a,,B,}, soit a € {x;l(an),xrjl(ﬁn)}, et puisque x,' = ¢, on conclut :

on trouve immédiatement la formule de la réponse

_
falxp(0))”
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Q36 : Réponses A,C I

37. Rem : on supposera ici qu’il y a une erreur d’énoncé et qu'il faut lire (—1)**! et non (—1)"*! dans la définition
de la série...

On sépare les termes d’indices pairs et impairs dans la 1ére série :

n? ¥ 1 +o 1 1&2 1 &= 1
6 ; (2k)* ,; (2k+1? 4 ; 2 kZ (2k +1)2

“f: 1 3n?  n?
ce qui permet d’obtenir : s = =—.
£ (2k+1) 46 8

Puis on sépare, dans la série (convergente) donnée, les termes d’indices pair et impairs :

+00 k+1 2 2 2
(-1 1m [ [
P e 20 Mot B
o (2k) (2k +1) 4 6 8 12
‘ Q37 : Réponse BI
_1)k+lth
38. Soit x réel strictement positif fixé. Posons u; = X
1
Pour t € [0,1], la suite (u;) est alternée; on a |uk| < x donc khm u;, = 0; enfin, la suite (}uk}) est
—+00
(o . |uk+1) x
décroissante puisque =——t"<1.
)uk| k+1
La série de I'énoncé vérifie donc le critere spécial sur les séries alternées. En particulier, on a la majoration du

)[0,11

1
reste |Rk| < }uk+1| < 1 ce qui donne lim HRk} w = 0. La série est donc uniformément convergente
k—+00

sur [0,1], d’ou la réponse B (il n’y a pas de raison de se limiter a I'intervalle ouvert ]0,1[).
( x\k

La réponse C est également exacte : en effet, pour t € [0,1[, )uk) =% < (9K, et (t*)* est le terme

général d’'une série géométrique de raison t* < 1 donc convergente.

Enfin, il y a évidemment divergence grossiére pour t > 1 donc la réponse D est fausse.

Q38 : Réponses B,C I

39. On connait le développement en série entiére :

k

+00
Vzel-1,1[, In(1+2) = Z(—nk—l%
k=1

et on sait aussi que cette formule reste vraie pour z = 1.
On peut donc écrire pour tout t € [0,1]

kx

+00 t
In(1+ t¥) = Z(—1)’<+17
k=1

Puisqu’il y a convergence uniforme de la série précédente sur [0,1] donc sur [a, 1], on peut l'intégrer terme
a terme, ce qui donne

+0o (_1)k+1

— x ( 1)k+1 kx — kx+1
U(X)—Xf ln(1+t )dt—xz f dt—X;m[l—a :|

a

Ce résultat correspond a la réponse A.

La réponse C est également exacte : la justification est trés clairement donnée par I'énoncé !
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‘ Q39 : Réponses A,C

x
40. AB. On a, pour tout k € N* : lim ———— = — et lim o*' = 0 puisque a €]0,1[, donc
P x=+o0 k(kx + 1) k2 x—+00 puisq ] [
(_1)k+1
MAm i) = =5
Puisque la série de fonctions ka(x) converge uniformément sur [1,4o00[, on peut utiliser le théoréme

k>1
d’interversion des limites :
+00 +00 (_1)k+1 7‘[2
lim u(x)= Z lim v (x)= Z — =
x—+00 —~ x—+00 p k 12

C.D. Nous allons démontrer que la réponse C est exacte.
Cependant, je n’ai pas réussi a voir le lien entre cette question et les précédentes... Peut-étre n’y en a t-il aucun...
Si quelqu’un a une idée, je suis preneur !

X"(O.) t 1 et 1
Soit o > e — 1. Par définition, dt = a. Or dt < e'dt = e—1 donc
0 14t" o 1+1t" o

X"(O.) t
J 1T dt > a—(e—1)> 0. Il en résulte en particulier x,(a) > 1.
1

xp(a) t x, () _ 1-n x,(a)
f ¢ i< ex”(“)f de @ 1—x,(a) L
1 1

On a alors :

14" t" n—1 n—1

d’ott (% > (n—1)(a—(e—1)) puis x,(a) > In(n—1)+In(a—(e—1)), ce qui implique lirJP x,(a) =+o00.

‘ Q40 : Réponses B,C I
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