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CORRIGE ICNA Epreuve optionnelle 2008 I

1. La fonction f est continue sur R\ {0}, donc intégrable sur tout intervalle [a, b] ne contenant pas 0.

Conformément au programme, cela n’a pas de sens d’étudier son intégrabilité sur un intervalle de la forme ]x, +00[
lorsque x < 0. La réponse C est fausse ; de toute facon, la justification donnée dans cette réponse est fausse
également.

Au voisinage de 0, f(t) ~ et, puisque la fonction t — prve) (n € N) n’est pas intégrable au voisinage

gn+l’
de 0, f non plus. La réponse B est inexacte.

1
Au voisinage de +00, . ligrn t2f(t)=0 donc f(t)=o (E) donc f est intégrable au voisinage de +00. Elle

sera donc intégrable sur tout intervalle [x,+oo[ avec x > 0, mais la justification donnée dans la réponse D est
inexacte (I'’équivalent proposé est fantaisiste). La réponse A est également fausse : f étant a valeurs positives,
il y a équivalence entre la convergence de l'intégrale et I'intégrabilité (= absolue convergence).

‘ Q1 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

2. La fonction f étant continue et a valeurs strictement positives sur R’ , on aura I,(x) > 0 pour tout x > 0. La
réponse C est fausse.

t

Pour tout entier n € N, pour t = x, et, puisque la fonction t — e™" est intégrable sur R, , on

— <
tn+l = xnt+l
peut écrire :

1 +00 1 1
L(x) < e tdt= e < car x >0
xn+1 . xn+1 xn+1

. . e’ . o .
(on a démontré au passage I,(x) < - = f(x), mais cette inégalité n’est vraie que pour x > 0 donc la

n+l
réponse A est fausse).

1
Si x = 1, I'inégalité précédente implique I,(x) < —. Conclusion :
e

‘ Q2 : Réponses B,D

3. A. Réponse fausse, puisque f n’est pas intégrable au voisinage de 0.

B. La relation de I'énoncé est exacte (il s’agit de la relation de Chasles), et elle est valable en fait pour tout
x > 0. La réponse est donc fausse.

X
C.D. Lafonction x — f f(t)dt estune primitive de f puisque f est continue, donc la relation de la réponse
1

B implique que I, est de classe €' sur R* (et NON sur R !, réponse C fausse) et a pour dérivée —f (x).

‘ Q3 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

4. e Onva d’abord établir une relation de récurrence entre les I,,. En intégrant par parties, pour n € N :

—X

—(n+ 1L, (x)

+00 +oo e
I,(x)= J. ettt dr = [—e‘ft‘(”“)]:m —(n+ 1)J. ettt = —
X
X X
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e ™ e ™ e ™ e X e
e On en tire : [j(x) = — —I;(x) puis [j(x) = — — [— —212(x)] = — — — +2I,(x) puis
X X x2 X x2
—X e—X e—X e—X e—X —X
Ih(x)= — — — +2[— —313(x)] = +2— —2-3-14(x) puis
x x2 x x2
*X

e*X *X *X *X e*X *X *X
Io(x) = 7——+2——2 3[——414(x)] T——+2F—2-3F+2~3~4~I4(x)

x2 x2
etc... et une récurrence immédiate donne
1 1 2! 1
e Iy(x) = [— e S (- (” ) ] +(=1)"n'e*I,(x)
x x2 x3

ce qui donne (pour n =1, et f,(x) =0 par définition) :

(1) (k—1)!
xk

)=

k=1

tous ces calculs étant évidemment valables pour tout réel x > 0. Autrement dit, la formule de la réponse A
est exacte, mais la condition « x réel positif ou nul » est inexacte, et les formules données dans les réponses
B et C sont inexactes (k au lieu de k—1, k+ 1 aulieu de k...).
e ™ .
e PourneNetx>0onal,(x)= T (n+DI,1(x) = f(x)—(n+ 1)I,(x), en reprenant la notation
x
désastreuse de '’énoncé (qui note f une fonction qui dépend de n, donc dans la relation précédente il faut
comprendre que f n’est pas toujours la méme !'!). Cela donne la réponse D, qui est en fait vraie pour tout
x >0 et pas seulement x = 1.

Finalement :

‘ Q4 : Réponse D

5. Erreur d’énoncé : on supposera bien siir qu’il s’agit de la fonction p et non v ...

n
D’apres la question précédente, ona p(x) = Z a—';+rn(x) avec a; = (—1)* 1 (k—1)! et r,,(x) = (—1)"nle*I,(x).
x
k=1

e n! £, (x)
n 3

On avu ala question 2 que : Vx >0, 0 <I,(x) < 1 donc |r,(x)| < 1’ donc en notant r,(x) =
xn

n!
on a |g,(x)| < — et par suite lim g,(x)=0
X x—+00

On a donc bien obtenu un DL de y au voisinage de +00 a tout ordre n. En lisant bien I'énoncé, on voit que
la seule réponse exacte est la réponse C, les réponses B et D comportant des « petites » erreurs...

‘ Q5 : Réponse C

% (_1)n—1n! Uptq
6. On a vu que, pour n € N*, u, = B et uy = 0. On peut donc calculer, pour x > 0, le rapport ——
n
un+1 n+1 .
pour n =1 (et non pour tout n entier naturel, la réponse C est donc fausse). On a : =———, qui tend
u, x
. . u
vers —oo quand n — +0oo (donc la réponse D est fausse), et 1191 = b0,
n—+0oo un
D’apres les regles de comparaison d’une suite a une suite géométrique (d’Alembert), on en déduit que
hm lu,| = +00. La suite (u,) ne convergeant pas vers 0, la série de terme général u, diverge grossiére-

n—+

ment

Cependant, on ne peut pas retenir la réponse C, car il est écrit : « la série > u, diverge car la série > |u,|
diverge », et cette implication est inexacte (considérer par exemple la série harmonique alternée). Conclusion :

‘ Q6 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

7. A. Réponse fausse d’emblée, puisque, pour p =0, fy(x) =0 et ¢(x) =e*Iy(x) est positive.

B. Par définition : ¢(x) = f,(x)+(—1)"nle I, (x). donc p(x)—fo,(x) = (2p)'e*1,,(x) est strictement positif,
et, de méme, @(x)— frq11(x) <O.
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C.D Pourtout x>0 et p=2

k—1¢1. 2p—2 k=17
fap(x) = fap z(x)—z( 1) (k ! Z( 1) (k 1!

(2p—1)! (2p— 2)' (2p 2)
==t = (x—(2p—1))
d (2p—2)!
onc, pour x =10 et p=>2: f,,(10)—f5, ,(10) = 0% (11—2p), ce qui donne la réponse D, puisque

f2p(10) — fo,_»(10) est positif pour 2 < p <5 et négatif pour p > 6.

Mais attention! Le calcul ci-dessus n’est a priori plus valable pour p = 1 (car I'expression donnant
n

fn = Z n’est valable que pour n = 1), il faut donc faire le calcul séparément pour p = 1 :
k=1 .
fo(x)—folx)=———= —0 d’ou f,(10) — f,(10) = — — Too = % et 'égalité demeure valable !

‘ Q7 : Réponses B,D

8. Rem : Il semble, a la lecture de la suite de '’énoncé, qu’il y a encore une faute de frappe dans I'énoncé ! I faut
+00 —t

s 1z e s €
considérer l'intégrale m!(t—x)"
o tm+l

dt (m alaplace de n)!

+oo _t

o s L. € A ST .
A. Pour x = 0, I'intégrale s’écrit J. m!T dt. Par le méme argument que celui utilisé a la question 1, la

0
—t

. e o - . . . 1
fonction t — — estintégrable au voisinage de +00 ; mais au voisinage de 0, elle est équivalente a — donc

n’est pas intégrable . Si x < 0, ce genre d’intégrale avec un probléme « au milieu » n’est plus franchement au

+oo
programme ; il faut considérer séparément J et f , qui sont toutes deux divergentes. En conclusion,
l'intégrale proposée diverge si x < 0, et la réponse A est exacte.
B. Réponse fausse, d’aprés ce qui précede.

C. La «justification » donnée dans cette réponse est fantaisiste !

—t
. . e
D. Si x > 0, la fonction t — m!(t —x)™
tm+l

est bien continue sur RY. Pour t supérieur a x, on aura
—t e—ttm e—t
S(t—x)"<t™,doncsideplus t =1 onaura 0 < (t —x)™ — < gre = e <e
majoration de I'énoncé et ce qui implique que l'intégrale est absolument convergente. En résumé :

t

ce qui est la

Q8 : Réponses A,D I

9. On développe (t —x)™ par la formule du binéme :

m

(= =3 (Mo r oy

p=0

ce qui donne

Jn(x) = m! fm (i (’;1)(—1)1’;(1’%) etdt=m! ;(—I)Pxp(r;)lp(x)

p=0
ce qui est la formule de la réponse B, mais, bien sfir, cela n’a de sens que pour x strictement positif. La réponse
2
(m!)

B est donc fausse ; cependant la réponse C est exacte, puisque m!(m) =—
p/ (m—p)ip!

‘ Q9 : Réponse C I
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—X

N . ‘- S € .
10. On a vu a la question 3 que I, est dérivable sur R?, et a pour dérivée x — — Les fonctions I, sont donc
x

p+1 "
de classe € sur R, et il en est donc de méme de J,, d’apres I'expression trouvée ci-dessus.
—X

e
Pour tout x > 0, Jo(x) =Iy(x) donc Jj(x) = ——. C’est la relation de la réponse D, mais la fin de la réponse
x

D est fausse (J, n’est pas définie en 0 !). En conclusion :

‘ Q10 : Réponse BI

—X

on trouve :

m
11. A partir de I'égalité J,,(x) = m! Z(—l)"x" (m)lp(x) et de la relation I;(x) =— epH s
P x

p=0

J; (x) = m! pz::)(_l)p C)l) [pxpillp(x) -t j;cl ]

ce qui est la formule de la réponse A.

De plus :

—X

i(—l)"(’;)% —a-1 =0

p=0

puisque I'énoncé suppose m = 1, donc

J(x)=m! 3 12" )pxP 1, (x)
% (p) P

: \ A m m .
et compte tenu de la relation (a connaitre !) p( ) = m( 1 ), on obtient :
p p

m m—1
3 (x) = m!mZ(l)p(T;:ll)xp_llp(x) = —m!m pzo(—np(mp_ 1)xplp+1(x)

=—m!mme(—l)P(m_l)xpjJroo e’ dt

D . tp+2

=_m!mf+°° (me(m_l)(—X)Ptm—l—p) e dt
0 p tm+l

p=0

+00o _t
e
:—m!mj (t—x)"1——dt¢
0

tm+l

‘ Q11 : Réponses A,CI

12. Erreur d’énoncé : on supposera bien siir qu’il s’agit de « m supérieur ou égal a 1 » et non « inférieur » !

A. Réponse fausse d’emblée car J,,(x) n’est pas définie si x = 0.
B. C. Enécrivant (t—x)™ = (t—x)" ' (t—x) = (t—x)"'t—x(t —x)™! on obtient, pour m € N* et x > 0 :

—t

dt

tm+1

) ot +00 ot
=m! (t—x)"1—dt—x (t—x)™ 1 dt
0 tm 0 tm+1

+00 eff x +00 eft
=m.(m—1)!J. (f—X)ml—dt——.m.m!f (t—x)"'——dt
0 m 0

J(x) = m!f (t—x)"
0

tm tm+l
X s . . s
=mJ,,_1(x)+ —=J (x) (en utilisant la réponse de la question C. précédente)
m

ce qui est la réponse B.
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D. SIla relation de I'énoncé était vérifiée, on aurait d’apres le calcul précédent J; (x) =0'!

‘ Q12 : Réponse B

13. B. Réponse fausse d’emblée car J,,(x) n’est pas définie si x = 0.

A. C.D. Ensupposant m = 2 (indispensable pour les calculs qui suivent) et x > 0 on a, avec une intégration
par parties (que je fais directement sur I'intervalle non compact [x,+oo[ ...)

+00 —t +00
1
J}'ﬂ(x)z—m!mf (t—x)’”*lte—dt =—m!mJ. (t—x)" et
~—
0 0

m+1 tm+1
=u(t) M
=v/(t)

mtm mtm

= —mim [—(r—x)mle—t}+°°+ f B (G G et (ot O i S

=0
+0oo m—2 —t oo m—1 —t
t— t—
—omim-1) | CE e g | e,
X e X e
(t_x)mfzeft

tm

+00 (t— x)mfleft

tm

—m(m—l)!(m—l)j dt

=mJ; _(x)+mJ,_,(x).

dt +m(m—1)!J.

X

Onadonc a, =m et p,, =—m.
Conclusion :

‘ Q13 : Réponse E (aucune réponse exacte)

14. On mélange ici les résultats des deux questions précédentes. En supposant m =1 et x >0 :

1
J =
m+1(x) m+1

=x (J:n(x) + Jm(x)) +(m+1)J,,(x) dapres le calcul (juste) fait en 13.
=mJ,(x)—m?J,_;(x)+(m+1+x)J,(x) daprés 12.B.
=(2m+1+x)J,(x)—m2J,,_;(x).

[xJ/ () +(m+1)2,,,(x)] daprés 12.B. a Tordre m + 1

Conclusion :

‘ Q14 : Réponse C I

15. A.D. Réponses fausses d’emblée car J,(x) n’est pas définie si x = 0 (mais I'équation différentielle est la
bonne comme on va le voir).
—X

1 1
C. Pour x>0 Jy(x) = ~& " done Jy(x)=e"* (— + —2) et la réponse C est fausse.
x x x
B. Pour m=>1 et x > 0 la question 12.B donne xJ; (x) = m[J,(x)—mJ,_;(x)] donc en dérivant
— — 2 _
xJ/ )+ () =m[I ()—mJ ()] = m,(x) = ml,(x)—xJ (x)
question 13 question 12.B

soit 'équation différentielle :
xJ7 () + (x +1)J (x) —mJ,(x) =0.

qui n’est pas celle de la réponse B. Donc :

‘ Q15 : Réponse E (aucune réponse exacte) I
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16. En supposant R; > 0, on a pour x € ]-R;,R,[ :

+00 +00 +00
y1(x) = Z a,x" , y(x)= Z na,x""' , yl(x)= Z n(n—1)a,x" 2
n=0 n=1 n=2
donc
+00 +00 +00o +00
xy! () + (x + A2 +2)y; (x) — A%y, (x) = Z n(n—1)a,x" 1 + Z na,x"+(A\%+2) Z na,x" 1t —a2 Z a,x"
n=1 n=0
n=1 n=0

—Z n(n—1)+n(k2+2) x" 1+Z:(n—7x2)ax
= Z n(n+A%+ Da,x" " + Z(n —A%a,x"
n=1 n=0

+00 +00
= Z(n + 1)+ A%+ 2)a, X"+ Z(n —AHa,x"
n=0 n=0

donc par unicité du DSE, y; est solution de 'équation différentielle proposée si et seulement si pour tout n € N
A2—n
(n+D)(n+ A2 +2)
Enfin, si il existe un entier n, tel que A = +,/7, alors a, ,; = 0, puis a, = 0 pour n > n, + 1 : I'équation

admet dans ce cas une solution polynomiale, et R; = +00.

Sinon, en supposant que a, # 0 c’est-a-dire que y; n’est pas la solution nulle, on peut former le quotient
Ay X" }7\2—“} || . @™
= . Puisque lim
a,xn (n+D(n+2+2A2) n—>+oo | g, X"

regle de d’Alembert, donc R; = +00.

ona: d,; = . C’est la réponse B (et la réponse C est fausse).

= 0, la série converge pour tout x d’apres la

Dans les deux cas, R; = +00 et on a trouvé une solution de I'équation différentielle définie sur R, donc la
réponse A est fausse.

Q16 : Réponses B,D

17. C’est une question de cours (les exemples et contre exemples sont classiques).

‘ Q17 : Réponse E (aucune réponse exacte)

18. En supposant R, > 0, on a pour x € ]—R,,R,[ :

+00 R I
Y2() =D bx , yj(x) =D nbyx™ , y(x)= Y n(n—1)b,x"2
n=0 n=1 n=2
donc
+00 Too
xyz(x)+(x+1)y1(x) myz(x)—Zn(n—l)b x™ 1+Z:nb x +an x™ —manx”
n=1 n=0
n=1 n=0

+00 +00
= Z n?b,x" 1t + Z(n —m)b,x"
n=1 n=0
+00 too
= Z(n +1)%bp X"+ Z(n —m)b,x"
n=0 n=0

donc par unicité du DSE ¥, est solution de 'équation différentielle proposée si et seulement si pour tout n € N
m—

(n+ 1)2
Pour des raisons semblables a celles exposées dans la question 16, on trouve R, = +00 (donc la réponse A est
fausse), mais il faut considérer la réponse D comme inexacte car il est possible que b, s’annule (par exemple

si by =0 ou si m est entier!), donc le quotient l’;—“ n’est alors pas défini.

n

ona: b,.; =——=b, . Les réponses B et C sont donc inexactes.
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Q18 : Réponse E (aucune réponse exacte)

19. D’apres les calculs ci-dessus, y, est polynomiale si et seulement si c’est la solution nulle ou si il existe n € N
tel que m—n =0 cest-a-dire si m € N (car alors b,,,; =0 puis b, =0 pour n = m+1).

Donc, en lisant attentivement les réponses proposées :

Q19 : Réponse A

20. A.B. On reprend les calculs précédents en choisissant b, = a,,,, =1 et en renommant les b, en a La

relation de récurrence s’écrit ainsi

m,p *

(p+1)°
Vpelo,m—1], o) = m——pam,pﬂ
donc , ) i 2
+1 +2 !
Vpelom—1], oy, = T ¥2"  om o m)
Tom—p m—(p+1) 1 " (p(m—p)

Cette égalité reste vraie pour p = m donc la réponse A est exacte, et la réponse B fausse.

C.D. Si m = 0 léquation différentielle s'écrit xy” + (x + 1)y’ = 0. Toutes les fonctions constantes sont
solutions, donc on posera go(x) =1.

‘ Q20 : Réponses A, DI

21. Légalité demandée équivaut a : Vx > 0, h,(x) = (gn(x)(x)—J,(x))e*, dou l'existence et I'unicité de
la fonction h,,. Donc les réponses A et B sont fausses, et il ne «reste plus » qu’a vérifier que h,, est bien
polynomiale. Pour cela, il fallait mélanger habilement les résultats des questions précédentes, ce qui me semble
assez délicat dans le temps imparti...

m
D’apres la question 9 : J,,(x) = m! Z(—l)l’ xP (’;)Ip(x) puis en remplacant les I, par les expressions trouvées
p=0
a la question 4 soit
(=1 e (1 (=1 -
Vp =1, 1,00) = — (900) — f(x)) € = - To(x) = = f, (x)e
b: pb: b:
avec : ,
(=1 (k—1)!
foX)=0 et Vp>1, f(x)= ="
k=1 X
on obtient :
uL —1)? —1)?
) =m0+ D 17 [ S0 - SR f e
= p/L p! p!
ixp(’") (0 Xixp(m)f( )
=m! — Ip(x)—e™ — b'e
Sipt\p) | Spt\p)?
. (m!)? ml(m\ .o
Puisque o, , = ————— = — , I'égalité précédente s’écrit finalement
(p1)?*(m—p)t  p!\p

m m
In(3) =To(0) D o p X =€ >y, X £, ()
p=0 p=0

—_——
=gm(x) =h,(x)

m p

Ainsi h,,(x) = Z &y pXP f,(x) ; puisque pour 1 <p <m, xPf,(x) = Z(—l)k_l(k— 1)1xP7* est un polynéme
p=0 k=1

en x de degré p—1, h,,(x) est une fonction polynomiale de degré < m—1. On en conclut :
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Q21 : Réponse D

22. La encore, cette question exige des calculs assez délicats a faire dans le temps imparti...

A.B. On poursuit les calculs précédents : pour m e N* et x >0 :

h (x)—Zampx fp(x)—Zamp [£,(0) = Fn2) + fn ()]

m—1
= D X [ () = funlx +fm(x)2 U p X = D e X2 [, (1) = (] + Fin ()81 ()
p=0 p=0 p=0

La réponse B est donc inexacte (signe incorrect).

On a vu dans la question précédente que, pour 1 < p <m, x?f,(x) est une fonction polynomiale de degré
p—1; f,(x) étant une fonction polynomiale de degré m, il en résulte que x™f,,(x)g,,(x) est une fonction
polynomiale de degré 2m — 1, donc que f,,(x)g,,(x) est une fraction rationnelle de degré m.

Puisque f,,(x)gn,(x) = h, Zamp fp(x) fm(x] et que h,, est un polynome de degré m, h,,
sera bien la partie entiére de la fraction rationnelle f, g, si et seulement si la fonction rationnelle

x — Z Oy pX fp ()= fm (x] est de degré strictement négatif. Or pour 0<p<m-—1,

(1) (k—1)!

xk

Fn)—f, () = Z
k=p+1
est de degré —1, ce qui établit le résultat cherché.

Finalement, la réponse A est exacte.

est une fraction rationnelle de degré —(p+1) donc x? [ fn()— £ (x)]

C.D. La fonction polynomiale g,,.;(x)—(x +2m+ 1)g,,(x) est de degré < m+ 1. Son terme constant est
égal a

Upi10—(2Cm+1a,o=m+1)!—=2m+1)m!=—m-m! = —m?*(m—1)! = —mzam,l’o R

m+1

le coefficient de x est égal a O car les deux polynémes g,,,; et g, sont normalisés (ou unitaires) ;

et pour 1 < p < m, le coefficient de x? est égal a

(m+1)1? (m!)? (m1)?
Upg1,p — O p1 — (2m+ Do,y , = (p2(m+1—p) (p—1)2(m—p+ 1) —(2m+ 1)m

_ (m!)? (m+1)? P
~ (pH2(m—p)! (m_p+ 1 m—p+1 —(2m+ 1))
__ (my ((m+1)2—p2—(2m+1)(m—p+1))
~ (p)2(m—p)! m—p+1
_ (my? ((m+1—p)(m+1+p)—(2m+1)(m—p+1))
~ (pH2(m—p)! p—

(m!)? (m1y?

0 Sip:m
= (m‘)z _ 9 (m_1)|2 B ) .
ToRm—p—1 " pD2(m—p—1r ™ Op_1, Sinon

Finalement, I'égalité des coefficients ci-dessus démontre la relation

gm+l(x) - (X +2m+ 1)gm(x) = _ngm—l(x)

donc les réponses C et D sont toutes deux fausses.

N.B. Cependant, la relation trouvée ci-dessus combinée avec la relation de récurrence

Jps1(x) = (2m+ 1+ x)J,,(x) —m2J,,_;(x) trouvée a la question 14.C permet d’obtenir, puisque

R, (%) = (g, (301 (x) = J,,(x)) ¥, la relation h,, 1 (x) = (x +2m+ 1)h,,(x) —m?>h,,_;(x), qui est celle citée
dans le début de la réponse C ...
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‘ Q22 : Réponse A

1
23. hy(x) = 0, puis hy(x) = a;xfi(x) = x= = 1 puis la relation de récurrence trouvée ci-dessus donne
’ X
hy(x) = (x +3)h;(x) —ho(x) = x + 3 puis hs(x) = (x + 5)h,(x) —4h;(x) = x% +8x + 11.

Il semble donc que la bonne réponse soit la réponse B. Mais il y a un probléme : si on lit I'énoncé de la question
21, la fonction h,, n’est définie a priori que sur R’ (méme si la suite de 'énoncé parle de la fonction polynome
h,, qui serait donc définie sur R...) Jaurais donc tendance a penser (compte tenu aussi de la formulation de
la réponse C) que la réponse B est inexacte, compte tenu de la phrase « pour tout x réel ».

Q23 : Réponse E (aucune réponse exacte) ou réponse B (?) I

24. A. Faux car 'expression proposée n’est pas définie pour t = 0.

w

Faux car I'inégalité proposée n’a rien a voir avec « t supérieur a x ».

C. On reprend ici les inégalités vues a la question 8.
—t —tem —t —t
et € € > s o .
=0 < — d’olt en intégrant (toutes les intégrales écrites
x

e
Pour t >x>0ona0<(t—x)" < —
tm+l tm+1

sont convergentes) .

+o00 —t too 4 —x

e e e

0<J,(x)=m! (t—x)" dt < m! —dt=m!—
. tm+l . x x

et la réponse C est donc correcte.

2
, » . (m!) . .
D. Dans l'expression g, (x) = > am,mx? valable pour m€ N* ona a,, , = strictement positif

= (p1)?(m—p)!
et a,,; = m.m! donc g,,(x) >m.m!x pour x >0 (et cela reste vrai pour m = 0 puisque go(x) = 1).

‘ Q24 : Réponses C,D

25. A. B. Compte tenu des inégalités démontrées a la question précédente on a pour x > 0

o<e < () () =
Jm(x)
8m(x)

Ainsi pour tout x > 0 (donc a fortiori pour x = 1!) la suite (ex ) converge vers 0 quand
meN*

m — +00 : cest la réponse A.

h J o J
C.D. Yx>0, h(x)= (g, () —J () e done ) g () —exIm) oy —ex I g
N &m(x) gn(x) gn(x) )
la suite ( "‘Ex;) converge bien vers ¢(x) mais la raison évoquée dans la réponse C est inexacte.
Em\X) J men

‘ Q25 : Réponse AI

h(x) ()

(x)=— donc est strictement négatif : les réponses A et

gn(x) " PeS)

hy(x) | Jy(x) e e __m
Pour x>0, 0 < Lp(’()_gm(x) - gm(x) e X xga0) | x
h,,(x)

gn(x) x7e0 *\xm

On reprend les calculs des questions 2 et 4 : @(x) — fn(x) = (—1)"n'e*I,(x) (question 4). On avait aussi

—x —Xx —X
I(x) = —

que kP(X) fal) ~ (= 1)"
premiere égalité reste exacte)

26. Calcul fait ci-dessus : pour x > 0,

B sont fausses.
X m!

¢

On a donc ¢(x)— ce qui est la réponse D.

de sorte

—(n+ DI (x) (questlon et 0<I,(x) < — (questlon 2) donc I (x)
—+o0 X
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Q26 : Réponse D

27. On reprend les relations de la question 22 (celles que jai démontrées, pas exactement celles de '’énoncé!) :

Dm(x) = hm+1(x)gm(x) _hm(x)gm+1(x)
=[x +2m + 1Ry () = MRy ()] € (%) = iy () [ (x + 2m + 1), () = m? gy () ]
= m? (R () g1 () = Py () g (x)) = M?Dy_1 (%)

ce qui est la réponse A (et B est fausse).

Puisque Dy(x) = hy(x)go(x) —ho(x)g1(x) = 1x1—0 = 1, on en déduit par une récurrence immédiate :
D,,(x) = (m!)? (et cela est valable pour tout x, donc empha fortiori pour x > 1).

On en déduit 'égalité polynomiale : h,,,18m — hm&mi1 = (M!)? = cste ce qui d’apres le théoréme de Bezout
(qui n’est qu’au programme de MP pas a celui de PSI ni de PC!) prouve que les polyndémes h,,, et g, sont
premiers entre eux.

‘ Q27 : Réponses B,C I

28. A.B. Pour x > 0 et m € N on a vu que : A, 1(x)g,(x) — hy(x)gme1(x) = (m!)?> > 0 donc en divisant
By (x)  hyp(x)

Enr1(X)  gm(x)

) est strictement croissante. C’est la réponse A.
meN

par g,,(x)gmn.1(x) qui est strictement positif on obtient

(25

> 0 Clest-a-dire que la suite

R () h,(x)  (m!)? (m)* s lisé d
) — 2 (%) = e (g () x:oo e puisque g,, est un polynome normalisé de
m+ m m m

degré m. Les réponses C et D sont donc toutes deux erronées.

C.D. On a aussi

‘ Q28 : Réponse AI

h h 1?
29. A.B. On additionne les égalités i1 (x) - (%) = (k! pour k variant de m a 2m —1 et 'on
Skr1(x)  &(x)  gk(x)gxs1(x)
obtient
hom(x)  hp(x) _zf kD> (my? T (ky?
Som(X)  gn(x) = &8k (X)) 8n(X)gmi1(x) S 8 (x)grs1 ()
2m+1 (k1)? (k1? 1
Or gm(x)ngrl(x)X:oox et pour k = m+ 1, 2 () ke = O e ) donc
hon(¥)  ha()  (m1)?

5 (1) 2. (0)x ':zoo el ce qui est la réponse B.
2m m -

C.D. On écrit :

hm(x) hm(x) th(x) th(x)
—p() = | e | e | ) -]
() 8n () gan ()] LganCe) P [ L2 i
Or:
hm(x) th(x) 1 \ . J
- — = o| —— | d’aprés ce qui précede;
gm(x) g2m(x) x—+00 x2m
h
- gz:gi — fam(x) e O(x%) d’apres la question 26;
- fom(xX)—0(x) = o(i) d’apres la question 5.
Xx—+00 x2m
h
On aura donc au final : M —p(x)= = o (i), ce qui est la réponse D.
() xro0 O 2m

‘ Q29 : Réponses B,D I
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30. A. En écrivant

P(x) h,,(x) P(x) h,,(x)
— 28 [ 2 )|+ w0 - 225 ]
Q(x)  gm(x) LQK) 8m(x)
on obtient, compte tenu de 'hypothese de I'énoncé et du résultat de la question précédente :
P h 1
Q(():c)) - g:g; =0 (XE), ce qui est la réponse A.
2m 2m
B. Soit a,X? le terme dominant de Q (p < m par hypothese). Alors ~ donc cette
Q(x)gm(x) | x—+o0 |ap xm+p
fraction ne tend vers +00 quand x — +00 que si p < m : la deuxiéme partie de la réponse B est donc
inexacte.
P h
Cependant, par hypothése lim x2™ (ﬂ - m(x)) =0, C’est-a-dire que
x—+00 Q(x)  gm(x)
tim_ || [P, () Q)] = 0 ! ' s e (
im |————|[P(x)g,(x)—Q(x x)] = 0. Puisque lim |————| n’est pas nulle (c’est soit
x=+00 | Q(x) g (x) " " x=+00 | Q(x)gp, (x)

1

+00, soit ﬁ ), il en résulte que li? P(x)gm(x)—Q(x)h,,(x) = 0, donc que Pg,, —Qh,, estle polynéme
X—+ 00

nul. La premiere partie de la réponse B est donc exacte.

C.D. Ainsi, Pg,, = Qh,,. Les polynémes g,, et h,, étant premiers entre eux, il résulte du théoreme de Gauss
(qui est au seul programme MP!) que g, divise Q et h,, divise P. La réponse C est donc exacte et la
réponse D fausse.

Remarque : puisque Q est de degré < m a priori et que g,, est de degré m, on aura en fait Q = Ag,, avec A
réel et donc P = Ah,,.

Q29 : Réponses A,C

Cette question, qui termine la partie |, signifie que, parmi toutes les fractions rationnelles ) qui

, .. h . . . . . P
approchent ¢, c'est la suite —= qui est la « meilleure », en ce sens que si une fraction rationnelle )
m

, 1 L X
avec degQ < m approche (x) avec |'ordre de grandeur O(E), on a en fait, 3 une constante prés,
x
P=h, et Q=g, (ou bien : si I'on désire une précision plus grande, il faut choisir un dénominateur

de degré strictement supérieur & m).

. h , : . .
La suite (—m) s'appelle la suite des réduites de la fonction .
m / meN

31. Si f et g sont deux endomorphismes d'un espace vectoriel qui commutent, et si P est un polynéme, alors
KerP(f) est stable par g : c’est un résultat du cours.
Dans le cas particulier P =X — A, on obtient que Ker(f —AlIdg) est stable par g : les sous-espaces propres de
f sont stables par g, et réciproquement bien sir en échangeant les réles de f et g. La réponse A est donc
exacte, et les réponses B et D sont fausses.
Enfin, la réponse C est fausse, il n’est pas difficile de trouver un contre-exemple : prendre f = Id; et g qui
n’est pas une homothétie.

Q31 : Réponse A

32. f est un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension 2, qui admet deux valeurs propres distinctes : il
est donc diagonalisable, et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Notons E, (f) = Vect(e;) ces
sous-espaces propres pour i € {1,2}.

Chacune de ces droites vectorielles étant stable par g, on a g(e;) colinéaire a e;, c’est-a-dire que les e; sont
aussi des vecteurs propres de g ; par suite, g est diagonalisable dans la méme base que f . Mais les valeurs
propres de g ne sont pas forcément les mémes que celles de f ...En résumé, toutes les réponses proposées sont

fausses.
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Q32 : Réponse E (aucune réponse exacte) I

33. En notant U la matrice de passage de la base canonique a la base (e;, e,) de vecteurs propres précédente, on a
donc A=UA,U! et B=UARU ! avec A, et A diagonales : A, = diag(A;, ;) et Ay = diag(u,Us), avec
les notations de I'énoncé.

A +A A —A + -
Comme dans I'énoncé, soient P = ! 24 2x etQ:Ml MZ+Ml MZX.
2 2 2 2
Al iD= 1 0
ors,si D'=| _, |, onaura
A+ A A —A AMFEA (1 O AM—2Ay (1 O
n_ M 2 1 2y M 2 1 2 _
PD) ==L+ ——D=—" (0 1)+ 2 (0 —1) Ba

et de la méme facon Q(D’) = A;.
Donc A =UP(D')U™! =P(UD'U™!) et de méme B = Q(UD'U™}).
Il semblerait donc que seule la réponse B est exacte ; mais il y a un PIEGE! En effet, puisque A; # A,, P est

bien de degré 1 mais si w; = W, le polynéme Q n’est pas de degré 1 exactement! Or ce cas peut se produire
(par exemple avec B =1,, qui commute avec toute matrice). Finalement :

Q33 : Réponse E (aucune réponse exacte)

34. Les réponses A et B sont fausses, directement d’apres le cours.

La réponse C est exacte, la justification est donnée par I'énoncé (voir aussi la question 31), et par suite la
réponse D est fausse.

‘ Q34 : Réponse C

35. Soit e; un vecteur propre commun a f et a g (il existe d’apres la question précédente), que 'on complete
en une base (e;,e,) de C2. Soit U la matrice de passage de la base canonique a la base (e;,e,). Puisque les

. A
endomorphismes f et g n’ont qu'une valeur propre, on a A= UT,U™! et B=UTzU ! avec T, = ( 0 ;) et

_(» B
Ty = (O M) avec a,p eC.
Enposant P=A+aX et Q=pu+pX,et D' = (8 (1)), ona T, =P(D’) et Ty = Q(D’) d’'ott A=P(UD'UV et

B = Q(UD'U™!). C’est la réponse D, et les réponses A et B sont donc fausses. Enfin la réponse C est évidemment
fausse car elle impliquerait A = B.

‘ Q35 : Réponse D I

36. Puisque les racines complexes non réelles d'un polynéme a coefficients réels sont conjuguées deux a deux, les
valeurs propres non réelles d'une matrice a coefficients réels, qui sont les racines de son polynéme caractéris-
tique, sont conjuguées deux a deux : c’est la réponse A.

Les réponses B et C sont fantaisistes.

Puisque ici A posséde deux valeurs propres distinctes, on peut appliquer les résultats de la question 32 : A et B
sont bien diagonalisables dans une méme base. De plus, si e; est un vecteur propre de f associé a une valeur
propre complexe non réelle A, e; est encore un vecteur propre de f associé a la valeur propre A (car A étant a
coefficients réels, AX = AX <= AX = AX). On peut donc choisir une base diagonalisante de la forme (e;,€;),
c’est-a-dire une matrice de passage U avec deux colonnes conjuguées.

11 semblerait donc que la réponse D est exacte ; mais '’énoncé parle de « LA » matrice diagonalisante U et non
« D’'UNE » matrice diagonalisante. Or, si 'on peut choisir une base de vecteurs propres de la forme (e, e€;),
(e1,Ae7) avec A complexe non nul quelconque en est une autre, pour laquelle les deux vecteurs ne sont plus
conjugués. Dans ce cas, la matrice U n’aura plus ses deux colonnes conjuguées...

L’énoncé est donc trés ambigu ; mais je pense cependant que la réponse peut étre considérée comme exacte,
puisque I'énoncé laisse le choix de la base : on la choisit donc de la forme voulue! (la question suivante me
conforte dans ce choix).

Corrigés de problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 12/14 23 février 2014



— CORRIGE ICNA EPREUVE OPTIONNELLE 2008 PSI* 13-14

‘ Q36 : Réponse D

37. A.B. Ici A, = A;. En reprenant les notations et résultats de la question 33, on a donc A = P(D) avec

AM+A; A —A
p=tath MMy poy(l ),
2 2 0 —1

7\41“1‘%_1 7\41_%_1 1 0 -1 7\1+7n_1 7\1—7\._1 ]. O —1
L+ U(O _1)U ==L+ —— 1U(0 _1)U :
Les réponses A et B sont donc inexactes.

On adonc A=

C. La phrase «il ne peut pas exister ... » est inexacte : par exemple si 'on prend A = B € M4(R) il suffit de
prendre P=Q=Xet D=A=B...

D. En reprenant les calculs ci-dessus, et en choisissant U de facon que ses deux colonnes soient conjuguées

a a
b B) donc

(1 0Y\. , .[fa a@\(1 o 1 b —a 1 Re(ab) —2|al?
D=iU U= o —_— = —
! (0 —1) l(b b) (0 —1) ab—ab (—b a ) #m(ab) ( 2|b> —%e(ab)
AN + M _7\_1
2 2i

(voir question précédente), on aura U = (

Ainsi A=P(D) avec P = X et D est bien une matrice a coefficients réels.

— +i —b
Lorsque B a deux valeurs propres complexes non réelles u; et b, en posant Q = T + ! MlX, on

] i 2 2i
obtient aussi B = Q(D).
11 n’est pas possible que la matrice B ait deux valeurs propres réelles distinctes : en effet dans ce cas, elle

admettrait deux vecteurs propres a coefficients réels, qui devraient étre aussi des vecteurs propres de A, ce
qui imposerait aux valeurs propres de A d’étre réelles !

Enfin, le cas ol B a une seule valeur propre réelle (W, = w3 = ;) se limite au cas ou B = p,I, (car B
diagonalisable), et dans ce cas I'égalité B = Q(D) reste vraie.

La réponse D est donc exacte dans tous les cas de figure.

‘ Q37 : Réponse D I

1 1
38. Il n’y a aucune raison que f ou g soit diagonalisable dans C : exemple : A= (0 1). Donc la réponse A est
fausse.

Les polynémes caractéristiques de A et B sont scindés dans R[X], donc (théoréme du cours), les matrices A
et B sont trigonalisables dans M,(R). La réponse B est fausse.

La raison donnée dans la réponse C est correcte ; elle implique que g; possede une valeur propre réelle, donc
un vecteur propre dans Ker(f —AId), donc f et g ont bien un vecteur propre commun.

‘ Q38 : Réponse C

39. Les matrices M et N sont triangulaires supérieures, donc leurs valeurs propres sont leurs éléments diagonaux.
Par suite, leur spectre est réduit a {0} : la réponse C est fausse

Si elles étaient diagonalisables, elles seraient semblables donc égales a la matrice nulle, ce qui n’est pas : la
réponse A est fausse.

La réponse B est exacte, puisque d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, les matrices D¥ sont toutes combi-
naisons linéaires de I, D et D2.

(N.B : le théoréeme de Cayley-Hamilton n’est pas au programme PC!)

Pour la question D, il faut lire bien sfir : « M et D, respectivement N et D » au lieu de « A et D, respectivement

B et D fg...
dyp dyp dys

Il suffit alors d’écrire D= | dy; d,; dy3 | puis les relations MD = DM et ND = DN pour obtenir les relations
dy; dsp dss

de la réponse D.
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Q39 : Réponses B,D

40. Les réponses A et B sont fausses ; il suffit de reprendre 'exemple déja donné a la question 37 : A=B =D avec
P=Q=X..

Les réponses C et D sont fausses également; on prend ici comme exemple les matrices A = M et B =N
précédentes. S’il existe deux polynémes P et Q de degré < 2 tels que M = P(D) et N = Q(D) alors, d’apres la

a b c
question précédente, D=0 a O
0 0 a

Je vous laisse le soin de faire les calculs pour vérifier que deux égalités de la forme al; + D+ yD? = M et
a’l; + p’D + y'D? = N sont incompatibles (écrire simplement les systémes obtenus).

Q40 : Réponse E (aucune réponse exacte)

Corrigés de problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 14/14 23 février 2014



