Premiére partie

Soit # un entier, » > 2 on note dans toute cette partie, £ =7%Z, (R) le R-espace

vectoriel des matrices carrées d’ordre » a coefficients réels,
onnote E" =Z(E, R) le R-espace vectoriel des formes linéaires sur E.
La matrice élémentaire E, . est la matrice de E dont les coefficients sont tous

nuls a I’exception de celui qui se trouve sur la i-¢me ligne et sur la j-éme

colonne, qui vaut 1.
Si M € E, on note vect(M) le sous-espace vectoriel de E engendré par M.

L’objectif du probléme est de montrer que chaque hyperplan vectoriel de E
posseéde au moins une matrice inversible.

Si M =(m, ;) € E, onnote T(M) le réel imkk (trace de la matrice M).

k=1

On définit ainsi une application 7'de E vers R : M +— T(M).

A chaque matrice U de E, on associe :

e L’application 7, de Evers R : M+ T, (M)=T({UM).
o L’ensemble H, ={ M c E/T(UM)=0 }=Ker(T,).

1. Onrappelle que E" =Z(E, R).
Ona:

@) dim(E’) =dim(E)
Bydim(E")=dim(E)+1
/@/dlm(E*) =2dim(E)
Dydim(E") = (dim(E))’

2. L’application Tde Evers R : M+—>T(M) est:
_AJinversible
B) élément de E°  <ineoi~

_LJ injective N e

N _DYsurjective ©
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3. L’application T vérifie :
(A) pour tout (4,B)e E 2, T(AB)=T(B4)
_Bypour tout (4,B,C)e E*,T(4BC)=T(BAC)
©) pour tout (4,B,C) € E*,T(ABC)=T(CAB)
_D¥si (4,B) e E?, A inversible, T(4B)=T(A4)

4. Soit A=(a,;) et B=(b,,) des ¢léments de £ :

AYT(AB)=YYab,

=1 j=1

T(4B)=3Y3a B,

i=l j=1

© T(4B)=Y3a b,

=1 =1

DI T(4B)=Ya,b,

=1 j=1

5. Pour U € E,
_AjyTapplication T;, n’est pas linéaire
(B) l’application 7, est élément de E’
_Cypour tout (4,B) € E*, T,,(AB) =T, (B4)
@) H, est un sous-espace vectoriel de £
. ~————
Y s (To)
6. Pour tout couple (7, j) e N2 :
_AJ E, , estune matrice inversible
_BY'E, , estune matrice diagonalisable
©) E,, est une matrice de rang 1

_DJ E, , est une matrice de trace nulle

11
Dans les questions 7. et 8. uniquement on prend n =2, et on pose U = ( ) .

11
T O ;
@) la famille#=(E,,, E,,, E,,, E,,) est une base de E=7%,(R)
_Bypour tout couple (7, /) € {2}, T,,(E,)=0 S
=4

_OrKer(1,)= {0}

@) H,, est ’ensemble des matrices de E dont la somme des quatre
coefficients vaut 0



8. Ona:
/A/)/ dimH, =1
‘BydimH, =2
© dimH, =3
@ H,, posséde une matrice inversible - ( 4 d)
o -\

On revient au cas général.

9. Soit U une matrice nonnullede Eona:
_AJpour tout couple (7, /) eN?, T, (E,)=0
?“*:’@H\PE_‘W@V/“ un couple d’entiers (,, j,) tel que 7, (E, , ) #0.
LYdimH, =n-1 |
O)dimH, =n’ —1

10. Si H est un hyperplan vectoriel de £ =7%,(R),on a:
AydimH=n-1 e
®) dimH =n" -1
(©) il existe 4 une matrice non nulle de £ qui n’appartient pas a H telle que :
E = H ®vect(4)
DY H est un sous-espace vectoriel de E admettant un supplémentaire de

dimension 7.

1
1

Dans la suite, pour 1<7 <n, onnote R, =) E, cE
i=1

A
11.0n a, pourtout 1<r<mn, : ‘ (ﬁ“\?\)
_AJ1amatrice R, estderangn '
_BYlamatrice R_est inversible

_Yla matrice R est de trace nulle

/Di/HR, :{0}
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1 . 0
12.80it P=|. . . . .|cCest-a-dire P=(p,,) avec
o . . .0
00 .10
P, =L 1i<n-1
pln = 1
p,,; =0, ailleurs
P est inversible
_BYy P n’est pas inversible 0
(O P appartient & I’hyperplan H, M e q
; ’ "
})7 P n’appartient pas a ’hyperplan H, A N W’M\ . XN
N 9 A0 '

2)

- 13.0n a : une matrice V' de E est de rang r, si et seulement si,
_A71l existe une matrice inversible O de E telle que 9" VO=R,

_BYil existe une matrice inversible Q de E telle que V' =0"'R O

_Cy'la trace de la matrice Vestr
(D) il existe deux matrices S, et S, inversibles de E telles que S, V'S, =R,

Pour la question suivante, on admet le résultat :
Si H est un hyperplan vectoriel de E, il existe un élément U non nul de E tel que
H=H,.

14.S0it H un hyperplan vectoriel de E
il existe un élément U de E de rang r tel que H = H,.

on suppose qu’il existe deux matrices S, et S, inversibles de E telles que
SUS, =R .
On note toujours P la matrice de la question 12.
@) lamatrice S, P S, est inversible
B) la matrice S, P S, est élément de H
0. CY'la matrice R P est élément de H
_DYH ne contient aucune matrice inversible



Deuxiéme partie

* N r . . Y r 1
On consideére la série de fonctions D u, ol pour tout réel x, u, (x) =—cos(mx).
n

nl

15.0na:

/9()/ il existe au moins un réel x pour lequel la série » u,(x) diverge
n21

}’)’ le terme général de cette série ne converge jamais vers 0

nzl

@ la série ) u, converge normalement sur R

/Dm série > u, ne converge pas normalement sur R

n21

Dans la suite, on pose pour tout x pour lequel cela a un sens, U(x) =Y u,(x).

n=1

5 16.0na: o)==t
| 1 ",
ATTR== e E R
1
BYU©O)=,
3
Uz)==
U=
By U =2
2

17.0na:

@) cos(nx) est la partie réelle de e™
_BY cos(nx) est la partie imaginaire de ¢™

e* +e™
/Q)/ pour tout réel x, cos(nx) = — =

inx ~inx

. —e
/Dﬁ/pour tout réel x, sin(nx) = 3———2—*

R .
\
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18.0n a pour tout réel x,
cosx—2
AFU(x)=—"—
4cosx~5
cosx—2
By U@) =
5cosx—4
@ Iy = 2cosx—1
5—4cosx
_DJ¥1l n’existe aucune formule donnant U(x) pour tout réel x

n

Soit & € }-1,1[, on considére la série de fonctions Y w, ot w,(x) = ;

n>1

cos(nx)

et on pose pour x réel, W(x) = iwn (x).

n=1

19. On a, pour tout & € |-LI[:
LYW (0)=In(1-a)
®) W(0)=—In(1- )
Y W(0)=In(1+ )
_DYW(0)=In(c~1)

20. On a, pour tout e |-11[: PN
-3

o n
AJlasérie ),

diverge
n1 N

o la k- 3 r P ? S
ﬁ’)/la série Y '—— converge car ¢’est le terme général de la série
. nzl n

exponentielle

n

n

|
@ pour a0, la régle de d’Alembert permet de prouver que la série >

w21 K

converge
@ la série > w, converge normalement sur R

nzl




21.De plus, la fonction W est de classe C' sur R car toutes les fonctions w, sont

de classe C' sur R etque : = cvo

X&) la série de fonctions » w, converge simplement sur R & vrer

n>1
<
S
@ la série de fonctions > w, converge normalement sur R eve~ & =

nx1

Y ©) la série de fonctions > w, converge normalement sur tout compact de R < vra'e >
2l ls ++ poiny € on onpad _apra Lo de “’Q"

_DYla série de fonctions > w,' converge normalement sur R evwe #444

n>1

22.0n note Im z, la partie imaginaire d’un complexe z. Pour ez € |-1,][, on a:

ix

oe
n inx ___
@ ;a —ae”
1

PP =
- ©) W' (x)=-Im Za" ik

n=1

DYW'(x)=Im Za” "

23.0n a pour tout réel x,
2sinx
W'(x)=
AT 1-2acosx+ o’ e

@ W (x) = —asinx %

1—-2acosx + o’
LTW'(x)=

sin x
BPYW'(x)=

O

1-2acosx +a’
O COSX

1-2acosx+a’

Tournez la page S.V.P.



24.0n arrive ainsi a :
pour tout réel x, W(x) =k In(1—2acos(x) + a*) ol k est une constante non nulle

et on peut alors en déduire I’intégrale '[j; In(1-2acos(x)+a*)dxen:

/K)/effectuant une intégration par parties
_Byeffectuant un changement de variables
¥ utilisant un argument de parité

(D) utilisant que la série de fonctions ) w, converge normalement sur R
n1

25.0n peut conclure que :
/A()fj_i; In(1-2acos(x)+a*)dx=k

@ ,C, In(1-2acos(x)+a*)dx=0
LY [ In(1-2acos(x) + az)dx:%
Dy [ In(1-2acos(x) + ') dx#0

Troisiéme partie

ef1 4 -2
Onnote 4=} 0 6 -3|et y,(X)=det(4—XI,) son polynome
=1 4 0 - [-(x-2)*(x-3)
o e aa) ey dufeg
caracteristique. - trgenal.
26.0na:
A 2,0 = (X =3)(X -2y’
e 2
®) 2,(X)=B-X)(X-2) o £, N

LY 2, (X)=(X-3)"(X-2)
By (X)=(X -3)(X -2)(X -1

27.La matrice 4 ci-dessus est :

_AJ diagonalisable car son polyndme caractéristique est scindé a racines
simples. '

_Bydiagonalisable car son polyndme caractéristique est scindé et que la
dimension de chaque sous-espace propre est égal a I’ordre de
multiplicité de la valeur propre.

©) non diagonalisable '
(D) inversible



28.Si 4 est la matrice d'un endomorphisme # de R’ dans la base canonique
(e,e,,e,) de R, sionpose 5, =¢, +e, +e,, &, =4e, +3e, +4e, et
g,=—2e —e,ona:
@) (g,,¢,,2,) estune base de R’.
_BY%, ¢, et g, sont trois vecteurs propres de u.

(83):82 +283 done po- ved. »?rj

Dru(e,)=-2s -¢,

300

Onnote T=|0 2 1 Esad
0 0 2

29.0na:

A les matrices 4 et T sont semblables car elles ont le méme rang ="
-B) les matrices 4 et T sont semblables car elles ont le méme déterminant ="
- @ les matrices 4 et T sont semblables car elles ont le méme polynéme
caractéristique
/Bf les matrices A4 et 7" sont semblables car elles ont la méme trace. ~-) "

€. & Ev
1 4 "‘2 € /P:(yeﬁi
-\
30.Sionnote P=(1 3 0 | ona: A=PTP
1 4 —-1)¢ p“A?:T
0
A PAP = 1 ;
2 w(E) =20
0 /
®B) P AP= 1

Oy PAP! =

DY P'4P=

O WO O WO o N o O N o
\»}
-

SO N O DO N OO WO O W
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300 (100 000y (000
Onpote T={0 2 1[,J=[0 0 0[K=|0 1 0|L=0 0 1]
00 2 00 0 00 1 000

On note C(T) le sous-espace vectoriel de 7%, (R) des matrices qui commutent
avec la matrice T c'est-a-dire les matrices M de 7, (R) telles que MT =TM .

31.0na:

Ayamy={o}.

- (B) C(T') est un espace vectoriel de dimension 3 engendré par les matrices J,

K etl
Yy C(T) estun espace vectoriel de dimension 2 engendré par les matrices K

etL
_DY C(T) est un espace vectoriel de dimension 4

>". 32.0n admet que C(4), le sous-espace vectoriel de %, (R) des matrices qui
commutent avec la matrice 4, est de dimension 3, on a alors :

XY C(A) =vect{, K, L} g € a—\{(\@
B C(A)=vect{T,T°,T" met (W € o U
- €) C(4)=vect {I il AZ} L clol g

Dy C(4)=C(T)

Quatriéme partie
*
33.Une série entiére de la variable réelle’ > a,x" derayon R#0 :

n>0

_Ayconverge normalement sur Uintervalle |- R, R

_BYconverge normalement sur ’intervalle [—-— R,R]

©) converge normalement sur tout segment [a, b]c ]— R,R[

_Dydiverge si xe{~R,R}

34.Soit > u, une série de réels, ona:

n20

LAY > u, converge = Y |u,| converge

n20 n20

®B) X |u,| converge = Y u, converge
n20 n20

¥ > |u,| diverge = Y u, diverge

n20 n20

D) si (u,) est une suite de reéls décroissante et de limite nulle, > (~1)"x,

n20

converge

10



On s’intéresse dans la suite de cette partie aux séries Y u, ol pour a et b

nz2

(_1)n >N
= Ao @ e
(Y L vl

35.0na:
}()f)our tout couple (a,b) de réels, la série > u, converge

n=2

®) si a>1,lasérie Y u, estabsolument convergente
n22

©) si a<l,lasérie Y |u,| diverge

nz2

si a=b=1,larégle de d’Alembert permet de donner la nature de la série

n>2

36.Dans cette question, a=1.
Ona:

/()/l’mtegrale _[ m——l—dx ne converge que si h#1
x (nx)f,
1
intégrale | ———— dx ne converge quesi b<1
ByTintégrale [~ o ge q

©C) si I’intégrale J' _..._1____.dx converge alors Y |u, | converge
X (lnx) 120 TR 5 ¥,

@ si intégrale [~ (]n o ——— dx diverge alors Y |u,| diverge
X n20

(S

37.Soit (a,b) un couple de réels strictement positifs, on a :

i +00
AT DD |, e Jerinat et
n=2 n=2
5 :/
ﬁﬁ’guk SZ‘luk
@ guk ” ( n)b , pour tout entier n=>2
~—

ﬁ-\

D) si de plus, a>1, la série entiére Y u,x" converge normalement sur

n22
I’intervalle |- 11[

11
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2

4 38.Dans cette question b= 0et on admet que Z—— = Zz—6— Ona:

n=1 11

-
/\
Aysia=letsinzl, Y u, —Z( D _
n=l =1 P
400 1 I
sia=letsi n>1, =N _="_
7 R

CYsia=2etsi n=1, Y u, diverge
nzl
("‘1) o

—> (D)si a=2 etsi n>1, Zu —Z w’

n=l n 12 «

Dans la suite on considére la série de fonctions ) £, , oli on pose pour tout

= suplf, ().

€ [0,1[, ettout n=>2, f (x)= ?hlﬂc” (1-x). On note
n

= \n (:E—
39.0na: S

1 nY
@ f""":(nJrl)lnn(n-kJ
»rlL=(;25)

/Q/ (LJ équivaut & 1 au voisinage de Iinfini
n+

s

@ (—B——) équivaut & — au voisinage de I’infini
n+l e
v
40.La série de fonctions ) f, ne converge pas normalement sur I’intervalle
nx2
[0,1] car:

Ay (——’1—1-) ne tend pas vers 0 en + o
n+

B) la série Z

n22 n n

CYlasérie Y, ol

=2 nin

diverge

converge

Tl diverge
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