
Première partie

Soit n un entier, n> 2 on note dans toute cette partie, E 4Vl,(R) le R-espace

vectoriel des matrices canées d'ordre n à coefÊcients réels,
on note E" :7.(8, R) le R.-espace vectoriel des formes linéaires sur E.

La matrice élémentaire 8,, est la matrice de E dont les coefficients sont tous

nuls à l'exception de celui qui se trouve sur la Ëème ligne et sur la7'-6*t
colonne, quivaut 1.

Si M e ,8, on note vect(M) le sous-espace vectoriel de E engendré pat M.

L'objectif du problème est de montrer que chaque hyperplan vectoriel de.E
possède au moins une matrice inversibls.

Si M = (m, i) e E, annote T(M) le réel t*oo (trace de la matrice M.
&=1

On définit ainsi une application Ide E vers R : M ê f(M).

A chaque matrice U de E, on associe :

. L'application T, de ,E vers R : Mr+ T"(M):T(UM).
r L'ensemble Hu : {pt . E I T(UM}=û }-Ker(rr).

1. On rappelle que ,8. :I(E, R).

0n a:

@ dim(8.):dim(E)

ÈYdnn(E-) =dim(E) + 1

)Wdwr(E.) = 2dim(E)

DYdtm(E-) -(dim(E))'

2. L'application T de E vers R. : M *T(M) est

,A)inversible
@ élément de E' J ii.ejci*

*-&*;:ix. )À'-{'^"
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3. L'application Îvérifie :

@ no.n tout (A, B) e E' , T(AB) = T(BA)

plpour tout (A,B,C). E3 ,T(ABC):T(BAC)

@ po* tout (A,B,c) e E3 ,T(aBC)=T(GAB)
plsi (A,B) € E' ,l inversible, T(AB)-T(À)

4. Soit I = (a, i) et B: (4r) O.r éléments de E :

-ùr@q:fto,,b,,' 7t i=r

@ ruB):ËË o,,b,,
i=i J=I

A r(Ar)=-,to,,b,,
i=l j=l

;vfrç e")=ât qi,b,1

5. Pour U eE,

&,',m;:;i:l ? ï::liff-Tï:ï
;tfpour tattt (A, B) e E' u Tu (AB) = Tu (84
@ g" est un sous-espare vectoriel de E .

.. !cv(\.,) '----/

6. Pourtout couple ti,jleNz:
,kf E, t est une matrice inversible

9{8,, est une matrice diagonalisable

@ 8,, est une matrice de rang 1

;W E, r est une matrice de trace nulle

(t 1)
Dans les questions 7. et 8. uniquement on prend n = 2, et on Oot. U = 

[, ;)
7. Ona

@lufamillag7:(Er, Er, Er,,Ærr) est une base de E -ryr(k)
p'fpourtout coupl e (i,i). {,2}', Tu{ E, )=a Y,'*=t'u
g4ker(r,)= {o} -- L-

@ }I, est l'ensemble des matrices de E dont la somme des quafie

coefficients vaut 0



8. Ona:

2È4d*nuu -tpfdimH, -2
@ oimr" =3

@ u, possède une makice inversibt. -" I n ,)
Io -rl

On revient au cas général.

9. Soit {/ une matrice non nulle de,E on a :

,kfpaur tout coupl e (i, j) € N" o To ( E, ,) = 0

VYMun couple d'entiers (to,Jo) tel que Tu(Eu,)+a.

fidimHu - n-l
@ci*r" =n'-r

10. Si flest un hyperplan vectoriel de ,B :7Vîn(R), on a :

AldimU =n-L diu-=,t a

@ dimH =n' -l
O il existe Aune matrice non nulle de E qui n'appartient pas àlltelle que :

E: H @vect(l)

WH est un sous-espaoe vectoriel de Æ admettant un supplémentaire de
dimension n.

Lr

Dans la suite, pour 1 1r 4 n, ennote .R. :\8,, e E
1 ,=r

( n...\
ll,OnApourtout l Srln,: '\pi"J

i\{1amatrice,R, est de rang n

jllamatrice ,R, est inversible

gTlumaffice R, est de trace nulle

;vfn^: {o}
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L2.Soit P =

û0
1

0

00

01
.0

.0
10

c'est- à -dire P -(po,) avec

p,*r,,=1, 1<i<n-l
Ptn=1

P,i = 0, aillews

@ P est inversible
pI P n'est pas inversible 

_ srg P appartient àl'hyperplarl H+ 
,rJJ,.. 

t "' \,-
Pl P n'appartient pas à I'hyperplan H u , , c) tl ff"* -. \\

v d t'' ,-]l* ,o 
tn"

13.On a : une matrice V de E est de rang r, si et seulement si, L

Æfilexiste une matrice inversible Q deÆ telle que Q-'Irg: p,

.BYllexiste une matrice inversible Q de Etelle que Y :Q-'R,Q

.Hlutrace de la matrice V est r

@ tt existe deux matrices ,S, et ,S, inversibles de E telles que S, V S, = R,.

Pour la question suitante, an.admet Ie reswltat :
Si Ëf est un hypeqplan vectoriel de 'E', il existe un élément Unon nul de ,E tel que
H=Hu.

l4.Soit H unhyperplan vectoriel de E
il existe un élément U de E de rang rtel que H = Hu.
on suppose qu'il existe deux matrices ,S, et ,S, inversibles de E telles que

,S, U^S, =ft,.
Onnotetoujours Plamatricedelaquestionl2. i

@ tu rnatrice E P E est inversible

@ tu matrice E P,S, est élément de H
n. frIamatrice rR P est élément de H
ùH ne contient auÇune matrice inversible

ô.d



Deuxième partie

On considère la série de fonctions f al,, où pour tout réeï x,
>1

1

u^(x): -i-cos(rer).
z"

15.On a :

Xfit existe au moins un réelï pour lequel la série Zu,(*) diverge
'/ n2l

,Hl*terme général de ceffe série ne converge jamais vers 0

O tu série f z, converge normalement sur R.
n>l

yt'usérie lz" ne converge pas normalement sur lR./Â

Dans la suite, on pûse pour tout r pour lequel cela a un sens, U(*):Eu,(*) .

r 16.Ona: g(o):!

,ÈYU(0):
1

Yl'u(o) = .'4
a-/ 't

Ç'f U(n'l= I
2

y{utol=: l/2

17.Ona:

@ cos(nx) est la partie réelle de e''*

p'f cos(nx) est la partie imaginaire de e'n*

1 -nn'; .o\" nL Ù\-

;g{poottout réel x, cos(nx)*
e" +e-o

2
einr _ e-intpfpour tout réel x, srn(nx)/ 2o.
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BI u(x)* cosx-2
5cosx - 4
2cosx-1

@ uçx1=
5 - 4cosx

.D|Iln'existe aucune formule donnant U(t) pour tout réel x

Soit cr *f t,t[, on considère la série de fonctions Iw, où w-(x) -{cou(n*)nzl n

et on pose pourx réel, W(x)= Ër,(t).
n*l

19. On a, pollr taut ae ]* t t[;

ÈW$)=kt(I-ù

@ noto) : -ln(l* a)

.etV$)-ln(1+a)

Pfw$=ln(a-1)

18.On a pour tout réel r,

ftfu(x)= -cosr - 2
4cosx - 5

20. On a, pour tcut a * | t,t[, t_ r **
.Ëf lusérie f,4 diverge 'n L

a>7 ll

- lrxl"
Vfl"série !JIJ_ converge car c'est le terme général de la série

#n
exponentielle

-lol'
@ pour a +L ta règle de d'Alembert permet de prouver que la série L -^nll n
converge

@ tu série Iwr converge normalement sur R'



àl.De plus, Ia fonction W est de classe C' sur R car toutes les fonctions w" sont

de classe Ct sur R et que : -. cVO

I- ae"
1

l- aeu

@ w(*):-ImZoo"'n'
n=1

PfW(x)=Im Ëo'''*
n=l

23.On a pour tout réelx,

y'fw'(x1- Zsktx

@ w'1*1*

)L- Lecosx + e-
- r/.slr.rx

I-Zrrcosx + a'
sinx

9w'(x1= 1-}æcosx + a'
ueosx

Pfw'1x1* l-Zcrcosx+ &'

nGù

.{Iusérie de fonctions lw, converge sirnplement sur R c- vco^

@ lu série de fonctions I,r, converge normalement sur R 6-v*i ù -- t"

n. r O la série de fonctions f w, converge normalement sur tout compact de R" o- vr^'' Lt t'
n>l I+ tt .gol^! f <-1n s-ça.l 

- E^ votr d. *ft

.ÈYlusérie de fonctions Z*,' converge normalement sur R. c*vrair W

2l.Onnote Im z, Iapartieimaginaire d'un complexe z. Pour e el f1[, on a :

fÂ) t a'e'*v/ ,a-/
n=l

J--

,Pf )'ane"'
n=1

ueo
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Z4,Onarrive ainsi à:
pour tout réel x, W{x)= Ê ln(1- Zacos(x) + et) où É est une constante non nulle

et on peut alors en déduire l'intégrale J*tttt -2acos(x)+ d')dxen :

.Æ{effectuant une intégration par parties
pfeffectuant un changement de variables
p,f utilisarrt un argument de parité

@ utilisant que lasérie de fonctions fw, converge normalement sur R

25,On peut conclure que :

)f I:ln(l - 2u cos(x) + a') dx = k

@ f: h(1 - 2a aas(x)+ a?) dx = o

,ÊY I:,tn(l - 2acos(x) + d')O* =1

,D{l:ln(l- 2rrcos(x) + a2)dx*a

Troisième parÏie

26,On a:

-{x^$)-(X -3XX *2}'

@ x^(x) = (3 - x)(x - 2)'
S- 6z(â)' {"

.4x^6)= Q{ _3)'{X _2)

Df 7"(X):(X -3Xx -2)(X -t)
2T.Lamatrice I ci-dessus est :

fi) diagonalisable car son polynôme caractéristique est scindé à racines
simples.

Ë)-diagonalisable çar son polynôme carastéristique est scindé et que la
dimension de chaque sous-espâce propre est égal à I'ordre de
multiplicité de la valeur propre.

Q non diagonalisable

@ inversible

Onnote I
"'{t 4

=l 0 6

"h:.' .1"

o\-z. l

-3 | et
I

OJ
r.A11

I^(X) -MA- Ku) son polynôme

: [-(x-z1z(x-3)
-) tn-qon+l'



28.Si A est la matrice d'un endomorphisme rz de R' dans la base canonique

("r,"r,"r) de R." si on pose E = €, * e2 + %, €, = 4e, +3e, + 4e, et

tt=-2€r-qQrra:
@ (E,t'er) est une base de R''
}{q, €, et a, sonttrois vecteurs propres de u.

@"1er1:t"*2€, &n, en nu. r J

pYu(e,):16, - €,

29.An a:
.kI|esmatricesAetTs*r$semb1ablescare11esontlemêmerang
-B) les matrices A etT sorÉsemblables car elles ont le même déterminant "=>"

f * @ les matrices I et Isont semblables car elles ont le mêrne polynôme
caractéristique

Flles matrices I et Isont semblables car elles ont la même trace. '-; "

? = 3",,,
'R = eT P'\

?-'^ ç --T

-.kfPAF : (f,'l=9'f^

(., & Et

(t 4 -2') .,

3û,Sionnore"=lt 3 0 
l,'ônu'u 4 *r)"

.l

.l/-<--

00.]
211
02)
00.l
211
02)
00.]
3 1l
02)
00.]
3 1l
02)

(z
=lo

[0
(2

=[;

IJ
I

lo
lo

g r'ur=fto
lo

ffidr'

)>f P'AP

(zoo)
onnotet=lo 211

[oo2)
A: ?r ?-'
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3 oo'l (t oot1 (o ool (o ool
onnoret=lo 2 tl,-r=lo 0 ol,r=lo t Ol,r=lo 0 11.

[o o 2) [o o o) [o o 1) \o o o)

On note C(T) le sous-espace vectoriel de %r@) des matrices qui commutent

avec la matrice Ic'est-à-dire les matrices M de?/îr(R) telles que MT:TM .

3L.On a :

.xYctn= {0}.

34.Soit la
n)0

*yI,"
rà0

@ Ilu"l converge +Zu, converge

-WZI".| div,erge *Eo, diverge
rr,>0 rl>û

@ ri (rz") est une suite de reéls décroissante et de limite nulle, î,(-t\"r,

@ C(n est un espace vectoriel de dimension 3 engendré par les matrices I
K etL

,XCg) estun espace vectoriel de dimension? engendré par les makices K
etL

-DY C(T) est un espace vectoriel de dimension 4

qq. 32.On admet que C(A),le ssus-espace vectoriel de ??îr@) des mahices qui

comrnutent avec la mahice A, est de dimension 3, on a alors :-Ê"iui:ilf; x,î1,- --'--' 
.;:î\1 €{}

.Èf c(A):veat{T,T',7'_} KLt 
( F\ '") 

I ' 
L",)*"

-t CI Ct;4.)=vecttl*A,A'l ' 
\" 

L"tbfi f5
-w c(A) * c(r) \

Quatrième partie

r
33.Une série entière de la variable réellenf 4 x" de rayon .R * 0 :

,ffionvwge normalement sur I'intervath | Ë,À[

$converge normalement sur f intervalb [- Â,nJ

@ converge normalement sur tout segment fa,blc.l- r,n[
p'fdiverge si .r . I n,n)

n une serie de réels, CIn a:

converge =+ | la, l-com.erge
n20

converge

10



On s'intéresse dans la suite de cette partie aux séries lz, oùpour a et ô
1>2

I [u"\ w L=) À?^
* \ùo-j,

réels. z - (-1)'
n" (lnn)u '

35.Ona:
2k{pouttout couple (a,b) de réels,la série lu, converge

@ ti a>l,la série lu, estabsolument convergente

Q ri a<I,lasérie Zl",ldiverge

.Wi a:b=L,laregle de d'Alembert permet de donner la nature de la série

série lla,l
n22-

36.Dans cette ques tion, a:l.
Ona:

,kfi 'intésrale t: fuyne 
converge que si b *1

'intégrale I;-#", dx ne ronverge que si ô < 1

O,i f intégrale [".--r+dx converge alors llu"l convergerz x (lnx)' n,,o.

@ ri l'intégrale Il" ,+-* dx diverge alors El",l diverger2 r (lnx)' ,,>o

37.Soit (a,b) vncouple de réels strictement positifs, on a :

,o1lt",l=îlu,l, ç* ]-.';,** qxtok-o'

ln=2 | 4_-_.,
l+. | +--

WIZ"J<Zlurl, pour tout entier n22
l*=, I t =".

9 lry-l'#ry' P'ur tout entier n> 2

@ ,ff'nlus, a >\,lasérie entière Zu,*'converge normalementsur
rè2

['intervalle f t,t[

{' ,.,, - , I fi, rrr
, r r / t_l * 

"

11
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38.Dans cette question & = 0 et on admet qu, Ë+ =+. On a :

k +- (. n'n Ân' 6

.kfri a =! etsi n à t, 
-Ëà : Ë? :htl

.Pl sia =1 etsi n71, tu, =i"* = ft
pfsi a=2 etsi nrt,Eo, diverge

+ @ si a=2etsi n à1, Ëo,-ËCË --{ - - { 
1$É"'

,Ft ,:, n' 12 r'

Dans la suite sn considère la série de fonctions T."4 ,où on pose pour tout
n22

"*[Qt[,ettout 
n22, f,(x]=]*x'(l-x). Onnote ll,4ll- = -1,æ/,a,f.)l

= Ï" (*)
39.ûn a :

@ltrtl- =*+^.(#)'
.prllr.lt-=(*)

/ 8 \n
gl*r) équivaut à I au voisinage de l'infini

O(*) ewiuu.,t a! urvoisinage de l,infini

P4e

40,La série defsnctions Zf, r,iconverge pas nonnalement sur I'intervalle
nà2

[o,t[ çgt'
/ n Y

Hl" . r ) 
ne tend pas vers 0 en + co

1t ' diverse
Hlv
n>2 fllïl7X

I 1\n

Y (-tl converee
lLJaqtz 711fr.ft

@ tu série f |j{ll* diverge

i la série

$Ias&ie

.9

J

E

o
à

I

h

o
T

U

\

i

.tr'.t4

, 
*-,r! 1+

I
t2


