Probléme 1

On pose pour tout entiern=0, In = f Om (sinx)" dx
1 - La suite (I,), n € N, vérifie
@)  1.>0 pourtoutentiernz0
(In) est strictement décroissante

(In) est croissante

&)
)%/ (In ) est une suite alternée

2-0Ona
(n+1) Ih = (n-1) In2, Vn=2

g

@ nh=(@0-1h:,Vn=2
¢y nlh=(0+2) Iz, Vn=2
BT (0+2)h=(m+1) k2, Vn=22

3 - Lavaleurde I, est:
- 2n)! 3

sl 2°n! 2
2%nl 7
B) = .
" on+12
(2"n!)*
@ I2ns1 =
(2n+1)!
2n)!
(2°nl)” 2
4-0Ona
A)L o g = Lan <1 ¥n>0
© T 2n+1 L.
2n+1 Ly 2
C)e ¢ 2 < Ly <1 Vn>0
"™ 2n+1 Y
2n I

Dy’ — = #=<1Vn>0
n+1 I

2p-1
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_ ¢ 5-Lalimite de tn lorsque n—>west: 4-

-
2n-1 .
A0
By -1/2
) 12
Py non définie
=
(2n)! A L
6-On pose u, =n ~y —
PO By 2 »e
A7 (un) estdivergente
(un) est convergente
?25 lhnun=—z—
y/ limu, =+ ;@{\ o
A->00 2 '\ %\ !
m\\- (Q \ )

7 - On pose pour toutn>0 F, = n!(-Il)"‘n”"2 et on forme Vy = In(Fns1) - In(Fn
€ v

<
/Q()/ Va=1-nlIn(1+1/n) Niay
}4/ Vn =1~ __}_2_
2n
@ Vn :1—(D+.];)_In (1+_1_)
2 n
1
Vo =1-(n+=).
))%/ n [ 2)
8-0Ona
Vo = 1
% i "-I;Z- + 0(;1-;-)
1 1 1
By Va= pocliny +o(-r-l;)
1 1 1
,@)/ Vo = _6—;—7'— + alg' +0("ri§')
1 1 1
Vo = ——— -ty Yol
@ n 12112 121]3 (n3
~— ‘\___,1__/
¥ v Ty A
(’L'\'s)'?/P



9 - La série de terme général Vy, vérifie
& la série est convergente
H)  lasérie estdivergente

© ivp =In(F,,) - In(E)

p=1

By EVP =In(E,) - In(E)

p=l

10 - En calculant 1122“2 onh obtient:

n

E, _u

A E Y =3

/B’{ FZn — un-l
E)Y 2

E, _u,

© E) 2

by B _ Uy

(E)} 2

g 11 - Lasuite (Fo), n € N7, vérifie :

e
Ay~ (Fn) estdivergente o
2T
By lmE =2z QF"‘A
Ly~ limE = \/'—;E
DBy limE = +%
\ 12-Soitfa= [ (cosx)*dx,n=0
% ]n = (‘ 1)nIn
B) Ja=In
jos s Jntlh =t -» 3, =1 :?
D) Jos =/2
3
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13- SoitKa= [7(1-x")"dx,n=0
Ay Ko = 2Ton42
@ Ky =2l

2n+l 1 2
@ K, = 27 (h

(2n+1)!

14-50ﬁ1m=_[f@?-1rdx,n20'

Ay Ly=Ky
@ L,=(-1)’K,
,Q)/ Ly=nl,

(i

pS

m=§m%



Probléme 2

Etant donnés deux réels strictement positifsaetb

On pose \ s
(‘)
s dt v dt *
I(a,b)zf 2 2Y(+2 2 ](a,b)zf 2 2\(12 2 :{lj —
(2 +a?)(t? +b?) J (2 +a?)(t? +b?) i
~_
?0':’* - Q_I(%b)
. 1 1 & p
15. La fonction ¢ — N TR D) } wh\\{;@
v el n’est pas continue sur J—oo; +oo[
By est continue sur [0; +oo[ uniquement
© est continue sur ]—oo; +oo[
D7y est continue sur ]0; +oo[ uniquement
16. La fonction t — } i
\th +a?)(t* +b?)

&7 estéquivalentea 1/ 12 quand t >0

@ est équivalente & @quand t— +oo

U

goog est équivalente a 1/' tl quand ¢t — 0

Dy~ estéquivalentea I/l ‘| quand t — oo

17.0na

&7  I(ab) divergente

6 I(a, b) convergente

Cx  J(a, b)divergente

»7 J@b)=71(ab)

2
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18.1(a, b) vaut

A)

B)

\(I‘«
fn' ag fﬂ' dag
0 va?cos20+bZsin?8 C) 0 vaZtan26+b2sin?0
J-Tf/2 a6 = dg
0 +vaZcos20+b2sin?8 D) 0 (a2c0529+b2tan29)1/2

19.0n pose pourx > 0 g(x) =1(1,x)

&
By
©

Dy

20.0na
A)

B)
C)

D)

g est continue sur ]0; +oo[
=

g =1~

g aune limite finie en 0

lim, o g(x) = +o0

g non dérivable sur ]0; +oo[

g dérivable sur ]0; +oo]

7 xsin?6
g’(x) = j;/zmdg pourx € }0;+00[

% xcos?6
g x)= fo /zmde pour x € ]0; 4-o00]

21.I(a, b)vérifie

P
ol

©

I(a,b) =I(Aa,b) A>0 Va,b>0
I(a,b) =I1(b,a) Vab>0
I(a,a) =1(b,b) Va,b>0
I(a,b) = Ai(Aa,Ab) 1 >0 Va,b>0

n 22.1(a,b) vérifie

A

I(a,b) =bg(3) Vab>0

By~ I@b)=1g(@ Vab>0

of

D)

I(a,b) =7g(a) Ya,b>0

I(a,b):%g(g) Vab>0



23. En utilisant le changement de variable s = %(t - 9—5 ,t>0o0na

A)

B)

C)

D)

J (%2, Vab) = I(a, b)

Vab>0

2, Vab) =2I(a,b) Va,b>0

T\

I\

J (%2, Vab) =31(@b) Vab>0

“0 V@) =0 Vab>0

24. Soit a,b > 0, on note (an)et (bn)les suites définies par ap, = a,by = b, et pourn > 0

a, + b,
Ant1 = _2—"-'

Pour toutn = 0,1 (a,, b, )vérifie

A)
B)
C)

D)

I(a,, b,) =1(Q2a,b)
I(a,, b,) = I(a,2b)
I(an, b,) = 1(a, b)

I (an' bn) =0

25. Pour toutn = 0,1(a,, b,) vérifie

A)

B)

C)

D)

[(an by) = - 9C*)

1@y, by) =;1;g(§f)

I(@n by) = 25 9(2)

a an

bn
H(n ba) = 77 9(2)

et bpyy = fGnby
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Probléme 3

Dans tout le probléme E est un C-espace vectoriel de dimension n = 1, on désigne par I=[1, n]
ensemble des entiers haturels compris entre 1 et n, Si A € M,(C) on rappelle que la trace

de A, notée Tr(A) représente la somme des éléments de la diagonale principale de A, On
note ya(A) = dét(A - Al) le polyndme caractéristique de A,

Partie I.
26-0na VY ABE M,(C):
AT Tr(A.B) = (-1)".Tr(B.A)
®) Tr(A.B) = Tr(B.A)
dét(A.B) = dét(BA)
N By Tr{A.B) = Tr(A).Tr(B)

27 =Soit A= (8; )iy cn € Mn(C),si A est une matrice triangulaire supérieure onaalors :

ar détA=(1)"[]a;,
iel
®  xaM =TI - A
i€l
e les valeurs propres de A sont réelles
Dy A est toujours inversible

28 - Soit u € L(E), on désigne par A; ses valeurs propres, si u est nilpotent, alors :

Ay il n'existe pas de base de E dans laquelle u peut étre représentée par une
matrice triangulaire supérieure

6) il existe une de base de E dans laquelle u peut étre représentée par une
matrice triangulaire supérieure

_Cxy  ilexiste un entier p €| tel que u" =0et J[TA =0

el ——

Ok
@ toutes les valeurs propres de u sont nulles
N x" ot aanulebau
Soit u différent de 0 un élément de L(E). On définit sa trace Tr(u) par la trace de sa

matrice dans n'importe quelle base. On suppose que toutes les valeurs propres de u sont
nulles, alors :

29 =

») = [ © Ne (L\
o oo Mok (&) ( O\¥ e
pour tout k dans |, Tr(uk) =0 © N ot
_Cy uestdiagonalisable
Dy u2 =u

30— Si A € ‘M,(C) alors on peut écrire ya(A) sous la forme :
A xa(M) = A%+ ATrA - détA
xa(A) = A2 - ATrA + détA A Ao 4 L0
oy xalM= A2+ AdétA —TrA
Dy  xa(h) =27 - AdétA—TrA

Lt + (-xVw A+ debh



31— Si A€ M;(C) alors on peut écrire xa(A) sous la forme : (- 74\'5 p OO A & A

Ay xalM) = A7+ NPTrA = 2(TrA? — (TrA)*)A ~ détA *
a

By xalh) = A+ ATrA- -;-(mz\2 + (TrAP)A + détA #*
L
by

1

xa(M) = A2+ ATrA + -21- (TrA2 + (TrAP)A — détA
xalM) = A3 + AZdétA — 2(TrA” + (TrA))A — 2détA

L N " - ;
2 _1 2 o % ¢ {€*§ ~
32 — Le polyndme caractéristiquede A= |5 -3 3 |est:
-1 0 -2
oL
A

xa(h) = A%+ 302+ 3h - 1 Lt
xa(M) = A7 - 307 - 3\~ 1 R

ah) = A2+ 302 -30+ 1
vah) = A2+ 302+ 30 + 1

730X

33 — La matrice inverse de la matrice A précédente est:

A A'=-A*-3A-3);
- By A'=A’+3A-l
oy Al=A%—3A+3l;
Dy Al=-A%—3A +l;
34 - Ona:
A A*=7A’-5A 4315
®  A'=6A"+8A+3l;
o A'=8A%43l,
Dy  A'=6A%-5A+3l;3
Partie II.

Dans cette partie seulement on suppose que n =2
Soit u € L(E), on définit sa trace Tr(u) par la trace de sa matrice dans n’importe quelle base.

35 — u et v désignent deux éléments de L(E) , u#0, vérifiant uov -vou=u, ona

_AY" uestinversible et Tr(v) = Tr{u ™ ovou)
¢ oV

/B’)/ u est inversible et Tr{v) — Tr(u'loVou[ = 0 oy e el

=N Lan o

Gy uestinversible et ]‘r(v) -—Tr(u'loVou) =2

e

D u n'est pas inversible
@ P

. ) o gh
\ el A

36—0na:
AT Tr(u)=1
By dét{u)=1
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37 — Soit e un vecteur de E tel que u(e) = Oona:

&) u’le)=0 aet

By u’fe)=0 e U ~ @’ pe2
C la famille {u(e), e) forme une base M

© (ule), e) e v o ’,Q_:of/;,l

/B/)/ la famille {(u(e), ) est liége o ale)= Ac
0 1)
38— Dans une base B : (ey, e;) u est représentée par (0 OJ

En posant v{e;) = a.e; +b ey, on a;

@ u{ez) = e;
By v{er) = au(eq) + (b+1)u(e;)
e vle) =buler) + (a-1)ufe;)  w@ vl

. , (b-1 a)e
@ v est représentée dans B par L }
0 b)er

Partie I
Dans cette partie on ne suppose plus que n= 2 et u et v désignent toujours deux éléments

de L(E), u=0, vérifiant uov -vou = u, /’ w
39 — Dans cette question on désire, pour k€0, calculer u*ov - vou® en fonction de u et de k.
On note Sy = ukov - veuk L
@ Sk =iu”
p=1 Sk © M

K
By Skzzp.up Spar -
p=2

o Se=(k-1)(k-2)ut
Dy Sp=ku’

40 - Onen déduit que:
) Tr(uk) =0 Vkentier>0

By Tr(ukov) =0V kentier>0
el toutes les valeurs propres de u sont nulles
D  un’est pas nilpotent

IN CHOISY - Daprésdocuments fournis
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