
Problème 1

on pose pour tout entier tt > û, 1n = f""{sinx)o dx

1- La suite (In), n € N, vérifie

@ Io >Û Pour tout entier n > 0

O {In J est strictement décroissante

,% [k ] est *oissante

P{ [lo J est une suite alternée

-.r'!' 2-Anao 
*f (n+1) 1n = [n-1J lo-z,V n>2

O t1n=[n-1JIn.z,Vn>2

-X n1n = [n+2) In-2, V n>2

.W [n+2) In = [n+1) lo.e,V n.2

3 -Lavaleur de In est:

"kT ' *(Zn)ln'"- T^nl z

-v) ç= !1t,42n+12

O r2n+1=ffi

L^ = 
(Zn)l' 

-nQ2 (2" n!), Z

4-Ona

ali r+-1 = 5=1 vn> o
2n+1 I^-,

2n+1 Iru-, 2

c)ao 2n 
= 

Iro 
=1 Vn>0

^* Zn+l lro-,

- 2n I."Dr+' n+ I lro_,
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5 - La limite de jê- lorsque n-àoo est :

Iro-,

.vl -1/2

s') L/2

Yj non définle

6 - on pose un = .,614I- "=(2"n!)' ^F

[un] estdivergente

[unJ est convergente
.,

a, L

Ilmur
n+@ .rl n

limuo - 1oo
û+€
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ut n > 0 F" = n!13;'n-r2 et on formê Vp = ln(Fn*rJ - ln[Fn1

,xf vn = 1- n.ln(1+1/n) ' ù'n-

= 1* ,,,1,
2n"

= 1- [n+ll.rn [r* 
I 

J'2'tn

= 1- fn+!J,-2'

T7
Vn

V"

Vn

Vn

V"

V,t

Vn

ÈJ-

-sT

1 .1.
= --: * O(--;-)

n" n"
1 1 .r=* * d *o(nr)

=#.# *.(#)
1 l-l,

= -æ * 
Lzn, 

+ o(Fl
v \<
cv Lro^. A \_ {* )ro



9 - La série de terrne général Vn vérifie

6 la série estconvergente

6 la série est divergente

.L
o )\ = ln(q.,) - ln(F')

j.0 - En calculant iq+ on obtienr:(4r

-kf -E+ = 
u"- (n)' 2

F^. 
= 

x*t
(4)' 2

F2o 
- 

ùo

F.T_E
Èf #=

? u{. 1L - La suit€ [Fn], n € N*, vérifie :

-kf (Fn) est divergente (-:
Èf lgF' = z'o {Ç"\-' rlzr

er I'se =E
Èf fim{ = *oo

\ " 12 - Soit Jn = .,[-" i"osx)' dx , n > 0

9Y J1= f-lJnln

B) Jn=ln

9Y Jn+lx=n -5"=c.=T
,.D') l"< n/2

P=l

!

) v" = ln(R) - ln(F,)
LJt-"-
P=l

uo-t

6
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13 - soitR= f.rtfr - xtlndx, tr > û

Ç =Zlzn+z

K" - 2trxrt

- 2""*'çnt1'
^" - 12rr+1)!

*"= ît*'

14 - soitç* Jittx' - 1)"dx, n'> o

l-:K"
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Problème 2

Etant donnés deux réels strictement positifs a et b

On pose
o!t

lS.Lafonctian C*#==- r\ R

,!(tz+az)(tz+bz; 
â+) 

--t'(F

Xf
vr

l,6.Lafonction t ---> )/o

n'est pas continue sur l-oo; +ooI

est continue sur [0; çooI uniquement

est confinue sur l-oo; +oo[

est continue sur ]0; .1ooI uniquernent

+co

a

-6

+oo
f

I (a,b) - |
J
o

.{

9Y

I (a,b) = = 2l^-

-- 2I("'b)

YT

17. On a

-Kf
@

9Y

,yJ

est équivalente à V6z Quand t -r0

est équivalente à tb;;u"Ot -r *oo

est équivalente à tlftlquand r ---+ 0

est équivalente à tljlquand t --+ *oo

I (*,.b) divergente

tr{a,b) convergente

J(a,b)divergente

I{a,b) =/t1a,b)

w
"---------=-/-

1**

t'+ a2;1tt + bt)
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18.l(a,b) vaut

o
.yr
a

B)

rn d0 flt dgA) lo56 () JsGffim
nr/n do.r/-Js GæîWT

llc _ de
D) Jo@

19. On pose pourrr > A g(x) -- It1,,x)

g estcontinue sur]0; +col

9{1) = 1 -E
g a une limite finie en 0

,W lirrlr-,og(x) = 1oo

20. On a

A ) g nondérivable sur ]0; +oo[

B ) g dérivable sur l0; +*[

c ) g'{x} - d/' ffid'o Pourx e Jo; +oo[

D ) s'{x} = Ii/'#d.o pourr € lû; *ool

2L.l{*,b}vérifie

-kf l(a,b)=t(1a,b) 
^>ava,b), LTt",r)

@ I(a,b) - I(b,a) y a,b > t 
ê(a^ ,âb): '*

.{ I(a,a) = I(b,b) V a,b 2 A

O l(a,b) = trI{La,}ub) 1> A V a,b } A

\. 22, I{a,b}vérifie

.kf" I(a,b) - bs til v a,b ) o 
'1

p{ I(a,b) -}o@) v a,b > o

ttf ï{a,b} =}a@) v a,b 7 o

._D )

Ii:

t(a,b)=*nH Ya,b>û



Z3.Enutilisantle changementdevariable" =; ç -9, f ) û ona

A) I W, .lâfr) = I(a,b) v a,b ) a

B ) I W, ,f ,b) - 2rta,b) v ç,b 2 a

c ) J {ry, "1"ù -!r{o,b) v a,b > a

D) l(*,,t&)=a va,b)o

2,4. Soit a.,b > 0, on note (an)et (bn)les suites définies par ao = â, bo = b, et pour n à 0

aotbnen+L=Tetbn4- Jarbn

Pourtoutn ) 0,I (an,bn)vérifte

A) I{an,bn) - I(2a,b}

B) I(an,bn)-l(a,Zb)

C) I(an,bn)=l(a,b)

D) I(an,bn)-g

25. Pour tout n > 0, I(ao, bn) vérifie

A) I(a,,,bn) =fiSffrl

B) I(an,bn)=*n*,1

c) t(an,bn) -* s*,)

D) I(an,bn)=# nq)
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Problème 3

Dans tout le problème E est un O-espace veetoriel de dimension n > L, on désigne par l=[L,n]

l'ensembfe des entiers naturels compris entr.e 1et n. Si Ae 5r4""{t', on rappelle que la trace

de 4 notée Tr(A) représente la somme des éléments de fa diagonale principale de A. On

note XA{À} = dét(A - },1} le polynôme caractéristique de A.

Partie L

26 - On a V A,B e. SvIr(C):

.kr Tr{A,B}= {-1)".Tr{B,A}

@ - Tr(A.B)= Tr(B,A)

.6 dét(A,B)= dét(BA)

\ -ùJ Tr{A.B} = TrtA}.Tr{B)

27 - Soit A = (aq;)r.;;=" € 34;{0),si A est une rnatrice triangulaire supérieure on a alors :

-h
aéta=*4)" flu,,,

iÉl

xq(I)=ff(ar;* Â1
i€I

les valeurs propres de A sont réelles

A est toujours inversible

28 - Soit u € l{E}, on désigne par Ài ses valeurs propres, si u est nilpotent, alors :

-ù il n'existe pas de base de E dans laquelle u peut être représentée par une

matrice triangulaire supérleu re

O il existe une de base de E dans laquelle u peut être représentée par une

matriee tria ngul*i re supérie u re

Jry ilexisteunentierp€ltelQueue'OetfI \ * A

ok {€I___-;6
toutes les valeurs propres de u sont nulles

\ XP fl. ôanvtelrrr

29 - Soit u diftérent de 0 un élément de l(e). On définit sa traceTr{u} par la trace de sa

matrice dans n'importe quelle base. On suppose que loutes.!es valeurs proprcs

lulles'alors: yr,l(..-) -*[o- -a \-fln(c\
O un=o 'w('-.' 

{ N ) ù'".
\

@ pour tout k dans l, ïr{uk; =g 
\ 'e (ua v't'

)bf u est diagonalisable
2

Pf u =u

30 - Si Ae fuIz($) alors on peut écrire Xa(À) sous la forme :

.kf Xa{t}=},2+ÀT;A-détA Fà' + (-x)}'P + J*}A

% fiËi=$;iiâï:iâ Qn - â+rÊ + .*/T

.D+- Xeti"J = ?,.2 - ÀdétA-TrA

*r
@

-ç'tt'
,YY



31- si Ae kls(û) alors on peut écrire Xe(À) sous la forrne :

+y Xatl) = -À3 + À2TrA- 2{TrA2 - (TrÂ}2}À - détA

Pf xe(À) = -À3 + À2TrA - llrrn' + {rrR)2}À + détA
2',

l-f xn(I)= -1.3 + À2TrA * 1 ltrR'+ (TrA)2)À- détA
L

-y xa{l,} = -À3 + À2détA- 2{TrA2 + irrR}'z}}"- 2détA 
,L

(z -t z\.^, \ r {i'\ 
..

32-Lepolynôme caractéristique de A= 
I 
5 -3 3 

| 
est :

\-1 0 -2J

(-É)'* (-xl'[r-A t "' + Àùfi

I
q (1.

Aoï\rq
. .-.È\'- '
t-r,

\i i'
Ar
@

-<-Tyr
33 - La mat

o
-'ryT
-Pr)Y

34 - Ona

_vY-
@pr-
W

.4
-sfo

Xa(À)= -L3 + 31.2 + 3L- L

xn(h)=-À3-31.2-3â.-1
Xa(À)=-À3+31.2-3I+1
Xa(f,) = -1"3 + 3À.2 + 31. + 1

rice inverse de la matrice A précédente est:

A1=-A2-3A-313
A-1 = A2 + 3A -lg
A-1 = A2 - 3A +3ls

A-1= -A2 - 3A +lr

É =7Az - 5A +31:

Aa = 6A2 + 8A +3lg

Aa = 8A2 +3ls

Aa = 6A2- 5A +3ls

Partie ll.
Dans cette partie seulement on suppose que n = 2

Soit u €r{E), on définit sa trace Tr(u) par la trace de sa matrice dans n'imparte quelle base.

35 - u et v désignent deux é[éments de .1[(E] , u#0, vérifiant uov -. vou = u, on a

-à.f u est inversible et Tr{v} * Tr(u-lovou)

u est inversible etTr(v)-Iig11l.p :;^ 
r -,r, (qr')

-rrfr\* ,*

u est inversible et Tr(v) - Tr(u-lovou) = 2 
*$i rj .o*.- \. .r , pj, Lsr.

u n'est pas inversibl- .- -

Tr(u)= 1

dét{u}= 1
u2=0
u2 = (u -/2)

36-Ona:
,xr
-yaf

*
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37 - Soit e un vecteur de E tel que u(e) i 0 on a :

@ uz(e)= g 
,\. $*L

-vf u21e1* 
_: crr Qr!* 

'( - 
_ rr.(cl 

--o ?b)

@ la famille (u(e), e)forme une base -' - "È

Èf lafamille{u(e),e)estliée ç1 ,l*et:âc. ;r I "d î'' -'"'=ofu'
lo l\

38- Dans une base B : (e1 e2) u est représentée par I i'\00)
En Posant v{e2} = a.e1 *b ê2, ol1 âi

@ u{e2} = st

.vf v{e1}= au{e1}+ ib+1}u{e2}

-q v{e1}= bu{e1)+ (a-1}u{e2}

O vest représentée dans B par

Partie lll
Dans cette partie on ne suppose plus que n = 2 et u et v désignent toujours deux éléments

de ltE) , u*A, vérifiant uov - vou = u,

ry(cil uleô

{a; *\ ",
f o i) ""

d
39-Danscettequestionondésire,pourke ilicalculer ukov-uuu*enfonctiondeuetdek'

^On note 5k = uko',/ - u"uk I ...

40"

4ÈY 51= {k- 1}{k-Z).uk

PY Sk =k.uk

On en déduit que:

@ Tr{uk1=P vkentier>o

q. -Vf Tr{uk'v} =0Vkentier>0
Êl toutes les valeurs propres de u sont nulles
p+ u n'est pas nilpotent

k

Su = TuP
P=1
k_ \'r

5r. = ) D.tl'* .(-/',
P=2
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