On considére les fonctions @y qui 3 » Slément du segment 1={0,7/2}, associe
iy 107 (cos )2+ (sinw) ) et gaqui & w €lément du segment T associe
‘@a()= (sin W/ (cos w) *+ (sinw) * ), x étant un parametre réel.

Question 1:La fonction o
Ay est définie sur I pour tout x réel
BY est définie sur I pour tout x réel positif ou nnl v
#CY est définie et continue sur I pour x réel strictement positif
_D¥ est coritinue sur I uniquement pour x réel strictement positif

Question 2: La fonction ¢,
est dérivable sur I pour fout x réel non nul
_BY est dérivable sur I pour tout réel
7C) est dérivable sur ]0,n/2] pour tout x réel et a-pour dérivée
7 ool (2 (cos 1) >+ 2( - 1/2)(cos u)(sin #) ? Y (cos u) >+ (sinu) > Y
DY apour dérivée pour tout u appartenant 4 I et pour tout x réel strictement positif
Ty ()= (cos u)/(1-x")(sin 2u)

w75 E,
E EL
At

A2 2
Question 3: Les intégrales ) o) du et gﬂ ©a(u) du
o 0

_AY sont définies pour tout x réel car toute fonction continue sur un segment est intégrable

~ sur ce segment
@ sont définies pour tout x réel non nul car toute fonction définie sur segment est intégrable
sur ce segment

Cysont définies pour x réel strictement positif uniquement
/D) sont divergentes pour x = 0 car les fonctions ¢; et g, sont

au voiginage de 0

équivalentes 4 la fonction e
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Question 4: L'intégrale généralisée j (142 dt
g

_AY est divergente car la fonction 1/(1+t") n’est pas définie en 4o
Y est convergente car toute fonction continue sur [0,+«[ et admettant une limite finieen+c 2
une intégrale généralisée convergente sur ¢et intervalle
© est absolument convergente car la fonction 1/(1 -+¢%) est continue positive sur [0,+x] et est
équivalente & 1/ en +oc -
(D) estconvergente et vaut 7/2

Question 5: On pose J(x) = { o) du et K(x)=| pa(u) du

0 0
lorsque ces intégrales sont convergentes, On obtient en utilisant les changements de yariable

t=(tan u)/x etv=cosu lorsquex appartient & I’intervaile}0,1{
= ,

ﬁ{j’(x) = ) | w1+ B (142 B(1+E) 2% dt

g
HeC.

B = j (UQY) dt=af2
0

1 . )
©) K@= l 1o v+1—7)) dv

A

D) K(x)= ’(1‘/(1%1%)&)) dv = (1/Q(1-)") In((1H(1-2) /(- (1)

b S W L Y \
I = g
2 \ A-daa
: 72
Question 6: On pose J(x) = r;;(u) du et K{x)= } ©2(u) du, x appartenant 2 10,11
' 0 0

On obtient en wtilisant les changements de variable 7= (fanu)/x etv=cosu

i
/Aﬁ(:;) = & x(1+ 52 P 1+ 2 B(1+A 2P dt
. 0
1
B) )= l U1+ dt = /2
1
oF Xw= [ QNP V107 dv

1

D) K@x)= } ((1-(1-A) ) dv = (A=) In((1+1-) (- 1=5)

0




w2
On considere ’application f définie sur 10,4 par f{x)= x} u @u(u) du
: 9

s  Omuestion 7: ’La fonetion f vérifie
A7 £(1)=0
B) H1)=n"8
C) f(x) + f{1/x) = x n*/4 pour tout x appartenant & Tintervalle J0,+o[
D) fix) + f1/x) =n*/4 pour tout x appartenant 3 lintervalle 10,4«

Question 8: La fonction b définie sur IR par h(y) = u — (7w sin u)/2 vérifie
2:4};) h est indéfiniment dérivable sur-IR
_B) hest dérivable mais n’est pas 2 fois dérivable sur IR
_O) h est positive sur [0,7/2] car b’ est strictement positive sur ce segment
Dy heest négative ou nulle sur {0,7/2] car b est décroissante puis crojssante sur ce
segment

Question 9: On a pour tout x appartenant 3 ’intervalle 10,1
A) xK(xn/2 £ f(x)
B) 0< fix) < xK(x)n/2
C) ]in% f(x) = 0 car K(x) est équivalent 4 2 lnxen 0
X :

D) n/2 £ lim f{x)

>0

Question 10: Lorsque x tend vers +oc, f{x) a pour limite, si elle existe,
A) +e
B) —«x
C) /4 o
D) (n/4) - (n/2)
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PARTIE II e —

7 et p désignent des entiers naturels strictement positifs. IR désigne 'ensemble des nombres réels et C
I'ensemble des nombres complexes.
On note A4(IR) 'ensemble des matrices carrées d"ordre p & coefficients réels ; M étant un élément de

cet ensemble, on désigne par "M Ia matrice transposée de M.
| On note &, Pensemble des matrices orthogonales d’ordre p, ), I'ensemble des matrices sym#triques

d*ordre p, %, ’ensemble des matrices A antisymétriques d’ordre p telles que A%= -, ot I, est la matrice

mnité dans Iensemble des matrices carrées d’ordre p.

Si I’on désigne par X un vecteur de C7, ??désigne 1e vecteur dont les coordonnées sont les nombres

complexes conjugués des coordonnées du vectenr X.

Question 11 : Tout élément A
A de ensemble J, vérifie'A A=1T,
_BJ de ensemble 0, vérifie 'A= A
_C¥ de 'ensemble %, vérifie ‘A=A
D) de I’ensemble &, appartient 4 ’ensemble §,

Question 12: Ona

7. “A) tout &lément de I'ensemble S, est inversible
_By tout élément A de1’ensemble 0 est inversible car le déterminant det A= 1

_€J toute matrice antisymétrique d’ordre p est non inversible car ses coefficients

diagonaux sont tous nuls
@ pour qu’une matrice antisymétrique d’ordre p soit inversibie il est nécessaire que
Ientier p soit pair




Question 13 : L’ensemble 7, est
a _A) non vide pour tout p entier strictement positif
_BY vide pour tout p entier strictement positif
:C} non vide uniquement dans le cas ol Pentier strictement positif p est pair
DY non vide uniquement dans le cas ot ’entier strictement positifp est impair

o

Question 14 : L’ensemble 7, est
A) un sous-espace vectoriel sur IR de 'espace vectoriel (IR
B) un sous-anneau de P'anneau A4(IR)

C) un groupe pour la loi d’addition des matricés
@ un groupe pour la loi de muitiplication des matrices

Question 15 : L’ensemble S,est
(&) un groupe pour la loi de multiplication des matrices
B) un sous-espace vectoriel sur IR de Pespace vectoriel M,(IR) et un sous-anneau de
PPanneau ¥4(IR)
C) un sous-espace vectoriel sur IR de I’espace vectoriel M(IR) mais n’est pas un sous-
anneau de I"anneau 24(IR)
_DY un sous-anneau de ’avnean X4(IR) mais n’est pas un sous-espace vectoriel de

Pespace vectoriel #4(IR)
Question 16 : On désigne par J, la matrice de 44,(JR) définie par 1a décomposition par blocs

= ( ’ ln) pour tout # entier strictement positif. Ona
L, ¢
‘ /91) J.appartienta %,
BY il nexiste avcun entier strictement positif p tel que J,, appertienne 4 %,
(C) 3, appartient 3 7,

‘@ J.appartient & O,
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Soit A un élément, s°il en existe, de ensemble Fs, On désigne parf, il existe, 'endomorphisme
| de C* dont la matrice associée par rapport 3 la base canonique de C® ¢st 1a matrice A

Question 17 : Soit P un élément de i’ensemble Oz Alors lamatrice B="PAP = %
AY apparnen;t a é’a
By est anﬂsyme&aqua mais n’appartient pas 2 Fa,

_Cy n'estni symémque ni antisymétrique
(D) est inversible et a pour inverse la matrice 'P A” i19 ot A désigne Pinverse de A

Question 18: Ona
@) le spectre de la matrice A est inclus dans I'ensemble {—1,1}
_BY le spectre de la matrice A est inclus dans I'ensemble {7}
Y —i est valeur prbprc de I’endomorphisme f* car la matrice (A + i 122 n’est pas
inversible puisque A est une matrice & coefficients réels ,
(D) les valeurs propres complexes de Pendomorphisme fsont conjuguées deux 4 deux car
A est une matrice 3 coefficients réels

Question 19 ; Soit x un vecteur de c* alors
A%’Ie vecteur f{x)+ix est vecteur propre de ’endomorphisme fassocié dla valeur propre i
,B’)/ 1e vecteur f{x)+x est vecteur propre de I’endomorphisme f associ€ a la valeur propre 1
¥ le vecteur f{x)—ix est vecteur propre de 1’endomorphisme fassocié 4 la valeur propre i
@ le vecteur fx) est vecteur propre de 1’endomorphisme fassocié 4 la valeur propre }1,

car A= -Ip,

Question 20 :
@A) A) C” est 6gal 4 1a somme directe des deux sous-espaces propres de 1’enﬁomgrphisme f
_B) C% est égal 4 Ia sorme directe des trois sous-espaces propres de l’endemerp}sasme 7
J I’endomorphisme fest diagonalisable i
Dy Pendomorphisme fn’est pas diagonalisable o




Question 21 : De maniére générale

(A) un espace vectoriel E sur C est nécessairement un espace vectoriel sur IR et sa
dimension sur IR est le double de sa dimension sur C

_BY un espace vectoriel E sur IR est nécessairement um espace vectoriel sur C

€) pour pouvoir étendre la structure d’espace vectoriel de E sur IR au corps des
, complexes C, il faut guela Mion de E sur IR soit paire

DY) pour pouvoir étendre la structure d’espace vectoriel de E sur IR au corps des

complexes C, il suffit que la dimension de E sur IR soit paire

Question 22 : On désigne par dimg la dimension d’unsspace vectoriel sur le corps K. Soit u
application qui 4 tout élément X de C* assac@g j;s:x note E;le sous-espace propre de fassocié 4
la valeur pmpfe As, uvérifie R

A) u est linéaire lorsque C™ est considéré comme espace vectoriel sur C

B) u estlindaire lorsque Cest f(:onsidété:comzne espace vecioriel sw IR

C) les dimensions sur IR des espaces vectoriels #(E;) et E;sont ¢gales

D) dimp u(E)= (HmrE) -1

Question23: Ona
A u(E;) est inclus dans E, et u(E,) est inclus dans E,
BY dim¢ Ey=n+1
©) dimg B1=dimgE;=n
I_i) dimc By = dimcEy=n

Question 24 : Soit X et 'Y deux vecteurs de I'espace vectoriel C*
(A) siX etY appartiennent & deux sous-espaces propres de fdistinets alors X et Y sont
orthogonaux
By §i X et Y appartiennent au méme sous-espace propre de falors X et Y sont
orthogonaux car 'YX =0
C) siX et Y appartiennent au méme sous-espace propre de falors X ¢t Y sont
 orthogonaux car 'YX =0
D) siXet Y appartiennent an méme sous-espace propre de falors X = 0 car la matrice
A appartient 4 ’ensemble 7,
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Ouestion 25;
_AY il n’existe pas de base orthonormale de espace vectoriel C? formée de vecteurs
propres de f

B) Iafamille (Xg, Xa,-.... Ko, Xty Koo ;X), 011 (X3, X,e.... X) €5t tme base
orthonormale du sous-espace propre E;, constitue une base orthonormale de C¥*

& 1a famille (Xs, Xa,. v Xy X, Kaperonr » Xop), 00 (X1, Xo,... ,X,) €5t une basé
orthonormale du sous-espace propre E,, constifue une base orthonormale de c*

DY 1a famifle (X1, Xayeoror Ksts Xto Koy vre 5 K1) Ol 055, Ky ovve s Xpet) 5t ume base
orthonormale du sous-espace propre ,, constitue une base orthonormale de c*

Soit (X1, Xz,.... »Xn) une base orthonormale, il en existe, du sous-espace propre Ey. On pose pour |-

tout entier / compris entre 1 et n, Zy=X;+ )Z, et Zpy = i(Xj— 5_9) = A

Question 26: On a alors, pour tout entier j compris entre 1 et i,

A) AZj=-7; et Ayn=Zjn AL, &
. . Y e e
BY Alyy=-Zy ot AZy=-17, L ¢

C) 2 2/="Zpm Zym = 0
D) % Z="Zpen Zjn = 1

Question 27; Pour touf entierj et kX compris entre 1 et n,ona
A) sijetksont distinets, Z; Zi="Zsin Zisn = 0
B) 'Z Zi= Zisn Zion = 0
C) 2 Zion = Ky Xt K X % X+ KX =0
D) la famille (Y1, Ya.,..... ,Y2,) définie, pour tout entier j compris entre 1 et 2 par
VZ Y;= Z;, constitue une base orthonormale de TR?




Question 28: J, étant la matrice de A4,(IR) définie 2 Ia question 16, ona

A)la mamce de I’endomorphisme f dans la base orthonormale (Yi, Ya,..... , ¥an) définie
2laquestion 27, est égale & — I,

B) lamatrice de Pendomorphisme f'dans la base orthonormale (Y3, Ya,..... ,Y2,) définie
& la question 27, est égale & 1,

C) la matrice de Pendomorphisme f dans I bas orthonormale (Z, Za...... Zay) st égale

- ‘

D) la matrice de passage P de la base canonique 2 la base (Y, Y,..... , Ys,) définic 4 1a

question 27, appartient & 5, et est telle que J,= PAP

PARTIE 11

{ On note F la fonetion définie par =
F(x) = 2 D"
=1

et G la fonction définie sur ]1,3o¢[ par

G(x)= Z 1
=]

IR désigne l'ensemble des nombres réels. E() désigne la partie entiére du réel y

Question 29 : On pose f,(x) = (-1)" "+, On &tablit que

A9 la série de fonctions de ferme général £,(x) converge imiformément sur IR

_BY la série de fonctions de terme général f,(x) converge normalement donc
uniformément sur l'intervalle [0,+oc] .

¥ 1a série de fonctions de terme général £(x) ne peut pas converger uniformément sur
I'intervalle [0,4-oc]

@ la fonction F tend vers 1 quand x tend vers +c car la fonction u, tend vers 0 pour tout
n entier supérieur ou égal 4 2 et série de fonctions de terme pénéral £(x) converge

normalement done uniformément sur l'intervalle 24|
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Question 30 : Soit x un réel strictement positif. On considére 4, la fonction définie sur J0,4ocf par
hd) = (lnf)/f". On montre que ‘

A 1a fonction %, est dérivable mais n'est pas de classe C sur 0,4

_BY la suite de terme général (lnm)/® est décroissante & partir du rang B(e') carla
fonction h, est décroissante sur [6'* +«] et croissante sur 10, 8% o

Oyl suite de terme général (Inu)/n” est croissante & partir du rang E(e'”) +1 carla
fonction A, est croissante sur [¢'”,+oc[ et décroissante sur 10, el

DY la suite de terme général (tomy/n" est décroissante

Question 31 : On établit que
A) la série de fonctions de terme général £'(x) converge nniformément sur tout intervatle
[a;+oc] ol.a est un réel strictement positif
By "la série de fonctions de terme général £;'(x) est une série alternde divergente sur
e ‘ ’
C) la fonction F n'est pas dérivable sur l'intervalle J0,4oc[
D) la fonction F est de classe C* sur I'intervalle 10,4+o¢]

Question 32 : Onmonire que
A Fx)= (1 — 2" G(x) pour tout x strictement supétieur 4 1
=t , s i
B) Fx)=(2"" -1)G(x) pour tout x strictement supérieur & 1
Y lafonction G tend vers 1 quand x tend:vers +ec car les fonctions F et G sont
équivalentes en + .
@ la fonetion G tend vers —1 quand x tend vers +oc car les fonctions F et —~Gsont

équivalentes en +oc
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Question 33 : On considére la suite de fonctions (u,), # entier naturel non nul, définies sur
Pintervaile [0,1[ par a

)= E () . On éablit que

i=g

_AY 1a suite de fonction de terme général u, diverge sur l'intervalle [0,1]
By Ta suite de fonction de terme général u,converge simplement vers la fonction
U(t) = 1/(1—) sur lintervalle [0,1]
0 F1)=~— In2 en uilisant le théoréme de convergence dominée
@ F1)= 1n2 en utilisant le théordme de convergence dominge

Question34: Le déve}oppément limité au voisinage de 1
_AY de la fonction F4 Yordre 1 s'écrit F(x) = In2 +x F'(1) +o(x)
_-BY dela fonction F & l'ordre 1 s'écrit F(x) =1n2 + (1-x)F '(1) +o(1-x)
0¥ de la fonction (1-2") & l'ordre 2 s'éerit 121 = xn2 — (In2)’5*/2 +0(x")
DY de la fonction (1-2'*) & ordre 2 s'écrit 1~2"= (x~1)in2 — (In2)2(x~1)’/2
+o(-1)

Question 35 : On en déduit que Ja fonction G peut s'écrize ;aui voisinage de 17
AY Gx) = (U H( F'(1)n2y+-(1n2)/2) + o(1)
B G =(-1)H(F(1Yn2)+(In2)12) +o(1)
Oy Gx) = @-1yH{ F'(1)/n2)Hn2)/2) + o(x~1)
D) Ge) = (V1) F'(1)In2)y+(1n2)/2) + o(1)

Question 36 : On considére la série de fonctions de terme général vy, 72 entier naturei non nul,
définies sur le segment [1,2] par i
vu(x) = (1) — i dy/f” . On montre que
(&) la série de fonctions de terme général v, diverge sur [1,2]
_BY la série de fonctions de terme général v, converge simplement sur {1,2] car
0= v,(x) < (1477) ~ (U(+1)") terme général d'une série convergente
_©Y 1a série de terme général v,(x) a pour somme G{x) — (1/(1-x)) sur l'ntervalle
11,2]
(D) 1z série de terme général v,(x) 2 pour somme G(x) sur I'intervalle J1,2]
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Question 37 : Lasérie de fonctions de terme geénéral v,
_AY converge uniformément sur e segment [1,2]
?} converge uniformément sur fout segment [o,2] de lintervalle ]1,2] mais ne
converge pas uniformément sur le segment [1,2]
| {C) ne peut pas converger uniformément sur le segment [1,2] car la série diverge sur

cet intervalle _
Dy 'ne peut pas éonvm'ger uniformément sur le segment [1,2] car la série ne converge
pas normalement sur cet intervaile

Question 38 :  On note y la somme, si elle existe, de la série numérique de terme général v,(1), »
entier paturel non nul. On monfre que |
A) 1a somme de la série de fonctions de terme général v, est continue sur lintervalle
11,2} mais n'est pas continue en 1 .
B) la somme de la série de fonctions de terme général v, est continue sur le segment
[1,2] comme somme d'une série de fonctions continues uniformément
csnvargehte sur [1,2]
" C) G(x) =(1/x) +y +0(1) au voisinage de 1* et F'(1) = In2(y - n2/2)
D) Glx)=(1/(x~1)) +y +o(1) au voisinage de 1*et F'(1) =In2(y — n2/2)

On désigne par IR[X] Yensemble des polyndmes 4 coefficients réels. On identifie un polyndme et
sa fonction polynomiale associée.
On dit qu'une suite (By) de IR[X] est une suite de polyndmes de Bermulh si elle vérifie les

propriéiés suivantes:
Bg = 1, et pour tout entier naamel nonpuln, B, =n B, et } B, (Hdr=0

On admet qu'il existe une et une seule svite de polyndmes de Bernoulli que Pon notera (B,), on
I'appélle la suite de polynémes de Bernouili. On pose b, = B,(0).

Soit k un entier naturel, on définit l'application g, de IR dans IR par :

gux) = Bay(x/2m) peur tout x appartenant & Vintervalle [0,2x] et g est périodique de période 2.
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Question 39 : Pour tout k entier naturel, la suite (S,(gy)), 7 entier naturel, des sommes partielles
associge 2 la série de Fourier de la fonction gy
{A) converge en moyenne quadratique vers la fonction gi sur le segment {0,2x]
B) converge en moyenne quadratique vers la fonction g sur IR
C) converge normalement donc uniformément vers la fonction g sur IR car gy est
continue et de classe C' par morceaux sur IR
D) converge uniformément vers la fonction gy sur IR, mais ne converge pas
normalement sur IR car g; n’est pas de classe Clsur IR

Question 40 : Pour tout k entier naturel et pour tout x réel, on a:

A) gl = (@aB/2) + Z(a,,(k)ccs{m) + b,,(k)sin(m))avec 20=0, a(E=(— 1) 2B V/(2mn)"= by(k)

pour tout 7>0 #=0

B) gux) = (ae(k)/2) + E(a,,(k)cos{nx) + bu(K)sin(nx) Javec 20=0, a,(K=2(~ Y epyemy™
by (R)=0 =0 .
pour tout #>0

C) bu= 2(-DF'@BYER* GRR)
D) bu= -D*'@RYC™ G2k
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