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Soit I’équation différentielle y' = f(y) avec f : R — R application de classe C!. Soit h € R**. On
suppose que ’on connait déja les valeurs y(0) = yo,y(h) = v1,¥(2h) = y-.

Question 34
Le polynome de degré 2 prenant les valeurs f{yg),f(v1),f(y2) en 0,h,2h s’écrit az® + bz +c avec:

_ fly2)—=2f()+f(yo)
a) a= __—h_’_.._
b) a= fly2 +"£hy-x)+f(yo)

— —f(y2)+4f(y:1)=3f(yo)
c) b= : 2h1 :
d) b= f(yz)—4f(y1)+3f(yo).

Question 35

_En remarquant que I’équation différentielle permet d’écrire:

3h
y(3h) = y(2h) + o fy(t))dt

et en remplacant dans cette expression f(y(t)) par le polynéme précédent, on obtient pour y(3h)
I’expression approchée suivante :

a) y(2h) + & (23f(y2) + 16 (y1) + 5f(v0))
b) y(2h) + £ (237 (y2) + 167 (u1) + 5 (v0))
¢) y(2h) + & (23f(y) — 16f(31) + 5 (30))
d) y(2h) + & (23f(y2) — 164 (1) + 5f(30))

Question 36

On suppose maintenant que l’on posséde une valeur approchée de y(3h) notée 73. En utilisant
un polynéme prenant les valeurs y1,y2,73 aux points h.2h,3h et en s’inspirant de ce qui a été fait
aux questions 34) et 35) la valeur approchée de:

3h
y(2h) + fly(t))dt
2h
est
a) y(2h) + 15 n(5F(@3) +8f(y2) — f(w))
b) y(2h) + & (5f(33) + 8F(y2) — F(w1))
o) y(2h) + £ (=5F(F3) +8F(v2) + f(w1))
d) y(2h) + ( 5f(93) + 8f(y2) + f(n1))

Question 37

Dans la question précédente, on a établi une formule donnant une valeur approchée de y(3h) a
partir de 3. On notera cette formule sous la forme d’une application F. On construit une suite
(un)nen par récurrence en se donnant ug = ¥3 et en posant ¥n > 0,up4; = F(u,). On a alors:

a) Vn > 1, |unt1 — uq| = %lf(un) = flun-1)|-
b) Vn > 1,|unt1 —un| = sﬁ—hlun - Up_q]-
C) vn > 1, 'Un+1 - unl = %lun - un—ll'
d) Vo> 1, [unt1 — un| = %’f(un) = flun-1)}-
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Ce sujet comporte 40 questions, toutes obligatoires
Liste des questions pouvant étre liées:
1-17, 18-30, 31-40.

Dans la suite, pour une matrice réelle carrée M, les notations tr(M) et det(M) désigneront
respectivement la trace et le déterminant de la matrice M. Pour une matrice réelle quelconque A,
Pexpression L; + aL;+fL; (resp. C; + aC;+3C; avec o, deux réels, sera une abbréviation pour
I'opération élémentaire consistant & remplacer la ligne (resp. colonne) ¢ de A par la combinaison

_linéaire & coefficients a et S de cette ligne (resp. colonne) et de la ligne (resp. colonne) j. De
meéme, L; & L; (resp. C; + C;) signifiera que I'on permute les lignes (resp. colonnes) d’indices
1 et 7. Enfin, Id désignera la matrice identité et 0 la matrice nulle.

Soit la matrice:

1 3 0 0
-1 =20 o0
M=1 19 —31 -3
1 0 1 =2

Question 1

On effectue l'opération: Ly + Ly — L3 pour obtenir une nouvelle matrice M;. On a:

a) det(M) = det(M,).

b) det(M) = —det(M;).
c) ker(M) = ker(M,).
d) ker(M) # ker(M).

Question 2

En développant par rapport a la 3 iéme colonne, on obtient :

) det(
) det(
c) det(
) det(

det

M)
M):
M) =
M)

Question 3

On définit I'application P : C — C par VA € C, P()\) = det(M — Md). 1l existe deux complexes
a,b tels que pour tout A € C:

a) P(\) =1+ az+ bz? - 22° + z4.
b) P(\) =2+ az + bz? + 1 + .
c) P(\) =2+ azr+ bz?22% + zt.

d) P(\) =1+ az+ bz? + 223 + 4.
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Question 4

En prenant la valeur particuliére A = 1, on obtient: P(1) = det(Q) avec:

0 3 6 0
-1 -3 0 O
Q= 0 -3 0 -3
1 0 1 =3

En effectuant dans I’ordre les opérations Ly <~ Lo + Ly, L3 + Lz + L1, C1 « C; — C3 on obtient
un matrice dont le déterminant a pour valeur:

a) P(1).

b) —P(1).

c) 2P(1)
—2P(1).

Question 5

La valeur de P(—2) est:

a

© w

c) -3.

d

o
R BN N

©

Question 6
On déduit des deux questions précédentes que P()) est une fonction polynoéme dont les coefficients

sont :

a) De somme nulle.

b) De somme strictement négative.

¢) Strictement positifs.

d) Strictement positifs sauf celui de degré 3 qui est nul.

Question 7

Déterminer deux complexes a,f tels que pour tout A € C,P(A) = (A% + a) + B)? et en déduire
que M posséde:

a) 4 valeurs propres réelles distinctes.

C

d

)
b) 2 valeurs propres réelles doubles.
) 2 valeurs propres doubles.

)

1 valeur propre réelle double et 1 valeur propre imaginaire double.
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Question 8

Le théoréme de Cayley-Hamilton permet d’affirmer que:

a) M= M + Id=0.

b) M2+ M +Id=0.

¢) M? — M + Id n’est pas inversible.
d) M? + M + Id est nilpotent.

Soit @ € [~1,1]. On s’intéresse maintenant & I’ensemble E des endomorphismes de R? tel que
E={fIf’+af +1d = 0}.
Question 9

Soit R[X] I'algébre des polynomes & une indéterminée et 3 coefficients réels et soit f € E non
" nul. On définit une application 7 de R[X] dans I’ensemble des endomorphismes de R* par:

N N
VP =3 a,X" € RX),5(P) = Y aif’
i=0 1=0

L’application 7, vérifie:

a) ns(PQ) = Pns(Q) + s (P)Q.
b) ns(PQ) = ns(P)ns(Q).

¢) 17(0) = Id.

d) ns(1) = Id.

Question 10

Soit le polynome Q(X) = X? + aX + 1 de R[X]. Pour tout polynome P € R[X], la division
euclidienne de P par @ montre qu'il existe un polynéme R tel que:

et le degré de R est au moins 2.

a) P(f) = R(f)

b) P(f) = R(f) et le degré de R est au plus 1.

c) P(f) = Q(fIR(S) et le degré de R(f) est au plus 1.
d) P(f) = Q(f)R(f) et le degré de R(f) est 1.

Question 11

L’endomorphisme f a:

a) au moins une valeur propre réelle.
b) exactement une valeur propre rélle.
¢) aucune valeur propre réelle.

d) 0 ou 1 valeur propre reéelle.
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Question 12

On déduit de la question précédente que le noyau de 7y est:

a) de dimension 1.
¢) réduit a {0}.

)
b) de dimension 2.
)
d)

L’ensemble des multiples de Q.

Question 13

On déduit de méme que I'image Iy de 7y est:

a) de dimension 1.

. b) de dimension 2.
¢) de dimension strictement supérieure a 2.
d) de dimension 0 ou 1.

Question 14

On munit R* d’une loi externe I; — L(R*) en posant pour ¢ € I; et z € R*: ¢.7 = ¢(z). En
prenant comme loi interne I’addition usuelle des vecteurs et comme loi externe la loi précédente,
R* a une structure d’espace vectoriel car :

Question 15

Soit e; un vecteur non nul de E. Le couple (e;,f(e;)) est:

a) Une famille libre du R-espace vectoriel R.

b) Une famille libre du I;-espace vectoriel R?.

¢) Une famille génératrice du I;-espace vectoriel R*.

d) Une famille génératrice d’un sous-espace vectoriel de dimension 1 du Is-espace vectoriel R?.

Question 16

En prenant e, vecteur de R* n’appartenant pas au sous-espace vectoriel réel engendré par
(e1,f(e1)), et en considérant la famille (ey,f(ey1),e2,f(e2)) on montre que le I;-espace vectoriel
est :

a) de dimension 1.
b) de dimension 3.
c¢) de dimension 2.
d) de dimension 4.
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Question 17

Il existe une base de I'espace vectoriel réel R? dans laquelle la matrice de f est:

10 0 0 110 0
01 0 0 010 0
2) 1 g 0 -1 o0 1o o1 -1
00 0 -1 000 -1
0 =1 0 0 010 0
1 =1 0 0 010 0
910 0 o0 -1 Dl oo o0 -1
0 0 1 -1 000 -1

On s’intéresse dans cette partie aux applications continues sur Rt* solutions de 1’équation fonc-
tionnelle (E):
Vz>0,f(z+1) =zf(z)

Question 18

Soit f une solution de (E) prenant des valeurs strictement positives dans l'intervalle 10,1].

a) f est strictement positive sur tout R+*.
b) f s’annule pour z € Nz > 2.
c) f se prolonge par continuité en 0.

d) f admet une limite & droite et & gauche pour z € N, mais ne peut pas étre continue en ces
points.

Question 19

Soit f1 et fo deux solutions de (E) satisfaisant aux conditions de 18). On définit les applications

91,92 par gi(z) = log(fi(z)) et g»(z) = log(f2(x)). en tout point z > 0 ou fi(z) # O (resp.
fa(z) # 0). On pose enfin h = gy — g;.

a) h est nulle sur tous les entiers.

b) h est périodique sur Rt de période 1.
c¢) h est strictement croissante.

d) h est continue sur R**.

Question 20

On se donne f satisfaisant aux conditions de 18) telle que f(1) = 1. On pose comme précedemment
g = logf en tout point ou f ne s’annule pas et on suppose que g est convexe. On a alors pour
tout z €]0,1} et tout n € Nn > 1:

g(z +n) — g(n) > zlog(n — 1)
g( (z) 2 (1 - z)log(n).
g(z +n) — g(n) < zlog(n).

g(z +n) — g(z) < zlog(n)
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Question 21
Sous les hypotheéses de 19)., la quantité g(z + n) — g(n) vaut:

z) + log(z) + ;"f’(log(:c +1) —log(7)).

a) g(
b) g(z) + log(z) + Liry (log(x + i) — log(z +i — 1)).
) g(
) g

(¢]

T) + log(z) + Y1, (log(z + i + 1) — log(z + 1)).

d) g(z) + log(z) + 21_1 (log(z + 1) — log(3)).
Question 22

Soit z €]0,1] et soit la série de terme général : u,(z) = zlog (;’_l—l> —loglz+n— 1)+ log(n — 1)
avecn > 2. Pour n — +ooon a:

" a) ua(e) = 2 1o (L)
b) un(z) = (—n»_r—l+o(—15) :
(z—-1)(-1)" (

¢) un(z) = i_:n(—- +
d) up(z) = 2 4
Question 23

Pour z €]0,1], la série de terme général u,(z) converge:

a) Simplement car elle est alternée.

b) Absolument.

¢) Simplement mais pas absolument.

d) Simplement car u,(z) est positif, décroissant avec n pour n assez grand.

Question 24
Soit u(z) la limite de la série 5., u;(z).
a) u(z) se prolonge par continuité en 0, mais pas en 1.

(z)

u(z) se prolonge par continuité en 0 et en 1.
()
(z)

)
)

c) u(r
)

=

se prolonge par continuité en 1, mais pas en 0.

o

u(r) ne se prolonge par continuité ni en 0 ni en 1.

Question 25

On pose h(z) = —log(z) + u(z) en tout point z de I'intervalle ]0,1] pour lequel cette quantité est
définie. On a:

a) g(z) = h(z) pour z €]0,1].
b) g(z) = h(z) pour z €]0,1].
¢) g(x) = h(z + 1) pour z €]0,1].
d) g(z) = h(z + 1) pour z €]0,1].
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Question 26

On déduit de la question précédente et de 19) qu’une application I' strictement positive sur
10, + oo, solution de E) telle que I'(1) = 1 et logy soit convexe :

a) Ne peut exister que sur ]0, + oo[—N.

b) Existe et toute application de la forme T + h avec h périodique de période 1 est solution de
E).

c) Existe et est unique.

d) Existe.

Question 27

En tout point z €]0,+ oo ou I est définie, et en utilisant le résultat de la question 25)., on obtient
la relation suivante:

I n®{n—1)!
M — 00 z(z+1)..(z+n—1)"

)=

z) = iy yo0 T g
) =
)

n_*n!
R e e

n-®

= limp 400 m ’

Question 28

Soit, la seérie de terme général g, = log-%; — L. Elle est:
a) Simplement convergente car alternée.

c) Absolument convergente car g, = = + o(;;) pour n — +co.

i

)

b) Simplement convergente car Qn est positif décroissant.
) 2n~
)

d) Absolument convergente car ¢, = 2+ O(;}v) pour n — +0c0.

Question 29

On note v la limite de la série de terme général g,. En remplacant dans I’expression de u,, définie

en question 23). log-"; par -1 + (log—”— - , on obtient en tout point z €]0, + cof ou T

1
n— n—1 n—1i

est définie:
a) D(z) = 7= [[1%5 €3 ( +£)7
b) T(z) = e L [[F e (14 2)7".
¢) D(z) = e [[15 e ( + %)_71 .
d) I(z) = e 1117 16: (1+ 3)_1.

Question 30

On déduit de la question précédente que pour £ — 0,z > 0:
a) I'(z

tend vers 1.

)
~
ﬁj
8

N N ENLANL

tend vers +o0o0.
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Dans cette partie, on étudie un algorithme d’intégration numérique des équations différentielles
commu sous le nom de méthode prédicteur-correcteur. Dans la suite, on note R, [X] ’ensemble
des polynémes en une indéterminée a coefficients réels et de degré inférieur ou égal & n que 'on
munira de sa structure canonique d’espace vectoriel réel.

Question 31

Soit (z1, .. .Z») un n-uplets de réels et soit P, le polynome de R, [X] défini par Pp(X) =[] (X -

z;). Pouri=1...n on pose Q;(X) = (};"—f):)j La famille des (Q:)i=1..n €st:

a) Une base de R, [X].

b) Une base de R,_; [X].

¢) Une famille libre de R, [X].

d) Une famille génératrice de R,[X].

Question 32

L'opérateur de dérivation D est I’endomorphisme de R,[X] tel que D(1) = 0 et D(XY) =
iX*71i=1...n.Ona:

3.) DPH(X):Zlel t
b) DPn(X) = 30, iQ:
¢) DP,(X) =30, &
d) DP,(X) =31, CrQ;

Question 33

Soit (y1 ..-yn) un n-uplet de réels et soit f une application polynome de degré n — 1 telle que
Yyi = f(Ii).i =1...n.

a) L’ensemble des applications polynomes de degré n — 1 vérifiant cette propriété est un espace
vectoriel de dimension 1.

b) L’application f est unique. .
¢) On peut calculer f comme étant ’application polynéme associée au polynome
n r
. yiPn (X)
g(xX) =) ———=
(_)k - .’Ei)DPn(.’L‘i)

=1

d) On peut calculer f comme étant I’application polynéme associée au polynéme

o = yiPn(zi)
9= Y X2 DPaT)

i=1
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Question 38

On suppose maintenant que la dérivée de f est bornée en valeur absolue sur tout R par un réel
positif M > 0. Le théoréme des accroissements finis montre que:

a) On peut trouver 0 <r < 1et h> 0 tels que |upy1 — un| < 7.

b) On peut trouver 0 <7 < 1 et h > 0 tels que |upy; — un| < 7"

On en déduit que:

c) La suite (un)nen est de Cauchy et converge vers u vérifiant u = F'(u).
d) La suite (u,)nen est de Cauchy et converge vers 0.

Question 39

On veut résoudre ’équation y' = arctg(y). On donne h = 1,50 = 1,37 = 1.9561,y> = 3.1460. On
applique tout d’abord la formule donnant g3, puis on construit la suite (u,)nen. On peut estimer
y3 & 1072 prés par:

a) 5.10
b) 4.82
c) 5.51
d) 4.46

Question 40

La méthode reste convergente pour :

a) h=4.
b) h=2.
¢) h=-3.
d) h=-4.

- D'aprds documants fournis.

IMPRIMERIE NATIONALE.



