PARTIEI

Soit (x_) une suite bornée de nombres réels.
N"pe N

On définit la suite (v ) par
PFpeN

n
1
Yne N yn=n+12xk
k=0

On désigne par inf x, (resp.sup x,) la borne inférieure (resp. supérieure) de I’ensemble
nzp n2p

{x,/nzp}

Question 1
La suite de terme général inf X,,n€EN, est
p2n

a) convergente car décroissante et minorée ,

b) croissante et majorée mais divergente car elle n’est pas de signe constant
C) croissante, minorée et convergente

d) convergente car toute suite bornée converge.

Question 2
La suite (inf yp)’1 ey &St
pzn
a) décroissante et minorée car elle a les mémes propriétés que la suite (inf Xphe N

p2n
b) croissante et majorée donc convergente

. . VI
¢) divergente car la série de terme général - diverge
n

d) minorée et convergente



Question 3

Les limites des suites (inf xp)n cn Ct (inf yp)n < n Vérifient, si elles existent

p2n p2n

a) lim (inf x,)< lim (inf y))

n— +eo pZn n = +eo pZn
b) lim (inf x,)2 lm (inf Vp)
n— tea pZ” n-—3 +oo: pZn
et celles des suites (sup Xp)yen €t (SUp Yohne N
p2n p2n
¢) lim (supy )2 lim (sup xp)
n— +oo p>n n — +oo p>n
d) lim (mf—y )=- lim (sup y,) 2~ lim (sup x,)
n— +oo p>n n— +oo p>n n— +oo p>n
Question 4

On considere dans cette question le cas particulier o la suite (x,) N
ne

VnenN  x, = (-1)".Onaalors

1
+1

a) y, = 0 sinestimpairety, = sin est pair

3

1. . . 4 .
b)y, = - T s1nestimpairet y, = 0 sin est pair

¢y hm (nf xp)=0= lim  (sup xp)
n— +oo p?.n n-— +oo pZn

d) lim (1nfx)< lim (infyp)z lim  (sup ¥p) < lim
n— too p>n n = +eo pzn n— +oo p>n n— too

Question 5
On peut avoir pour certaines suites bornées (xn) N
ne
a) (xn)n . convergente et (inf xp)n€ N divergente
p2n
b) (xn)n e N divergente et (inf xp)n < n convergente
p2n
et pour toute suite bornée (xn) N on a I’équivalence
ne

est définie par :

(sup x,)

pz2n

c) [(xn)n . convergente] < [(inf x ) et (sup x ) ne N convergentes]

pzn pzn

d) [(vn)n e N convergente] & [(inf; Xppen € (su1>) Xppe N

[§8)

sont convergentes et]
ont méme limite



Soit 4 un nombre réel non nul, « un élément de !’intervalle 11, + oo et ( un) une suite
n

de nombres réels strictement positifs convergeant vers 0 et vérifiant lim 8,= 4 ou

n— +oo
l-a -
0, =u, -—u,.,u, Vne N
Question 6
On a nécessairement
a) A<0
b) A>0
t la suite (x défini =u 7% 7Y whenw
et la suite A”)neN ctiniepar x, = u, |- u, ne
c) est convergente et a pour limite (1 - a) 4
d) estdivergente car Vne N x, = [(1-6 0L_])I_O( 1] b= ot
& n = — YU, —1llu,
. | -« ‘
lim v, "= +e
n— +oo
Question 7
Soit (x ) et (1) les suites définies par :
MhewN "TMhe N P
1 n
. _ -« l-a L i . ,
VneN x,=u, ;- u, = ety = — > x,. Lasuite On)ne .

k=0
a) a pour limite (0. — 1) A4 car (x converge vers (a0 —1)4
)ap ( ) VSN g ( )

b) a pour limite (1 — )4

et la suite (v ) est équivalente a la suite
MhneN

1

-
Cc) n

d) [(1-oyd4' " *n'"@




Question 8
1

.. L. . = . i
La série numérique de terme général n g ,Be R, converge si et seulement si

a) B<2
b) B<O
+eoo
et la série a termes positifs Z u,
n=0

1 1

. . 1-a
c) converge si et seulement si 1< o <2 car u, V(o — 1)A4] n
1 1

d) diverge car u ™ (0 - l)A]l—a n' "% avec o> 1

Soit f une fonction dérivable sur R et (v,) la suite de nombres réels définie
neN

par: VneN v, ., = f(v,) etv,>0 donné

Question 9
Considérant le cas général d’une série numérique Y. w
n=0

., » la convergence vers O de la suite

(w.) est
MnenN

a) une condition nécessaire de convergence de la série
b) une condition suffisante de convergence de la série

Pour que la fonction f's’annule en 0

c) il est nécessaire que la suite (vn) converge
ne N

d) 1l suffit que la série de terme général v, converge



On suppose désormais que f(0) = 0

Question 10

Si la fonction fest telle que |[/(0)| < 1 alors pour tout k € R tel que 0) <k<1ona
q

a) flx)<klx] VxeR

+o0

b) la série v_ converge absolument pourtout v.>0 car Vne N
n =4 p 0

n=70

c) il existe n € Ri tel que pour tout v, € 10,0 |v,| < k"vo

+o0
quent la série Z v, converge
n=0
d) lasérie » v, diverge pour tout v,> 0
n=0

Question 11

oo

Si la fonction fest telle que |[/(0)] > 1 alors la série z v,
n=0

a) est divergente
b) est convergente

c) est convergente si et seulement s’il existe p € N tel que

d) est convergente si et seulement si elle est absolument convergente

Question 12

|an < k"vo

et par consé-

On suppose dans cette question que la suite v,) vérifie de plus les conditions
neN

suivantes: i) INeN Vn2N v, |< |vn|

iy lim v,= 0
n— too

et que la fonction f vérifie £ ’(0) = —1. On a alors

a) dn e R: telque Vxe j-mnm[-{0} /%<O

+oo
et la série v,
n=0
b) est convergente d’apres le critere des séries alternées

¢) ne peut étre absolument convergente
d) est divergente




est a termes strictement positifs et converge vers 0.

On suppose dans les questions 13a15et17a19que f’(0) = 1 et que la suite (vn)
n

eN

Question 13
Soit p et g 2réelstelsque p>g>0.0na

q
a) VneN O<Lﬁ<vn

q rp N T .
b) 0 < v, <, apartir d’un certain rang n,
“+oo +o00

c) > v, converge = 3 v, converge

n=20 n=0
+o0 +oo
d) Y v)diverge = Y i diverge
n=20 n=0

Question 14

Soit (x,) N une suite décroissante de nombres réels strictement positifs convergeant
ne N

xn+l

vers 0. Onpose Vne . vy, = 1- . On a alors pour tout n entier naturel
X

a) v,<0
b) v,20
C) X4 ='\>o(l—yo)(l—yl) """ <]—YI1+|)

d) €nlx,,|= €nlx,| + Z En|l -y,
k=0

Question 15

Xn+l

-1

La série de terme général
n

a) est de méme nature que la suite (£n)x, . |), _
b) est convergente

X+l

c) est divergente car 1 — est équivalent a €n|l -7,

n

d) est divergente car la suite des sommes partielles n’est pas minorée




Question 16
On considere dans cette question le cas particulier ol la suite (vn) est définie par v, > 0
nenN

Vn

donnéet Vne N v

,n+l = .
ch v,

Cette suite (v )
Mpe N

a) est convergente car croissante et majorée
b) est décroissante et minorée donc convergente et de limite non nulle

et la série de terme général v,

Vi

2 . .
¢) diverge puisque v, est équivalent a 2(1 - ) terme général d’une série divergente

n

d) diverge car la suite (vn) N ne converge pas vers 0
ne

Question 17
o €tant un réel strictement supérieur a 1 et a un réel strictement positif, on suppose que la fonc-

. . -0 P

tion (x —f(x))x = tend vers a lorsque x tend vers O par valeurs supérieures.
- cnéral 12 ot * -

Alors la scrie de terme général v, oupe R, et Vnen v, | = f(v,)

+oo

a) converge si et seulementsi 1 <o<p+1 car Y v% est de méme nature que

n=90
+o0 [)
-«
2 ,
n=90
£ P
. p P <, - I-a
b) diverge pour tout &> 1 car v, est équivalent a [(o ~ 1)a] "
c) converge si et seulement si 1 <o <2
£ P
d) di a2p+1 carV, estéquivalenta [(o—1)a] ¢ n ~¢
) diverge pour @ 2 p car v, quivalent a [( a n



Question 18

Si fest la fonction Arctan et st o = 3 alors la fonction (x — f(x))x_OL a pour limite lorsque x
tend vers O par valeurs supérieures

3 ‘
a) - car Arctan x = x—;c—'+o(x3)
1 X 4
b) 3 car Arctan x = x—?+o(x )

- .z 2 . PP .
et la série de terme général v, oulasuite (v,) _  est définie par |v, >0 donné
Vne N Voo = fv,)

¢) diverge car la suite (v,) _ x, D€ converge pas vers 0

: 2 3 (o
d) diverge car v, et 5, sont €quivalentes
n

Question 19
Soit k£ un entier supé€rieur ou €gal a 2. On suppose que la fonction fest & fois dérivable en O et

vérifie Vpe {2.3,...k-1} f?0) =0 et /¥0)<0

On a alors

a) limo(x — o = -% j“")(o)>o

b) Z v, divergecar o0 = k=2

n=0
et dans le cas particulier ol f(x) = }i Vxe R ,ona
chx
c)k=3carf"(0) =0 et/3)(o) = -1

J

d) k = 3 car flx) = x—%+0(x3)

]



On considére I’équation différentielle

(E) xzy"—2xy'+(2—x2)y =0

Question 20
“+oo
Silon note g(x) = Z anx" une solution de (E) développable en série entiere de rayon de
n=0

convergence R, les coefficients du développement vérifient

a) (n(n—l)—2n+2—x2)an =0 Vn22
b) (n-1)(n-2)a, = a,_, Vnz2 eta,,a, arbitraires
c) (n-1)n-2)a,

d) (n-1)(n=-2)a,

a

Vne N eta0=0

n+2

a, , Vnz23 etay=0;a,aqa arbitraires

Question 21
La suite (a,,), _ , des coefficients du développement est définie par :

1
a) @y = Oetag,, = 57 VPEN
_ a _ a, *
b)azp*metazp+l—m Vp e N eta0=0
a] 02 *
<) 2p+1 2p)! Vpe N et azP:EZ_P:—I—)! VpeN eta, =0
a, .
d) a, = VnenN et a, =0

o (m-1)!

Question 22

“roo

s . 3N n
La série entiere Z a,x" apour rayon de convergence R
n=20

ay R=20

a4

a,

b) R

+eo car lim =0

11 = oo

et a pour somme pour tout x € ]-R, R|

C) a,xchx+ a,xshx

d) a,chx +a,shx



PARTIE Ii

On considére 1’endomorphisme f de R’ qui au triplet (x, y, z) associe le triplet
(ysinQ@ + zsin2@, xsin@ + zsin2@, xsin2@ + ysin@) ou ¢ est un nombre réel fixé.

Question 26

. . K
La matrice A de f dans la base canonique de R~ s’écrit

0 sin@  sin2@
a) 4 = | sing 0 sing
1SIn2¢  smn2¢Q 0
0 sing@ sin2@
b)4=\|sinp 0 sin2¢
|SIn2¢  sin® 0

et I’endomorphisme f

c) est bijectif pour tout @ € R car det 4 # 0

d) ne peut étre bijectif car det 4 = 0 puisque les coefficients diagonaux sont tous nuls

Question 27
Le polynome caractéristique  ,(A) = det(4 — Al) de A peut s’écrire

o sing sin2@

a) ¥ ,(A) = (=A-smm2Q) [sing -A sin20
1 0 -1
I 1 sin@  sin2Q

b) x4(X) = (-A-smn2¢) | g -A sin@
-1 sin2¢  -A

c) ¥, (A) = (A +sin2Q)(A + sin@) -1 !

: -A  sSin@ + sin2Q

d) x,(X) = (A+sin@)(A + sin2@)(sin@ + sin2¢ - A)

Question 28
Les valeurs propres de 1’endomorphisme f sont, pour tout ¢ réel
a) sin@, sin2@ et sin@ + sin2¢
b) O valeur propre triple
c) distinctes 2 a 2
d) nécessairement non nulles car f est bijectif

11



Question 23
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E) définies sur R

a) est vide
) . . . P X
b) est un espace vectoriel de dimension 1 engendré par xe

c) est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par xchx et shx
d) est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par chx et shx

Soit (A, ) un couple de réels et ¢ la solution de (E) vérifiant, si elle existe, ¢’(0) = A et
¢”(0) = 2u

On définit alors la suite (x,,) < par:|x,>0 donné

et VhnenN x,,., = 0(x,)

Question 24
On a alors pour tout x réel

a) O(x) = Axshx + Uxchx
b) ¢(x)

et on peut avoir simultanément (x,) _ ., suite non stationnaire a termes positifs convergeant

Axchx + uxshx

+oo
vers 0 et Z X, s€rie convergente
n=0
c) pour tout A réel
d) uniquement lorsque 0 <A <1

Question 25
On suppose dans cette question que la suite (x,), o ny €St NON stationnaire, & termes positifs,
+oo

convergente vers 0, que la série Z x, estconvergente etque A = 0

n=90
On doit avoir
a)y u<0
by u>0
c) x, € ]0,0f ol o esttel que pusho = 1
d) x,e R,




Question 29
L’ensemble I des réels ¢ tels que A soit une matrice symétrique est

a) I = nZ
b) vide

o) I = {§+2kn,ke Z}Unl

d I = {§+2kn,ke Z}U{—§+2lm, ke Z}UnZ

Question 30

Dans le casfpar[iculier ou g = —g les valeurs propres de f sont

a) ——é double et /3 simple

b) O triple
c) ——“ﬁé . 73- et O valeurs propres simples

< ~

d) -—{% double et —./3 simple

-

Question 31

. o T
Toujours dans le cas particulier ou ¢ = -3 on a

J3

2

b) rg(f+ 3 id) -1

a) dim Ker( + id) = 2 car A étant symétrique f est diagonalisable
2
ﬁ] _ NE -1 1 1
ST

1 1 -1

c) rg(f—? id) =2 car4-

d) f non diagonalisable



Question 32
On suppose dans cette question que ¢ est un réel vérifiant la relation
sin2¢ = —sing - sin2¢ (1). On a alors

a)0=0ou@ =moug = Arccos(—%) car (1)« sin@(l +4cosp) = 0

J15 J15

b) Pour ¢ = Arccos(—é—ll) les valeurs propres de f sont e simple et TS double

¢) f est diagonalisable uniquement pour ¢ = 0

d) f n’est pas diagonalisable pour @ = Arccos (—%) tel que ¢ € [0, ] car

rg(A —J—Sl—él) =2

Question 33
On suppose dans cette question que ¢ est un nombre réel de I’intervalle [0, ] tel que A soit

une matrice non nulle et symétrique. Alors le systeme différentiel (S) X' = AX est équivalent
au systeme différentiel

a) u' = ﬁu
f
— J v
vo= -5 v
il
D
w' = =Xy

b) U' = PAP™'U ol P est la matrice de passage de la base canonique a la base de vec-
teurs propres choisie

et (S) a pour solution générale ; C,, C,, C; étant des constantes arbitraires
1 J3t 1 J3t 0
NEY: 2 T
c) Cie" 1]+ Che 0+ Cye 1
1 -1 -1

i By RELN
d) Cle—wt 1| +Che " 0| +Cye
-3 -1 -1

13



PARTIE Il

x étant un nombre réel fixé, on considére la fonction f'qui a 7 associe -
1 +1

Question 34
La fonction f est

*
a) définie et continue sur R pour tout x € R
b) définie et continue sur R, pour tout x réel

o0 *
c) définie et de classe & sur R, pour tout x réel

d) intégrable sur tout segment de 1'intervalle [0, +eo[ pour tout x réel

Question 35
Dans cette question on suppose que x € J—eo, 0], alors la fonction f

. 1 ..
a) est minorée par 3 sur I'intervalle [1, +oof

“

b) est majorée par = sur 'intervalle [1, +eo

(SR

et I’intégrale J] mf(t)dz

c¢) est absolument convergente car f est positive. continue sur [1, +eo[ et admet une

limite finie en +oo
d) est divergente

Question 36

+o0
On suppose dans cette question x > 0, I'intégrale Jo f(t)dt est alors

a) absolument convergente car lim f(¢) = 0
! — too

b) divergente
¢) absolument convergente uniquement pour x € [1, +oo[
d) absolument convergente pour x € ]1, +eo[ et divergente pour x < 1



On définit, lorsqu’elle existe, la fonction F par F(x) = J:;m f(t)dt

On note / I’ensemble sur lequel F est définie.

Question 37

Soit g la fonction qui au couple (x, ) associe -
1+7¢

La continuité des applications x—g(x, f) et t—>g(x, t) sur les intervalles I, et I, respective-
ment

a) est une condition nécessaire et suffisante de continuité de g sur I, X I,

b) est une condition suffisante mais non nécessaire de continuité de g sur /; X I,

c) est une condition nécessaire mais non suffisante de continuité de g sur 7, X/,

d) n’est ni une condition nécessaire ni une condition suffisante de continuité de g sur
I, x1,

Question 38
La fonction g définie a la question précédente est

a) continue sur }0, +oof X [0, +oof

b) continue uniquement sur }1, +eo[ X [0, +oof
et la fonction F'est continue
c) sur [1, +eo[ puisque g est continue sur {1, +eof X [0, +oo et
vérifie |g(x, )| < 1—-1;-[ V(. 1) € [1, +oo] X [0, +od]
d) sur 0, +oo[ puisque g est continue sur ]0, +eof X [0, +oof

Question 39
On a pour les limites de F aux bornes de son intervalle de définition

a) lim F(x) = +eo
x—0
b) Iim F(x) = F(1) car F est continue en 1
X1
¢) lim F(x) =1 car ()SJ'W dr <1
X = too 1 1+tx x=1
et
osj1 ar_ o _1
0 p 4/ x+l
d) lim F(x) = 0 car lim ——=0
X~ +oo x—)+°°l+tx



Question 40
Pourxe Iona

n-1

! _ = (=D 1
a) jof(t)dz k—01+kx arl+t EO( DA B

b) j:wf(t)dt =

u y =
01+u'x '=0kx—l

-1

C)F(A)—1+7Z S
A—lk)” -1

d) Fry = 2x Y A D'

A_ok‘-x ~1

16

nx

1 +1

Vne N*
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