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ECOLE NATIONALE DE L’AVIATION CIVILE ICNA 2009

EPREUVE COMMUNE OBLIGATOIRE
DE MATHEMATIQUES

A LIRE TRES ATTENTIVEMENT

L’épreuve «commune obligatoire de mathématiques» de ce concours est un questionnaire a choix multiple
qui sera corrigé automatiquement par une machine & lecture optique.

ATTENTION, IL NE VOUS EST DELIVRE QU'UN SEUL QCM

1) Vous devez coller dans la partie droite prévue a cet effet, Pétiquette correspondant a I'épreuve que
vous passez, c'est-a-dire épreuve commune obligatoire de mathématiques (voir modéle ci-dessous).

POSITIONNEMENT DES ETIQUETTES

Pour permetire la lecture optique de T'étiquette, le trait vertical matérialisant 'axe de lecture du code a barres
{en haut a droite de votre QCM) doit traverser la totalite des barres de ce code.

EXEMPLES :
BON MAUVAIS MAUVAIS

T

e
LA

OO
p8.69.0 4409906490 04'¢

u |
>
e, <

2) Pour remplir ce QCM, vous devez ufiliser un STYLO BILLE ou une POINTE FEUTRE de couleur
NOIRE.

3) Utilisez le sujet comme brouillon et ne retranscrivez vos réponses qu'apres vous étre relu soigneuse-
ment.

4)  Votre QCM ne doit pas étre souillé, froissé, pli€, écomé ou porter des inscriptions superflues, sous
peine d’étre rejeté par la machine et de ne pas étre corrigé.
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5) Cette épreuve comporie 40 questions obligatoires, certaines, de numeéros consécutifs, peuvent étre
liges. La liste de ces questions est donnée avant 'énonceé du sujet lui-méme.
Chaque question comporte au plus deux réponses exactes.

6) A chague guestion numérotée entre 1 et 40, correspond sur la feuille-réponses une ligne de cases qui
porie le méme numéro (les fignes de 41 a 100 sont neutralisées). Chaque ligne comporte 5 cases 3, b,
c, d, e
Pour chaque ligne numérotée de 01 & 40, vous vous trouvez en face de 4 possibilités :

b~ soif vous décidez de ne pas traiter cette question,
la ligne correspondante doit rester vierge.

» soit vous jugez que la question comporte une seule bonne réponse :
vous devez noircir 'une des cases a, b, ¢, d.

» soit vous jugez que la question comporte deux réponses exactes :
vous devez noircir deux des cases a, b, ¢, d et deux seulement.

b soit vous jugez qu'aucune des réponses proposees a, b, ¢, d n'est bonne :
vous devez alars noircir fa case e.

Attention, toute réponse fausse entraine pour la question correspondante une pénalité dans la note.

7) EXEMPLES DE REPONSES

Question 1: 12 +22% vaut:
a3 b5 o4  d)-1

Question 2 : le preduit (-1) (-3} vaut :
a)-3 b)- c)4 dyo

Question 3 : Une racine de I'éguation x2—1=0 est:
a} 1 b)0 c} -1 d)2

Vous marquerez sur la feuille réponse :

— 2050054 [ ] [ ] I i

a b c d e
1 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L ] [ i i i E 1 EEFFA

a b c d e
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Probléme 1 :Transformée de Laplace

On notera R I’ensemble des réels et E 1’ensemble des fonction f réelles, définies et
4

continues sur [O,+oo[ et telle que pour tout x > 0, .fe""‘ f(t)dt soit absolument convergente.
0

Question 1 : Lesquelles des assertions suivantes sont vraies :

a) E n’est pas un espace vectoriel car il existe des applications f réelles définies et
+oo

continues sur [O,+oo[ et telles que pour tout x > 0, je"“f (t)dt ne converge pas.
0

b) E est un sous espace vectoriel réel de I’espace vectoriel des fonctions réelles.
¢) E contient toutes les fonctions réelles définies et continues sur [0,+oo[ et bornées.

d) E contient toutes les fonctions réelles définies et continues sur [0,+c0 et majorées.

00

Question 2 : On défini Papplication L par : L(f)(x)= Ie'“f (t)dt,vx>0.
0

Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) x—>cosxeEcar [cosx| <=LVx=0etvx >0, L(cos)(x)=1 X2
+X

b} x—>cosxeEcar ]cosxl <LVxz20 et Vx>0 ,L(cos)(x)=1+ -~
X

¢) x—>sinxeEcar [sinx]<2,Vx>0 et Vx> 0,L(sin)(x)= 1 -
+X

d) x > sinx e Ecar [sinx|<2,Vx 20 et Vx>0 ,L(sin)(x)z1 -
+x
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[0,+co[—> R

. - Parmi les assertions suivantes lesquelles

Question 3 : Pour A € R ,onnotera f, :

X—>e
sont vraies :
a) f, €E sietseulementsi A>0 et Vx>0,L(f, )x)= ! Y
X —
b) f, eE sietseulementsi A20 et Vx>0,L(f,)®)= %
X p—
¢) f, €E sietseulementsi A >0 et Vx>0, L(f, )X~ 1 .
X+
d) f, € E si et seulement siA>0 et Vx>0, L{f, }x)= !
X+
[0,+oo[—> R

QQuestion 4 : Pour un entier naturel n, on notera €, : . Parmi les assertions

x—>x"

suivantes lesquelles sont vrajes :

a) Sig, eEalors g,,; eEet Vx>0,L(¢g,, )=n—+1L( £,),vn=>0
X

B) Sic, eEalors 5, € Bet ¥x >0,L(e,., )=~ 2 2L(g,),¥n >0
X

(n+1)!

n+l

(-1)n!

n+l

¢) Vn=>0,e, eEet Vx>0,L(g )=

d) Vn>0,e, eEet ¥x>0,L(g, )=

Question 5 : Dans cette question f est un élément de E. Parmi les assertions suivantes
lesquelles sont vraies :

a) VieR, f,feEet Vx>0 L{{)X)=LHE~A)
by VAz0,f,feEet Vx> 0,L(f{))=LHE-L)
¢) VieR, f,feBet Vx>0L({{)YE)=LEHE+A)
d) ViAz0,f,f eEet Vx>0 L, {)E)=LHE+L)
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Question 6 : Dans cette question f est un élément de E. parmi les assertions sutvantes
lesquelles sont vraies :

xt

a) La définition de I’ensemble E nous permet d’affirmer que fe_zf (t)dt converge
[

b)

absolument vers L{f) [g] pour tout x> 0.

Le changement de variable © = -;-nous permet d’affirmer que

+eo Xt
I e 2f(t)dt converge absolument vers L(f) [E;-J pour tout x> 0.
0

¢) Pour tout x réel, pour tout entier naturel n, les théorémes de croissances comparées

d)

xt

permettent de dire que lim e 2t" =0, soit encore qu’il existe un réel M tel que

t—>+o
—Xt

Vt20,e 2 t" <M

Sin est un entier naturel alors g, fe E

Question 7 : Soient I et J deux intervalles de R et g une fonction réelle définie sur IxJ. On
vous demande de choisir les hypothéses du théoréme de continuité sous le signe J- qui

permettra de conclure que x — _fg(x,t)dt est une fonction continue sur [
J

)

b)

d)

g est continue par rapport 4 X et continue par morceaux par rapport 4 t. Pour tout t

dans J, Ig(x, t)dx converge. Il existe une fonction ¢, positive, continue par
1

morceaux sur J et telle que I o(t)dt converge et [g(x,t) < o(t) pour tout (x,t)e IxJ .
i

g est continue par rapport 4 X et continue par morceaux par rapport 4 t. Pour tout x
dans 1, _[ g(x,t)dt converge. II existe une fonction ®, positive, continue par
7 .

morceaux sur J et telle que I p(t)dt converge et |g(x, t)| < ¢(t) pour tout (x,)e IxJ .
J

g est continue par rapport & X et continue par morceaux par rapport a t. Pour tout

dans J, I lg(x,t)]dx converge. Il existe une fonction ¢, positive, continue par
I
morceaux sur J et telle que _[(p(t)dt converge et ]g(x, t)| < @(t) pour tout (x,t)e IxJ .
I

g est continue par rapport 4 x et continue par morceaux par rapport a t. Pour tout x
dans I, ﬂg(x, t)|dt converge. Il existe une fonction ¢ , positive, continue par
J

morceaux sur J et telle que jcp(t)dt converge et [g(x, t)| < o(t) pour tout (x,f)e IxJ.
J
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Question 8 : Dans cette question fe E . g :(x,t) > e () est alors continue sur
10,+c0[x[0,+<0] . Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies

a)

b)

d)

lg(x, )| <[f(t)] Vt20,¥x >0 et comme fe E, _ﬂf (t)|dt est convergente et donc
0

par application du théoréme de continuité sous le signe _[ on peut conclure

que L(f) est continue sur ]0,+oo[.

g(x, )| < |e""°*f(t)| Vt20,Vx2x, etcomme fe E, [l f(t)ldtest
0

convergente et donc par application du théoréme de continuité sous le signe
'f on peut conclure que L(f) est continue sur ]0,+oo[.

vx, >0,

vx, > 0,lg(x, 1) <

e F(1)| V2 0,Vx > %, ot comme fe E, ﬂe"‘“tf(t)ldt est
0

convergente et donc par application du théoréme de continuité sous le signe
j on peut conclure que L(f) est continue sur [0,+oo[ .

L. est une application linéaire de E dans I’espace des fonctions continues de
10,400 sur .

Question 9 : Dans cette question fe E . On note encore g :(x,f)—> e f(t) et g est continue sur
]O,+oo[x[0,+oo[ . Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a)

b)

d)

g admet une dérivée partielle par rapport a x et % est continue sur ](),+oo[x[0,+oo[ .

<te (1) V= 0,Vx 2 x, et comme & feE, je'x“‘tf (t)dtest
0

og
—(x,1
o oD

De plus,

absolument convergente. On peut alors appliquer le théoréme de dérivation sous le
signe j .

g n’admet pas nécessairement de dérivée partielle par rapport & t et on ne peut donc
pas appliquer le théoréme de dérivation sous le signe j .

L(f) est C*(10,+0[, R) et pour tout entier naturel n, [L(f NP =L, )

L(f)est C* (]0,+oo[, 1) et pour tout entier naturel n non nul,

LI = "' Lie, )
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NB : Les questions 10 et 11 proposent une autre voie pour I’étude de la dérivabilité de

L{®)

Question 10 : Si f est une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle [a, b] (a et b deux
réels a < b) la formule de Taylor avec reste de Lagrange s’écrit :

a) Pour tout entier naturel n, 3¢ & Ja, b[ ,f{b)= Zf ® (a)——~— (b- a) +1® )(b

n+l
b) Pour tout entier naturel n, 3c € Ja, b[f(b)= Zf ® (@) — (b- a) +£eD (¢ )—(%mfz)—'
k=0 n

I Ce qui permet d’obtenir I’inégalité suivante:

2

c) Vue®R,e" ul-u’ s%e“

d) Vue iR,'e“ ul._u} Su_zelul
2

| Question 11 : On peut déduire de la question précédente que :

242 X

X X Jeeae _ g +hte"‘t] < —————hzt e 2

a) Vx>0, Vhe]—— —I:,e
2°2

b) Vx>0, Vhe }—% %[ R IO E %L(Szf)@")
¢) Vx>0, Vhe }’—; -z{ D h}z “LO® | 1 h)w)| < %L(szf)@-]

d) Vx>0, L(f) est dérivable en x et [L(f)] (x) = - L(g,£)(x)

Probléme 2 : Polyndmes de Bernoulli

Question 12 : On considére une suite de polyndmes (B, ), & coefficients réels vérifiant
I
B, =1, Vn2LB,=1B,, et [B,(t)dt=0
0

On peut alors affirmer :

a) Chaque B_ est défini & une constante additive prés
b) On peut démontrer, par récurrence, que la suite (B, ), st bien définie de fagon
unigue

5

¢) B D O L
> 2

2xX}-=X
37 6

d) Chaque B, est de degré n et de coefficient dominant nl
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Question 13 Pour tout entier naturel n, on note C_(X) = (—1)" B, (1 —X). Quelles assertions

parmi les suivantes sont vraies :
1 1
2) C, =1, Ve IN,C\,, (X) = (-1)" (0 + DB, (1-X) et |C,(t)Mt=(-1)" [B, (o)
0 0
1 1
b) C, =1, VneIN,C',,, (X) =(-1)"nB_ (1-X) et jcn (tydt = (-1 jBn (t)dt
0 0

1 1
¢) C, =1, Ve IN,C\,,, () = (-1)"nB, (1-X) et [C, (1)t = (1)} [B, (Dat
0 0

d) Par unicité de la suite (B, ). ., Vn eIN,B, (X) = (-1)*B, (1-X)

Question 14 Les nombres de Bernoulli, sont le termes de la suite (Bn (O)LEm . On notera pour
tout entier naturel n, b, =B, (0) Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

1
&) Sifest une fonction continue sur [0,1], If(2)+f[t+1]dtu [ecwat
0

b) En s’inspirant de la question 13, on peut montrer que

5.00-2{n, 3%

¢) vn>2,b, =B, (1) et VYnelN ,b,,,, =B,.,,() =B, (%J =0

d) vnz2,b,=B,(@) etb, =B, ()=B,, G)

st x=0et

- ' 5 . o= X
Question 15 : On s’intéresse a la fonction u définie sur M par n(x) = -
e

u(0) = £ ol £ est un réel fixé. Parmi les assertion suivantes lesquelles sont vraies :

a) Il existe une valeur de £ pour laquelle u est de classe C' sur R, mais elle n’est
alors pas deux fois dérivable en 0.

11

b) Pour toute valeur de £, ladmeﬂl: £+ Z comme développement en série
u

“(n+D!
entiére avec un rayon de convergence infini.

El

¢) Il existe une unique valeur de £ pour laquelle — admet L+ Z comme
u

nzl Il + )'
développement en série entiére avec un rayon de convergence infini.
i . . . . . .
d) ~—estnécessairement C* sur R, puisque, toute fonction C” au voisinage d'un

u
point est développable en série entiére an voisinage de ce point.
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Question 16 : On choisi dés lors et pour la suite de ce probléme £=1 et on peut affirmer

1 1 5,1 4 3
a) u(x)—1w5x+1—2x +§x +0(x7)
b) u(x) =1+lx+lx2 F 2y +o(x*)
2 3 24
c) u(x) ERTR I IS +o(x*)
2 12 8

d)ux)= I—i——:-21~-1<:+lx2 +2i4x3 +o(x")

3
i e s w(x)e™six =0 , .
Question 17 : On défini V(x,t) € RxR,¢(x, 1) = Lsix=0 At fixé, on peut donc dire
Six =
que le développement limité & I"ordre 3 de x— ¢(x,1):
a) n’existe pas car X — ¢(x,t) n’est pas continue en 0
b) existe car x = ¢{x,1) est continue en 0 et vaut
_ 2 3 42
1+ 21:2 1x+ 6t 126t+1x2 . 4t 6t24+2t+3x3 +o(x?)
¢) existe car x — ¢(x,1t) est continue en 0 et vaut
2t+1  6tP+6t+1 , 4 -6t2+2t+3 s
1+ 5 X+ D X+ ) x” +o(x”)
_ 2 _ 3 _ 2
d) existe et vaut 1+ 2t 1X+ ot 6t+1x2 + 4t — 6t +2t+3x3 +o(x?)

12 24

[ Question 18 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) ¢est C° sur RxR car c’est le produit de (x,t) > u(x) et de (x.t)—> ¢™ qui sont

toutes deux C* sur HxR.

h
e -1
b) o(h, t);b(o’t) =L _lh Fm%et donc ¢ n’est pas C” sur RxR
c) 92, - 4(0,1) = he® _h(eh -1 = th’ +h0(h2) et done %(O,t) =1
h h{e" -1) h(e" —1) ox
hZ
th ch -——+ 0(]3.2)
d) ¢(h,t) “d)(oat) = he _h(eh "1) — 21;. et donc 6_(1)(0,1:) =1 .._._1_.
h hie" -1) h(e" -1} . ox 2
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| Question 19 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) V(x.t)eR'xR ,%%(X,t) = x¢(x,1) , mais cette propriété n’est pas vraie pour x=0.

b) V(x,t)e snxm,%(x, £) = x¢(x, 1)

0 0% ) 6“'1¢
¢) YV({EXDeRxR,Vn>0,— %,t)=x—"(x,1)+n x,1
) V(X 1) n &&CDC ) 6x“( ) ax”‘l( )
8 o "0
d) V(x,1)eRxR.,vn>0, — x,t)=x" —(x,t
) V(x,1) atax“( ) ax”( )

Question 20 : On pose pour tout n entier naturel A, (t) = 2;) (0,t) . Parmi les assertions

n

suivantes lesquelles sont vraies

a,bxR - R .
a) Siaetbsontdeux réels (a<b)etqueh: [ ]X est continue par rapport &
(t,x) = h(t,x)
t sur [a,b] pour tout x réel et dérivable par rapport a x pour tout t réel alors

b
x = [b(t,x)dtest dérivable sur %

. .. . . . . oh
b) Pour que la conclusion de a) soit juste il est nécessaire de rajouter t — uéxm(t, x)est

continue sur [a,b].

¢) Pour que la conclusion de a) soit juste il est suffisant de rajouter t — —gxli(t, x) est
continue sur {a,b].
1
d) A,=1,VnelN,A',,=@+DA et VnelN,n21, ,[An (t)dt =0 et donc
0

VneIN,A, =B,

i Question 21 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

: o _fox R0 Bal® a
a) Pour tout entier naturel N, V(x,1) € RxR,xe” = (e —I)E 2 X
n!

n=0

b) Pour tout entier paturel N,

Y(x,t)e SRXSR‘,% tx™ = (i X j[i wx“]-{— O(XN).

o K =l \im o

2in+l
c¢) Pour tout entier naturel n, Z(nk ]bk =0

k=0
nofn+1
o Srnp-

k=0
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Question 22 : Dans cette question p est un entier supérieur al et fe c* ([0,1], $#). On pose pour
tout entier k, vérifiant 0<k<p, R, =

lesquelles sont vraies :

£ (0)By (1)

0 (k)

t . Parmi les assertions suivantes,

f)+£(0) £ -f(0)

1
a) |f(t)dt= b, +R
) Jro > b, +R,

b) ij(t)dt =
0

rO-£O,
2 2 1

o) ljf(t)dt _IO+O) S Oy frarg) e )iy,
0

2 7 (2!

7 @D

) 1J’f(t)dt - iﬁ—[f@“) O -£EVO)+R,

! Question 23 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies : |

a)

b)

d)

Vxe [0,2%[,
1 1o 1

B, [2—3 =2 [B, (Hdt + Z{}BZR (t) cos(2umt)dt cos(ux) + By, (1) sin(2unt)dt sin(nx)}
4] 0 [

n=]
La convergence de la série étant assurde par la continuité de B,, sur [0,27]
Vxe®R,

1 401 1
B, [zij =2 By (t)dt + Z[ [B.x (1) cos(2unt)dt cos(ux) + B () sin(Znnt)dtsin(nx)}
n 0 n=l{ ¢ 0
La convergence de la série étant assurée par la continuité de B,, sur &
vx e[0,2q],

B, (-%J = l'fB o (D)dt -+ ZE [}sz (t) cos(2nit)dt cos(nx) + Isz (t) sin(2nmt)dt sin(nx)}

n=1
La convergence de la série étant assurée par la continuité de B, sur [0,2’11:[
¥xefR,

By (i—] = }B 5 (DAt + 2§ ﬁBZk (t) cos(2nmt)dt cos(nx) + l_{sz (t) sin(2nmt)dt sin(nx)]

La convergence de la série étant assurée par la continuité de B,, sur #i
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muestion 24 : Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

1
a) _[B o (1)dt =0 pour tout k entier naturel
¢

1

(em)

b) ]Bz (t)cos(2nmt)dt =

1 1
et pour tout k =2 _[sz (t)cos(2nmt)dt = "—12 sz(k_D (t) cos(2nnt)dt
Q0 (2'"11) 0
1 (._ 1)k+1
¢) Pourtout k 2 j' B, (t) cos(2nmt)dt = -
(2m)

( )k+]
(2mm )™

d) Pourtout k >2 .[Bn (t) cos(2nmt)dt = (2k)!

. Parmi les

=
B

0 M§

Question 25 : On g’intéresse a la & définie par pour tout x réel &(x) =

assertions suivantes lesquelles sont exactes :

a) L’ensemble de définition de £ est [1,+oo[
b) L’ensemble de définition de & est [l oo

¢) Pour tout k entier naturel b,, = 22%( })) +5(2k)

Probléme 3 : Des triangles rectangles

Dans ce probléme on considére des triangles rectangles dont les longueurs des c6tés sont des
entiers a, a+1 et c, ¢ étant la longueur de I’hypoténuse.
On note H={ (a, c) e IN?a <c etun triangle dont les cotés sont a,a+] et ¢ est rectangle}.

Question 26 : Pour T, =(a,,c; ) et T, = (ay,0p,) deux éléments de H, on défini la relation
binaire R par T,R T, si et seulement si a; <a, . Parmi les assertions suivantes lesquelles

sont vraies :

a) T=(a,c)e Hsi et seulement si (ab)e (IN" | ot 20%-c242a+1=0

b) R estune relation d’ordre sur H mais elle est non totale.

¢) R estune relation d’ordre totale sur H dont le plus petit élément est (3,5)
d) R n’est pas une relation d’ordre sur H
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Question 27 : On cherche 4 déterminer ’ensemble H en construisant deux suites {a,) et (cn)
ol (au) est croissante et (2,,¢, )€ H décrivant tous les éléments de H. On initialise a, =3,
¢, =5 et par convention on posera a, =0 et ¢, =1 (notez que (ao,co)es H) . Parmi les
algorithmes suivantes lesquels permettent de donner (a,, ¢, ) oltn est une entier supérieur & 1

donné?

a) a=3 b) a=3
S =5 =5
Pourivariantde 1 an admissible=1
Si 2i*2i+120 i=1
c=+2i2+2i+1 tant que admissible=1 et1<n
a=a+] Si /2(a+1)%+2a+3 estun entier
fin a=atl
fin c=42(a+1+2a+3
sinon
admissible=0
fin
fin
¢) a=3 d)Aucun de ces algorithmes ne fonctionne
c=5
i=1
Pour i variant de 1 an-1
admissible=0
tant que admissible=0
a=at]

Si 42(a+1+2a+3 estun entier
c=+/2(a+1)?+2a+3
admissible=1

fin

fin
fin

Question 28 : Les premiers termes de cette suites ainsi définis sont a, =20, a, =119 et
a, = 696. On veut montrer que pour ne {1,2,3} , El(oc, B)e RxR,c,,, +ac, +Be,; =0.Parmi
Ies assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) a=6etf=-1
b) a=-6etP=1
¢) a=6etP=1
d) a=—6etP=-1
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Question 29 : On veut montrer que pour ne {1,2,3} , 3(&, §)e RxM,a_, +Aa, +Pa,; =38.
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

2) A=—6et 5=2
b) A=6et&=2

©) A=6etd=-2
d) A=—6et §=-2

Question 30 : Dés lors on défini deux suites (u, ) et (v, ) par
U, =a,,u, =a,,V, =Cy, ¥, = ¢, et pour tout entier naturel non nul,

u11+1 + ?\'un + ﬁun—l =8

et v, +av, +pv_ _ =0.Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

n+l

a) pour tout k entier naturel non nul(u,, , v, Je H et (u2k+1 Vo) EH
b) pour tout k entier naturel non nul (u,, v, Je H

) u,,, =3u, +2v, +1
c) Pour tout entier naturel n,
Vg =4u, +3v +2

A u,,, =-3u, +2v +1
d) Pour tout entier naturel n,
v, =4u, —3v, +2

2
3
Parmi assertions suivantes lesquelles sont vraies :

3 1
Question 31: On pose A= [4 ] et Bm(z} . On note (e, e, ) la base canonique de R?.

a) A est diagonalisable car elle est de rang 2.
b) A posséde deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

¢) Il existe une base de R’ constituée de vecteurs propres de A et si P note la matrice
de passage de la base canonique 2 la base des vecteurs propres PAP™ est
diagonale

d) 1l existe une base de R? constituée de vecteurs propres de A et si P note la matrice
de passage de la base canonique 2 la base des vecteurs propres P~ AP est
diagonale
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1

V2

Question 32 : On pose P=(

1
on peut alors affirmer :
Eape

a) P estinversible car —
det(P)

(3-242
. 0
(3-242
. O
(3+2«/§

. 0

b) P estinversible et P~ AP= .

¢) Pestinversible et PAP™' = .

d) P estinversible et PAP™' =

3_22

est orthogonale

0 3
+2«/§)

0
+24/2

0

Question 33 : Le systéme Vn € IN,{ *

u,,, =3u, +2v, +1

est équivalent a :

Vo, =4u, +3v, +2

=(3—2\/§)yn+1
= (3+22)z, +2
Yo 7 3"‘2\/—)}7 43

a) Vne ]N,{ Yast

en posant [

en posant ( J

¥a

20

o

b) VnelN
) { L =(3-22)z, -2
yn+1 3+2'\/_)y + +——‘\/?_2-(— (yn . un
¢) vnelN, 1 en posant =P
--3 2 Z +_______ \Zn v,
(3-2y2)z, =
\
d) VanelN,{ 7=~ 3 2‘[—)5’ enposant Yo _pf U
_,,(3+2\/_z -2 z, ) v,
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Probléme 4 : Endomorphismes <u(x).x>=0
E note un espace euclidien. Son produit scalaire sera noté <.,.>. L objet de I’étude est de
donmer quelques propriétés des endomorphismes u vérifiant la propriété

(P) VxeE,<ux),x>=0

Question 34 : Un exemple.
Ici E est Pespace vectoriel des polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a 2. On considére

FxE — R
(P, Q) — P(0)Q(0) + PMQ) + P(-DQ(-1)
E défini par VP € E,u(P) =2P'(0)X2+ (P(D)+P(-D)X

Papplication ¢: ainsi que I’endomorphisme u de

a) @ est un produit scalaire sur E et VP € E,@(u(P),P)=0
b) @n’est pas un produit scalaire car notamment @(X(X?*-1))=0et X(X*-1) =0

¢) u vérifie la propriété (P) pour ¢.

b

2 2 _
d) ( X+X XX - XZ) est une base orthonormée dans laquelie u a pour matrice

2 2
0 20
représentative [ -2 0 O
0 00

Question 35 : On retourne ici sur le cas général. On suppose que dimE>0 et on muni ¥ d’une
base orthonormée (e,,...,€ 4,5 ) et U est un endomorphisme de E vérifiant la propriété (P). On

note A la matrice représentative de u dans la base (e;,--.,€ gz )
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) VxeE <u(x)x>=0=> V(x, y) e B2, < u(x),y >=<x,u(y) >
b) Vx el <ux)x>=0=> V(x, y) e B2 <u(x),y >=—-<x,u(y) >
&) VG j)elLdmE],AG ] =<e;,u(e;)> et A="A

d) VG, e[LdmEF,AGD =<u(e)e; > et —A="A

Question 36 : Avec les mémes notations que dans la question 35 . Parmi les assertions
suivantes lesquelles sont vraies :

a) uvérifie (P) < A='A

b) uvérifie (P) < 'A=-A

¢) uvérifie (P) = A="A et laréciproque est fausse

d) uvérifie (P) = A =—Aetlaréciproque est fausse
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Question 37 : u est un endomorphisme de E vérifiant (P). u? note uou et pour F un sous espace

vectoriel de E, on note F* son orthogonal.
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) Imu={keru)" et pour tous sous espaces vectoriels F et G de E
G =(F)' = F®G =E donc Imuet keru sont supplémentaires dans E
b) Imu=(keru)" et pour tous sous espaces vectoriels F et G de E

G= (F)l < F@® G = Edonc Imu et keru sont supplémentaires dans E

¢) uestun projecteur
d) keru=keru®

Question 38 : u est un endomorphisme de E vérifiant (P). Sp(u) note le spectre de u.
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) Sp(u)= {0} et u diagonalisable <> u est ’endomorphisme nul
b) VxeE,<u¥x),x >=<u(x),u(x) > et Sp(u?)c R"

¢) VxeE,<u}(x),x >=—<u(x),u(x)> et Sp(®)c R~

d) w?* vérifie la propriété (P)

Question 39 : u est un endomorphisme de E vérifiant (P).
Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) u?est symétrique, et tout endomorphisme d’un espace vectoriel réel ou complexe
étant diagonalisable, u est donc un endomorphisme diagonalisable de E.
b) Si u estnon nul alors nécessairement il existe A € Sp(u?) et A <0

¢) Siu estnon nul alors nécessairement il existe A e Sp(u?) et A >0
d) Si AeSp(u?, A0 etsixestun vecteur propre de u® associé a A, alors 1’espace
vectoriel engendré par (x,u(x)) est une droite vectorielle.

Question 40 : u est un endomorphisme de E vérifiant (P). u est non nul et A € Sp(u?) est une
valeur propre non nulle de u* dont un vecteur propre associ€ estx. On note F I’espace
vectoriel engendré par (x,u(x))

Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies :

a) Fet F' sont tous les deux stables par .

b) F est stable par u mais pas nécessairement F*
c) Lerang de u est pair.

d) Le rang de u est impair.
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