PARTIE 1

Pour n entier relatif, on considére la fonction U, définie sur IR par

Unx) = (=1)"e” ™™ _ On désigne par I | la valeur absolue et le module.

Question 1. Pour tout » entier relatif, 1a fonction U, ainsi définie sur IR

a)
b)
<)
d)

est de classe C' sur IR

vérifie Uy,(x+n) = U, (x) pour tout x réel
vérifie Uy(—x) = U_,(x) pour tout x réel
vérifie Uy(x+27n) = U,—5(x) pour tout x réel

+cC

Question 2. La série de fonctions ZU,,

a)
b)
<)

d)

=1

est absolument convergente sur IR

ne converge simplement que sur I’intervalle }-cc,0]

est simplement convergente sur [0,n] mais n’est pas absolument convergente sur
{0,7]

est divergente pour certains x de la forme kn ot & est un entier assez grand

Question 3. La série de fonctions considérée dans la question précédente a pour somme, si
elle existe, la fonction, que ’on notera par la suite S;, définie par

a)
b)
)
d)

- (€%)/(e™1) pour x<n

(€")/(e™+1) sur 'intervalle [0,7)
(€™(e™+1) sur Vintervalle [~r,0]
(e™)/(—e"+1) sur I’intervalle [0,r]

Question 4. Cette série de fonctions définie 4 la question 2

a)
b)

c)

d)

ne peut étre normalement convergente sur IR puisqu’elle ne converge pas
absolument sur IR

peut étre normalement convergente sur IR bien qu’elle ne soit pas absolument
convergente sur cet intervalle

est normalement convergente sur ’intervalle J=}—cc,A] ot A est un réel strictement
positif car, a partir d’un certain rang n¢>0, pour tout x appartenant a cet intervalle J,
WUn(x)Is e* €™ terme geénéral d’une série numérique convergente

est normalement convergente sur IR car pour tout 7 entier strictement positif et
pour tout x réel 1Uy(x)I< e™" terme général d’une série géométrique convergente




Question 5. Cette méme série de fonctions introduite 3 la question 2
a) est uniformément convergente sur IR car elle converge normalement sur IR
b) est uniformément convergente sur tout intervalle ]-,A] avec A réel strictement
positif car elle converge normalement sur un tel intervalle
¢) n’est pas uniformément convergente sur I=[0,n] car une condition nécessaire de
convergence uniforme sur I est la convergence absolue sur I de la série
d) n’est uniformément convergente que sur I’intervalle }<,0]

+cC

Question 6. Le reste de cette série de fonctions défini par R,= > Ui pour tout » entier
strictement positif el

a) est le terme général d’une suite de fonctions convergeant uniformément vers la
fonction — e*/( €™+1) sur [0,7]

b) est le terme général d’une suite de fonctions convergeant normalement vers O sur tout
intervalle J-oc,A] avec A réel strictement positif

¢) vérifie & partir d"un certain rang 720>0, IR,(x)l< & ™" pour tout x réel, comme reste
d’une série alternée convergente sur IR

d) vérifie 4 partir d’un certain rang 7p>0, IR, (x)I< At Dm pour tout x appartenant a
intervalle ]—oc,A] avec A réel strictement positif

+oC 4oC

On pose S(x) = > Un(x) = Us(x) + 2 D ey e betrmmly lorsque cette série converge.
e =1

On note D I’ensemble des points ot cette série converge simplement.

Question 7. Ona

a) D={0}
b) D=IR
¢) D={[-=nmn]

d) D=IR —{kn, k entier relatif non nul}

Question 8. La fonction S, si elle existe, vérifie pour tout x appartenant a D
a) S(t+m)=S(x)
b) SE+n)=-S(x)
c) S+2)=S(x)
d) SE)=e™+81(x) + Si(~x)




Question 9. La fonction S, si elle existe, est une fonction

a)

paire et 2-périodique

b) impaire et n-périodique

)
d)

paire et 2n-périodique
impaire et 2n-périodique

Question 10. Pour x appartenant a I’intervalle [0,x], S(x)

a)

est égale a (e™+ " )/(e"+1)

b) est égale a (e™+ " ¥)/(e"™+1)

c)
d)

est égale a (—e~+ " )/(eT™+1)
n’est pas définie

Question 11. La fonction S, si elle existe, est

a)
b)
c)
d)

est de classe C' sur IR comme somme d’une série de fonctions de classe C! sur IR
est de classe C' sur IR*
est continue et de classe C' par morceaux sur IR

n’est continue et de classe C' par morceaux que sur Pintervalle [-7,n]
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Question 12. La série de fonctions  ZUy(x) = Up(x) + X (=1)" (e™ "™ 4 ¢~ by,

a)
b)

<)

d)

n=—cc n=1

est normalement convergente donc uniformément convergente sur IR

ne peut étre normalement convergente sur IR puisqu’elle n’est pas absolument
convergente sur IR

est uniformément convergente sur tout intervalle }-oc,A] avec A réel strictement
positif car elle converge normalement sur un tel intervalle

est uniformément convergente sur tout intervalle [-B,A] avec A et B réels
strictement positifs car elle converge normalement sur un tel intervalle

Question 13. La série de fonctions définie a la question 12

a)
b)
c)

d)

est intégrable terme a terme sur [-n,n] car la série converge uniformément et les
fonctions sont continues sur cet intervalle fermé

est intégrable terme a terme sur intervalle [0,7] car la série converge
uniformément et les fonctions sont continues sur cet intervalle fermé

n’est intégrable terme a terme sur aucun intervalle de la forme [-a,a] avec a réel
positif

n’est intégrable terme a terme sur aucun intervalle de la forme [0,a] avec a réel
positif



On désigne par ay, by les coefficients de Fourier trigonomeétriques d’indice £, entier naturel, de
la fonction S, avec by = 0.

Question 14. D’apres les propriétés de la fonction S, si elle existe, on a, pour tout X entier
naturel,

a) ay=0etb,=0

b) ay+;=0et b=0

¢) a,=0 et by =0 pour & entier strictement positif

d) a;=0 et byy+; =0

Question 1S. Pour tout entier naturel , on note f la fonction définie sur IR par flu) = ¢~ -k
g la fonction définie sur IR par g(x) = ue “cos(ku). On a
a) festintégrable sur J—oc,+oc[ car Ifu)l =™ fonction intégrable sur cet intervalle
b) fn’est pas intégrable sur }—oc,+oc[ car cette fonction n’est pas réelle
c) gestintégrable sur J—oc,+oc[ car Ig(u)l < lule™ fonction intégrable sur cet intervalle
d) g est intégrable sur [0,+cc[ car lg(u)l <ue™ fonction intégrable sur cet intervalle

Question 16. Les coefficients de Fourier trigonométriques ay, & de la fonction S, sont
définis, pour tout k entier strictement positif, par les intégrales suivantes
a) a;=(2/n) SOS(x)cos(Zloc) dx et b,=0

b) b= (2/1r)£ S(x)sin(2kx) dx et a;, =0

2
c) a= fo S(x)cos(kmx) dx et b,=0

d) ag= (2/n)j:S(x)cos(loc) dx et by=0




Question 17. Les coefficients de Fourier trigonométriques ay, b; de la fonction S, vérifient
alors, pour tout & entier strictement positif,

a) a, +ib,=(2/n) r g g,

b) a; =(1/n) Jﬂce_

—cC

W cos(ku) du et by = (1/%) Le“l’" sin(ku) du

+oC

¢) ay = (4/m) J e cos(2ku) du

—cC
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d) ay.+ = (4/n) L e cos((2k+1)u) du

Question 18. Pour tout entier naturel k, on obtient
a) a =4/(n(1+ K))
b) ay+1 = 2/(n(1+2k+2k)
¢) ax= 1/(n(1+2k+2k%))
d) b+ = 2/(n(14+2k+2K%))

Question 19. Le développement en série de Fourier de la fonction S
a) n’existe pas car la fonction S n’est pas périodique
b) ne converge que sur IR —{kn, k entier relatif}
¢) converge en moyenne quadratique sur I’intervalle [~m,x]
d) converge en moyenne quadratique sur IR et a pour somme S car cette fonction est
continue sur IR
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Question 20. La séric X (1/(1+2k+2/2)
k=

a) est convergente car son terme général est équivalent a 1/A terme général d’une
série a termes positifs convergente

b) apour somme n(e" -1)/(e" +1)
¢) apour somme 7(e" —1)/(2(e" +1))
d) apour somme —1 + (n(e"-1)/(e" +1))
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Question 21. Lasérie 2 (1/(1+2k+21)?)
=0

a) est convergente car c’est une série a termes positifs dont le terme général est o(1/K%)
b) est divergente

¢) a pour somme (n/(2(¢" +1)*))(sh(2x) — 2sh())
d) apour somme (m/(2(e™ +1)2))(sh(27r) — 2sh(m))

PARTIE 11

On désigne par E ’ensemble des fonctions 4 qui sont des C‘-difféomorphismes décroissants
de I’intervalle [0,1] sur lui-méme c’est-a-dire les fonctions qui vérifient

- h est une bijection de [0,1] dans [0,1]

- het k™' sont de classe C! sur [0,1]

- h est décroissante.
On note enfin | | la valeur absolue.

Question 22. La fonction 4 appartient 2 E
a) h(x)=2-x-x
b) h(x)=1- (2 +x°)72)
©) h(x)=(1 - 4x> +3 xH2
d) A(x)=(1 -x)%avec0<a <1

Soit 4 un élément de E. Pour tout » entier strictement positif, on définit une famille de réels
(%kn) o< k < n DA A(tx ) = k/n. Et on pose o

Ju(x) = > (I tx.» — xV/(n+k)) pour tout x réel.
k=1

Question 23. Soit x un réel fixé strictement compris entre 0 et 1 ; pour chaque », entier
strictement positif, il existe un et un seul entier p<ntelquet, |, <x< t,, Onaalors
a) Ipn— 1,1, est équivalent 3 h'(x)/n lorsque n tend vers +oc
b) fpn— 1,10 est équivalenta 1/(nk (%)) lorsque 7 tend vers +cc
€) Ipn—xestéquivalenta h(x)/n lorsque » tend vers +oc
d) #,n—x estéquivalenta 1/(nh (x)) lorsque 7 tend vers +cc




Question 24. Pour tout x réel, Jn(x) 2 pour limite lorsque 7 tend vers +oc

1
a) L A F @) — (1+u)) du

1
b) JO 1A' w) —xldu
1
c) J (It — xV/(1+h(1))) dt

0

1
d) ;0 (bt — X ()/(1+R(D))) dr

Soit 4 un élément de E, on lui associe la fonction H définie sur IR par

H(x) = ]l

. () —xl du pour tout x réel

On note Ay la fonction définie sur [0,1] par hp(x) =1 - x

Question 25. On a
a) H) -l < 1; h(f) dt pour tout x réel
b) H(x) - Ixl tend vers 0 lorsque bl tend vers +oc
¢) Pour /2= hy et pour x appartenant 4 I’intervalle [0,1] H(x)=(1/2)-x

d) Pour &= hy et pour x appartenant a I’intervalle [0,1] H(x)=(x-1/2)*+ (1/4)



Question 26. La fonction H vérifie aussi
a) En tout point x de I’intervalle ]0,1[, H'(x) existe et est égal a (1 -2x) h (%)

b) Pour tout x réel, il existe un unique réel 6(x) tel que

(x) 1
h(H) dt - L h(f) dt

0

H(x) = (1 =20(x))x + 2 f

¢) Pour tout x appartenant a [0,1], il existe un unique 6(x) appartenant 4 [0,1] tel que

(x) 1
HE@ =2400)~2 ) h()dt + fo h(f) dt

d) Larestriction de la fonction H a I’intervalle [0,1] est une primitive de 1 -2 h"(x)

Question 27. La fonction H est
a) de classe C*sur IR
b) de classe C' sur IR
c) continue et de classe C' par morceaux sur IR, et admet des dérivées a droite et a
gauche différentesenx=0etx=1
d) de classe C' par morceaux sur IR, mais n’est pas continueenx =0 et x = 1

Question 28. La fonction H
a) n’admet pas de minimum sur IR

1

b) admet un minimum égal a Io Ih(t) -172) dt

1

¢) admet un minimum égal 4 Io lh(t) -h(172)} ar

12 1
d) admet un minimum égal 4 J h(t) dt — I h(t) dt
0 77



PARTIE 111

E(x) désigne la partie enti¢re du nombre réel x, c’est-a-dire I’entier tel que E(x) <x <E(x)+1.
Soit x un nombre réel positif ou nul et » un entier naturel, on pose
U, =x" ~E(x") et v, la distance de x”a ’entier le plus proche.

Question 29. On a, pour tout entier naturel »
a) -1<u,<0
b) 1=<u,
c) vm1-u,
d) vimu,si 0<u, <12 et v,=1—u, si 12<u,<1

On désigne par S I’ensemble des réels positifs ou nuls x tels que la série de terme général u,
converge, sa somme étant alors notée U(x) et on désigne par F 1’ensemble des réels positifs ou
nuls x tels que la série de terme général v, converge, sa somme étant notée V(x). On note N
I’ensemble des entiers naturels et | | la valeur absolue.

Question 30. Ona
a) Sestinclus dans N

b) N estinclus dans S
c) Festinclus dans S

d) N est inclus dans S car S est inclus dans F

Question 31. Soitx=a+ Vb ot a et b sont des entiers strictement positifs tels que V5 ne
soit pas un nombre rationnel et la + Vbl < 1

a) (a+ Vb)"+ (a~ Vb)" est un entier négatif

b) a— Vb ne peut étre nul

¢) (a+ Vb)Y'+ (a— Vb)Y est un entier strictement positif

d) (a+ VbY'+ (a - Vb)" est un irrationnel car VB n’est pas un nombre rationnel




Question 32. Sia - V5 est strictement positif, alors
a) u,~(a— Vb)" car (@a+Vb)"+ (a- VB)" est un entier
b) u=1-(a- Vb)Y
c) lasérie de terme général u, converge et la série de terme général v, converge car

la- Vbl <1

d) la série de terme général u, diverge car la limite de u,, lorsque 7 tend vers +<c,
n’est pas nulle et la série de terme général v, diverge

Question 33. Si a — Vb est strictement négatif, alors
a) u=1-(a~- Vb pour # pair et u,~— (a — V5)" pour n impair
b) u,~— (a— VB)" pour n entier strictement positif
¢) la série de terme général u, converge car u,tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oc
d) les séries de termes généraux u, et v, divergent car la suite u, n’admet pas de limite

Question 34. Soit le réel x = a + VB, ol a et b sont des entiers strictement positifs tels que
Vb ne soit pas un nombre rationnel et la + VBl < lLetxo=1+V2.0na

a) x appartient a F et n’appartient pas 4 S

b) xn’appartientnia FniaS

¢) Ulxo) n’est pas définie et ¥(xo) n’est pas définie

d) Ulxo) n’est pas définie et V(xo) = (V2 - 1)/(2 - V)

PARTIE 1V

L’espace vectoriel IR’ est rapporté a sa base canonique, notée B). On considére
I’endomorphisme fde IR? qui a tout triplet (x,y,z) de IR? associe le triplet
(2x=y—zx—z,~x+y+22)

Question 35. On note A la matrice de fpar rapport a la base canonique, B, de IR*>. On a
a) A est une matrice égale a 'opposé de sa transposée
b) A est une matrice symétrique
¢) A estune matrice nilpotente d’ordre 3
d) A n’est pas inversible car un de ses coefficients diagonaux est nul

Question 36. La matrice A
a) a pour polynéme caractéristique P(}) = det(A —AI) =A% - 42% 5342
b) est inversible car elle admet trois valeurs propres distinctes non nulles
¢) ne peut étre diagonalisable car une de ses valeurs propres est double
d) adeux valeurs propres distinctes, 2 valeur propre simple et 1 double
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Question 37. Sil’on note A, A,, A3 les valeurs propres de I’endomorphisme f telles que
A< A< A3.0na
a) Tout vecteur x;de IR’ vérifiant Sxi) = X x; est vecteur propre de fassocié 4 la
valeur propre A; pour tout entier / compris entre 1 et 3
b) Le sous-espace propre de fassocié 4 la valeur propre A3 est de dimension 2, donc f
est diagonalisable car A3 = A, est valeur propre double
¢) Le sous-espace propre de fassocié 4 la valeur propre A;= A, a pour base le vecteur
propre de composantes (1,0,1)
d) Le sous-espace propre de fassocié a la valeur propre A3 a pour base le vecteur
propre de composantes (1,1,-1)

Question 38. La matrice de passage P de la base B,  la base B définit une base constituée de
vecteurs propres de ’endomorphisme

11
a) P={ 10
-1 1
11
b) P10 0
11 1
1
¢) P=[1 0
11

1
d P 1
1

Question 39. D étant la représentation matricielle de I’endomorphisme f par rapport a la base
B définie dans la question 38, la matrice A”s’écrit, pour tout entier 7 strictement positif,
a) A"=pPD"
b) A"=pD"p
2" 2"+1 2™+
c) A"={2"-1 -2"+2 -2"+1
2"+1 2"-1 2"

p—

—
N O —
N——

— O -
— et O

1 2"-1 0
d A™= (0 2" 0
0 -2"-1 1
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Question 40. On considére le systéme différentiel
X'(£) — 2x(2) + (1) + z(f) = €'
(E) {y’(f) —x(O)+z(H)=t
2 +x() = y(H) - 2z(H) =™

x(?)
Soit X(t)=(y(t))la représentation matricielle dans la base B;, de la solution générale de
z(?), '

u(?)
I’équation vectorielle associée a (E) et U(r) = (v(t) Jsa représentation matricielle dans la base B

w(t)

définie a la question 38. C;, C,, C3 désignant des constantes arbitraires, on a

a) U@ =PX(@

v =v()+e +1

W =ult)+e —e'—¢
b {
w(t)=2w(t)—e +e'+2¢

YO=Cre ~((e)2)—t-1
2=Cs e ~te' - ((e)/2)-2r -2

1 1 0\ [~'~(€™V/6)— (Bt12) - (5/4)
d) X(O=Cie*| 1]+ C2€0 |+ Cs € 1 |+ [~(t+1)e ~((€7V6) - (5112) — (9/4)
-1 1 -1 (t+1)e’ —((€7Y/3) + (31/2) + (5/4)

{x(t) =Ci ¥ —¢' + (€)3)- (1/2) - (1/4)
c)
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