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Dans tout le cours d’algébre linéaire, K désigne R ou C.
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Définition 1

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application u : E — F est dite linéaire si :
V(A p) €K, Y (x,y) € B, u(Ax+ py) = Au(x) + pu(y)

(on dit aussi que u est un morphisme de I'espace vectoriel E dans I'espace vectoriel F).
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Définition 1

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application u : E — F est dite linéaire si :
V(A p) €K, Y (x,y) € B, u(Ax+ py) = Au(x) + pu(y)

(on dit aussi que u est un morphisme de I'espace vectoriel E dans I'espace vectoriel F).

On peut remplacer cette définition par :
VAEK, V(xy) € E2, u(Ax+y) = Au(x) + u(y)
ou par :
VAEK, V(x,y) € E?, u(x+y) = u(x) + u(y) et u(Ax) = \u(x)
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Définition 1

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application u : E — F est dite linéaire si :
V(A p) €K, Y (x,y) € B, u(Ax+ py) = Au(x) + pu(y)

(on dit aussi que u est un morphisme de I'espace vectoriel E dans I'espace vectoriel F).

On peut remplacer cette définition par :

VAEK, V(xy) € E2, u(Ax+y) = Au(x) + u(y)
ou par :

VAEK, V(x,y) € E?, u(x+y) = u(x) + u(y) et u(Ax) = \u(x)
Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire bijective de E dans F.
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme.

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
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Définition 1

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application u : E — F est dite linéaire si :
V(A p) €K, Y (x,y) € B, u(Ax+ py) = Au(x) + pu(y)
(on dit aussi que u est un morphisme de I'espace vectoriel E dans I'espace vectoriel F).

On peut remplacer cette définition par :

VAeEK, V(x,y) € E, u(Ax+y) = Au(x) + u(y)
ou par :

VAEK, V(x,y) € E?, u(x+y) = u(x) + u(y) et u(Ax) = \u(x)
Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire bijective de E dans F.
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme.

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

On note : .Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Z(E) l'ensemble des endomorphismes de E.
GL(E) l'ensemble des automorphismes de E.
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Définition 1

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application u : E — F est dite linéaire si :
V(A p) €K, V(x,y) € B2, u(Ax+ py) = Au(x) + pu(y)

(on dit aussi que u est un morphisme de I'espace vectoriel E dans I'espace vectoriel F).

On peut remplacer cette définition par :

VAeEK, V(x,y) € E, u(Ax+y) = Au(x) + u(y)
ou par :

VAEK, V(x,y) € E?, u(x+y) = u(x)+ u(y) et u(Ax) = Au(x)
Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire bijective de E dans F.
Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme.

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

On note : .Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Z(E) l'ensemble des endomorphismes de E.
GL(E) l'ensemble des automorphismes de E.

Remarque

Lapparente simplicité de la définition masque une subtilité. En effet, pour des raisons de commodité, les
lois dans E et dans F sont notées de la méme facon.

Mais, par exemple, dans I'expression u(x + y) le + est I'addition dans E alors que dans I'expression

u(x) + u(y), le + représente I'addition de F.
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> AX
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> AX

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> AX

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].

@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble
quelconque, E espace vectoriel.
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> AX

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].

@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble
quelconque, E espace vectoriel.

b
@ Lapplication f — / f(t)dt de €([a; b],R) dans R.
a
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> AX

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].

@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble
quelconque, E espace vectoriel.

b
@ Lapplication f — / f(t)dt de €([a; b],R) dans R.
a

n
Q@ Lapplication p; : H Ex — E;i (ou les E; sont des K-espaces vectoriels), qui a (x, . .., X,) associe

k=1
Xj.
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — Of

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> AX

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].

@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble
quelconque, E espace vectoriel.

b
@ Lapplication f — / f(t)dt de €([a; b],R) dans R.

n
Q@ Lapplication p; : H Ex — E;i (ou les E; sont des K-espaces vectoriels), qui a (x, . .., X,) associe

k=1
Xj.

La démonstration de la linéarité ne doit pas poser de probléme!

Par exemple, pour montrer qu'une homothétie de rapport X est linéaire, il suffit d’écrire :

V(xy) € E%, Va €K, hy(ax+y) = Max+y) = adx + Ay = ahy(x) + ha(y) -
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — 0f

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> A.x

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].
@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble

quelconque, E espace vectoriel.

b
@ Lapplication f — / f(t)dt de €([a; b],R) dans R.

n
Q@ Lapplication p; : H Ex — E;i (ou les E; sont des K-espaces vectoriels), qui a (x, . .., X,) associe

k=1
Xj.

Propriétés

QSi UGX(E,F), U(OE):OF.
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle E — F .
x — 0f

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> A.x

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].
@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble

quelconque, E espace vectoriel.

b
@ Lapplication f — / f(t)dt de €([a; b],R) dans R.

n
Q@ Lapplication p; : H Ex — E;i (ou les E; sont des K-espaces vectoriels), qui a (x, . .., X,) associe

k=1
Xj.

Propriétés

Q Siue =.i/p(E, F) 5 U(OE) = Of.
Q Siue Z(EF), pour tout x € E, u(—x) = —u(x).
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Exemples d’applications linéaires a connaitre

@ Lapplication nulle £ — F .
x — 0f

© Lhomothétie de rapport A\ € K: hy : E— E
X —> A.x

© Lapplication P — P’ de K[X] dans K[X].

@ Lapplication évaluation en un point : f — f(a) de A(D, E) dans E, avec a € D, D ensemble
quelconque, E espace vectoriel.

b
@ Lapplication f — / f(t)dt de €([a; b],R) dans R.

n
Q@ Lapplication p; : H Ex — E;i (ou les E; sont des K-espaces vectoriels), qui a (x, . .., X,) associe
k=1

Xi.
Propriétés

Q Siue =.i/ﬂ(E, F) 5 U(OE) = Of.

Q Siue Z(EF), pour tout x € E, u(—x) = —u(x).

© Lapplication identique de E, notée Idg, est un automorphisme de E.
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Définition 2

Si u € Z(E), un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u si u(F) C F, c'est-a-dire :

Vx€F, u(x) EF.

Dans ce cas, la restriction de u a F sera un endomorphisme de F, noté ur et appelé
endomorphisme induit par u sur F.
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Définition 2

Si u € Z(E), un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u si u(F) C F, c'est-a-dire :
Vx€F, u(x) EF.

Dans ce cas, la restriction de u a F sera un endomorphisme de F, noté ur et appelé
endomorphisme induit par u sur F.

Ne pas confondre les notions d'endomorphisme induit et de restriction.

1) un sous-espace vectoriel de £ 2) stable par u

2 @ La notion d’endomorphisme induit n'a de sens que si F est

(pour pouvoir parler dendomorphisme de F).

PSI* (Lycé / visions et compléments sur les applications li Septembre 2022



Définition 2

Si u € Z(E), un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u si u(F) C F, c'est-a-dire :

Vx€F, u(x) EF.

Dans ce cas, la restriction de u a F sera un endomorphisme de F, noté ur et appelé
endomorphisme induit par u sur F.

Ne pas confondre les notions d'endomorphisme induit et de restriction.

1) un sous-espace vectoriel de £ 2) stable par u

,: @ La notion d’endomorphisme induit n'a de sens que si F est

(pour pouvoir parler dendomorphisme de F).

@ La notion de restriction est beaucoup plus générale :

Si f est une application d’'un ensemble A vers un ensemble B, et si A’ est une partie
non vide de A, on définit la restriction de f a A’ comme étant I'application
flA/ : A — B
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E/ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.
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Noyau, Image

Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
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Noyau, Image

Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.

O Si A’ est une partie de A, on appelle image (directe) de A’ par f 'ensemble des images des éléments de A par f

c'est-a-dire :

fA)={f(x)|xeA}={yeB|Ixe A tqy=f(x)}
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Noyau, Image

Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.

O Si A’ est une partie de A, on appelle image (directe) de A’ par f 'ensemble des images des éléments de A par f

c'est-a-dire :
fA)={f(x)|xeA}={yeB|Ixe A tqy=f(x)}

O Si B est une partie de B on appelle image réciproque de B” par f I'ensemble des antécédents dans A des éléments

de B’ Cest-a-dire :

f'B)={xeA|f(x)eB}.
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Noyau, Image

Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
O Si A’ est une partie de A, on appelle image (directe) de A’ par f 'ensemble des images des éléments de A par f

c'est-a-dire :
fA)={f(x)|xeA}={yeB|Ixe A tqy=f(x)}

O Si B est une partie de B on appelle image réciproque de B” par f I'ensemble des antécédents dans A des éléments

de B’ Cest-a-dire :

f'B)={xeA|f(x)eB}.

Attention : I'écriture f~'(B’) est une simple notation « globale », elle ne signifie pas que I'application £~
existe c’est-a-dire que f est bijective.
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € .Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ D’abord, puisque u(0r) = Or et que 0 € E’, Or € u(E’) et u(E’) # 0.
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € .Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ D’abord, puisque u(0r) = Or et que 0 € E’, Or € u(E’) et u(E’) # 0.
Ensuite, si (y1,)2) € u(E’)?, il existe (x, x2) € E”? tq y1 = u(x) et y» = u(xz). Alors, pour tout
X €K, Ay + y2 = u(Ax + x2) puisque u est linéaire. Or Axj + x» € E’ puisque E’ est un
sous-espace vectoriel, donc Ay + y» € u(E’).
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € .Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ D’abord, puisque u(0r) = Or et que 0 € E’, Or € u(E’) et u(E’) # 0.
Ensuite, si (y1,)2) € u(E’)?, il existe (x, x2) € E”? tq y1 = u(x) et y» = u(xz). Alors, pour tout
X €K, Ay + y2 = u(Ax + x2) puisque u est linéaire. Or Axj + x» € E’ puisque E’ est un
sous-espace vectoriel, donc Ay + y» € u(E’).

© Puisque 0f € F’ et que u(0g) = 0f, 0 € u~'(F') et u='(F") # 0.
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € .Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ D’abord, puisque u(0r) = Or et que 0 € E’, Or € u(E’) et u(E’) # 0.
Ensuite, si (y1,)2) € u(E’)?, il existe (x, x2) € E”? tq y1 = u(x) et y» = u(xz). Alors, pour tout
X €K, Ay + y2 = u(Ax + x2) puisque u est linéaire. Or Axj + x» € E’ puisque E’ est un
sous-espace vectoriel, donc Ay + y» € u(E’).

@ Puisque 0F € F’ et que u(0p) = Or, 0p € u™'(F') et u='(F') # 0.
Ensuite, si (x1,x) € u='(F')%, on a u(x) € F’ et u(xp) € F/. F/ étant un sous-espace vectoriel, on
a, pour tout A € K, Au(x) + u(xe) = u(Axi + x) € F/, donc Ax; + xo € u='(F') .
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 3

Q Soit u € Z(E, F). Lensemble image de E par u est un sous-espace vectoriel de F, appelé image de
u, et noté Im u. Ainsi : Imu = u(E) = {u(x) | x € E}.
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Théoréme 1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F). Alors :
@ Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, son image par u :
u(E’) = {u(x) | x € E'}
est un sous-espace vectoriel de F.
@ Si F/ est un sous-espace vectoriel de F, son image réciproque par u :
u\(F)={x€E|u(x) € F}

est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 3
Q Soit u € Z(E, F). Lensemble image de E par u est un sous-espace vectoriel de F, appelé image de
u, et noté Im u. Ainsi : Imu = u(E) = {u(x) | x € E}.
@ Limage réciproque de O par u est un sous-espace vectoriel de E, appelé noyau de u, et noté Ker u.

Ainsi : Keru = u='({0r}) = {x € E | u(x) = 0r}.
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Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € .Z(E, F).

@ u surjective <= Imu = F.

Q u injective <= Keru = {0¢}.
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
O f est dite surjective si tout élément de B a au moins un antécédent, c’est-a-dire :
Vy € B,3x € Atel que y = f(x).
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
O f est dite surjective si tout élément de B a au moins un antécédent, c’est-a-dire :
Vy € B,3x € Atel que y = f(x).

O f est dite injective si tout élément de B a au plus un antécédent, ce qui revient a dire que deux éléments distincts
de A ont deux images distinctes, ou encore :

V() €A, () = f(x) = x=x'.
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
O f est dite surjective si tout élément de B a au moins un antécédent, c’est-a-dire :
Vy € B,3x € Atel que y = f(x).

O f est dite injective si tout élément de B a au plus un antécédent, ce qui revient a dire que deux éléments distincts
de A ont deux images distinctes, ou encore :

V(x,x') €A, f(x) = f(x) = x=x".
O f est dite bijective si tout élément de B a exactement un antécédent, c’est-a-dire :

Vy € B, 3!x € Atel que y = f(x)
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel
Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.
O f est dite surjective si tout élément de B a au moins un antécédent, c’est-a-dire :
Vy € B,3x € Atel que y = f(x).

O f est dite injective si tout élément de B a au plus un antécédent, ce qui revient a dire que deux éléments distincts
de A ont deux images distinctes, ou encore :

V(x,x') €A, f(x) = f(x) = x=x".
O f est dite bijective si tout élément de B a exactement un antécédent, c’est-a-dire :

Vy € B, 3!x € Atel que y = f(x)

Démonstration

@ résulte directement de la définition de I'image et de la définition de la surjectivité (d’ailleurs, cette
propriété est vraie pour toute application, méme non linéaire).
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.

O f est dite surjective si tout élément de B a au moins un antécédent, c’est-a-dire :
Vy € B,3x € Atel que y = f(x).

O f est dite injective si tout élément de B a au plus un antécédent, ce qui revient a dire que deux éléments distincts
de A ont deux images distinctes, ou encore :

V(x,x') €A, f(x) = f(x) = x=x".
O f est dite bijective si tout élément de B a exactement un antécédent, c’est-a-dire :

Vy € B, 3!x € Atel que y = f(x)

Démonstration

© o Siuestinjective et si x € Keruy, alors 0r = u(x) = u(0g) doa x = 0. Ainsi, Keru C {0¢}, et
puisque Ker u est un sous-espace vectoriel de E, on a {0} C Ker u, d'ou 'égalité.
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Noyau, Image

Théoréme 2

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).
@ u surjective <= Imu = F.
Q u injective <= Keru = {0¢}.

Rappel

Soient A et B deux ensembles, et f une application de A vers B.

O f est dite surjective si tout élément de B a au moins un antécédent, c’est-a-dire :
Vy € B,3x € Atel que y = f(x).

O f est dite injective si tout élément de B a au plus un antécédent, ce qui revient a dire que deux éléments distincts
de A ont deux images distinctes, ou encore :

V(x,x') €A, f(x) = f(x) = x=x".
O f est dite bijective si tout élément de B a exactement un antécédent, c’est-a-dire :

Vy € B, 3!x € Atel que y = f(x)

Démonstration

© o Siuestinjective et si x € Keruy, alors 0r = u(x) = u(0g) doa x = 0. Ainsi, Keru C {0¢}, et
puisque Ker u est un sous-espace vectoriel de E, on a {0} C Ker u, d'ou 'égalité.

o Supposons Keru = {0}. Alors, si x et y dans E sont tels que u(x) = u(y), on a u(x —y) = O
par linéarité, d'ott x — y € Keru d'ott x = y : u est injective.
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :

EX...xE, — E
(Xl:-~-:xn) — X1+ -+ X
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
' (Xl:-~-:xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que

u()\(x1,...,x,,)+(}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :

- EX...xE, — E
' (Xl:-~-:Xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que
u()\(x1,...,xn) + (}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.

En effet, pour tout A € K et tous x;,y; € Ej on a:

u(A(X, -y %) + (M- -5 ¥n)) = u(Ax 4y, -, AXn + yn)

(A +x) + - 4 (Axa + yn)
= A+ xm) ey
= Au(xi,...,xn) +u(y,...,¥n)-
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
(Xl:-~-:Xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que

u()\(x1,...,xn)+(}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.

Une fagon plus subtile de démontrer la linéarité de u consiste a remarquer que chaque application

. IE; — E
2 (X, oXxn) — X

est linéaire, donc u = py + - - - + pp I'est d’apreés le théoréme 4.
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
(Xl:-~-:xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que
u()\(x1,...,x,,) + (}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.

n n
@ Imu = ) E;. Donc u surjective <= E = > E.

i=1 i=1
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
(Xl:-~-:Xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que
u()\(x1,...,x,,)+(}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)

ce qui est immédiat.

n n
@ Imu = ) E;. Donc u surjective <= E = > E.

i=1 i=1

n
@ u est injective si et seulement si la somme Y E; est directe.
i=

Septembre 2022
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
(Xl:-~-:Xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que
u()\(x1,...,x,,) + (}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.

n n
@ Imu = ) E;. Donc u surjective <= E = > E.

i= i=
n
@ u est injective si et seulement si la somme Y E; est directe.
i=
En effet, Ker u = {0g x...xE, } équivaut &
V(Xi,...xxn) EEX ... XEy, i+ +xp=0=x=...=x, =0,

ce qui est bien la caractérisation d'une somme directe.
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
(Xl:-~-:Xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que

u()\(x1,...,x,,)+(}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.

n n
@ Imu = ) E;. Donc u surjective <= E = > E.

i=1 i=1

n
@ u est injective si et seulement si la somme Y E; est directe.
i=1
En effet, Ker u = {0g x...xE, } équivaut &
V(Xi,...xxn) EEX ... XEy, i+ +xp=0=x=...=x, =0,
ce qui est bien la caractérisation d'une somme directe.

n
@ En conclusion : u bijective <= E = @Ei.

i=1
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Noyau, Image

Exemple : lien avec les sommes de sous-espaces vectoriels

Soient E, .. ., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut alors considérer I'application :
gl BX.xE — E
(Xl:-~-:Xn) — X1+ -+ X

@ u est linéaire : il suffit de vérifier que
u()\(x1,...,xn) + (}q,...,y,,)) = Xu(xi, ..., Xn) +u(¥, -5 ¥n)
ce qui est immédiat.

n n
@ Imu = ) E;. Donc u surjective <= E = > E.

i=1 i=1

n
@ u est injective si et seulement si la somme Y E; est directe.
i=
En effet, Ker u = {0g x...xE, } équivaut &
V(Xi,...xxn) EEX ... XEy, i+ +xp=0=x=...=x, =0,
ce qui est bien la caractérisation d'une somme directe.
n
@ En conclusion : u bijective <= E = @Ei.
i=

@ Si E est de dimension finie, on retrouve a l'aide de la proposition 2 le résultat :

diméf} = dimﬁE,' = idimE,'.
i=l1 i=l1 i=l1
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Noyau, Image

Théoréme 3: théoréeme d’isomorphisme (fondamental)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.
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Noyau, Image

Théoréme 3: théoréeme d’isomorphisme (fondamental)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.

Démonstration

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E : E = S & Ker u. Soit v la restriction de u a S.
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Noyau, Image

Théoréme 3: théoréeme d’isomorphisme (fondamental)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.

Démonstration

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E : E = S & Ker u. Soit v la restriction de u a S.

@ v est évidemment a valeurs dans Im u.
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Noyau, Image

Théoréme 3: théoréeme d’isomorphisme (fondamental)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.

Démonstration
Soit S un supplémentaire de Ker u dans E : E = S & Ker u. Soit v la restriction de u a S.
@ v est évidemment a valeurs dans Im u.

@ v est linéaire, puisque u lest (la propriété u(Ax + y) = Au(x) + u(y) étant vraie pour tous x, y dans
E, elle I'est pour tous x, y dans S!).
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Noyau, Image

Théoréme 3: théoréeme d’isomorphisme (fondamental)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.

Démonstration
Soit S un supplémentaire de Ker u dans E : E = S & Ker u. Soit v la restriction de u a S.
@ v est évidemment a valeurs dans Im u.

@ v est linéaire, puisque u lest (la propriété u(Ax + y) = Au(x) + u(y) étant vraie pour tous x, y dans
E, elle I'est pour tous x, y dans S!).

@ v est injective, car Kerv = {x € §| v(x) =0} = {x € S| u(x) =0} =Kerun S = {0}.
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Noyau, Image

Théoréme 3: théoréeme d’isomorphisme (fondamental)

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u € Z(E, F).

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.

Démonstration
Soit S un supplémentaire de Ker u dans E : E = S & Ker u. Soit v la restriction de u a S.
@ v est évidemment a valeurs dans Im u.
@ v est linéaire, puisque u lest (la propriété u(Ax + y) = Au(x) + u(y) étant vraie pour tous x, y dans
E, elle I'est pour tous x, y dans S!).
@ v est injective, car Kerv = {x € §| v(x) =0} = {x € S| u(x) =0} =Kerun S = {0}.
@ v est surjective de S sur Imu car :
Soit y € Im u. Alors, il existe x € E tq y = u(x). Puisque E = S+ Ker u, il existe (s,z) € S X Keru tq
X=s+z
On a alors y = u(x) = u(s) + u(z) = u(s) = v(s), donc y posséde bien un antécédent par v.

=0
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Démonstration

@ Z(E,F) n'est pas vide, car 'application nulle, qui a tout x de E associe le vecteur nul Of, est
trivialement linéaire.
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Démonstration

@ Z(E,F) n'est pas vide, car 'application nulle, qui a tout x de E associe le vecteur nul Of, est
trivialement linéaire.

@ On vérifie facilement que, si A € K et si u, v sont deux applications linéaires de E dans F, alors
w = Au+ v est encore une application linéaire de E dans F :
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Démonstration

@ Z(E, F) n'est pas vide, car l'application nulle, qui & tout x de E associe le vecteur nul O, est
trivialement linéaire.

@ On vérifie facilement que, si A € K et si u, v sont deux applications linéaires de E dans F, alors
w = Au+ v est encore une application linéaire de E dans F :

VaeK, Y(xy) € E,

w(ax+y) = (Au+ v)(ax +y) = Au(ax +y) + v(ax + y)
= Aau(x) + u(y)) + av(x) + v(y) (car u et v sont linéaires)
= a(Au(x) + v(x)) + du(y) + v(y) = aw(x) + w(y)
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Démonstration

@ Z(E, F) n'est pas vide, car l'application nulle, qui & tout x de E associe le vecteur nul O, est
trivialement linéaire.

@ On vérifie facilement que, si A € K et si u, v sont deux applications linéaires de E dans F, alors
w = Au+ v est encore une application linéaire de E dans F :

VaeK, Y(xy) € E,

w(ax+y) = (Au+ v)(ax +y) = Au(ax +y) + v(ax + y)
= Aau(x) + u(y)) + av(x) + v(y) (car u et v sont linéaires)
= a(Au(x) + v(x)) + du(y) + v(y) = aw(x) + w(y)

c'est-a-dire que .Z(E, F) est bien stable par combinaison linéaire.
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Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Théoréme 5
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors vou € Z(E,G).
Q Siue Z(E F)etve Z(F,G), alors, pour tout A € K, A(vou) = (Av) ou= vo (Au).
Q Siu,up € L(E,F)etve Z(F,G) alors:vo (uy+ w)=vou+ vou.
Q Siue Z(E,F)etv,vn € Z(F,G)alors: (W +v)ou=vou+v,ou
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Théoréme 5
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors vou € Z(E,G).
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors, pour tout A € K, A(vou) = (Av) ou=vo (Au).
Q Siu,w e Z(E,F)etve Z(F,G), alors: vo (u+ u) =vou+vo u.
Q Siue L(E,F)etv,wn € ZL(F,G)alors: (W+w)ou=vou+wou

Démonstration

Ce sont de simples vérifications. Par exemple :

visions et compléments sur les applications li Septembre 2022



Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Théoréme 5

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors vou € Z(E,G).
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors, pour tout A € K, A(vou) = (Av) ou=vo (Au).
Q Siu,w e Z(E,F)etve Z(F,G), alors: vo (u+ u) =vou+vo u.
Q Siue L(E,F)etv,wn € ZL(F,G)alors: (W+w)ou=vou+wou

Démonstration
Ce sont de simples vérifications. Par exemple :

Q@ VIeK, V(xy) €E,
vou(Ax +y) = v[u(Ax + y)]

= v[Au(x) + u(y)] = Avo u(x) + vou(y)

u linéaire v linéaire
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Opérations

Théoréme 4

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. .Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de A(E, F).

Théoréme 5

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors vou € Z(E,G).
Q Siue Z(E,F)etve Z(F,G), alors, pour tout A € K, A(vou) = (Av) ou=vo (Au).
Q Siu,w e Z(E,F)etve Z(F,G), alors: vo (u+ u) =vou+vo u.
Q Siue L(E,F)etv,wn € ZL(F,G)alors: (W+w)ou=vou+wou

Démonstration
Ce sont de simples vérifications. Par exemple :
Q@ VIEK, V(x,y) € E,

vou(Ax +y) = v[u(Ax + y)] = v[Au(x) + u(y)] = Avo u(x) + vou(y)
u linéaire v linéaire
Q@ VxeL [vo(u+ w)](x)=v[(n+uw)(x)] = vu(x)+ w(x)] =, 78 u(x) + v o up(x)
v linéaire

= [voul—i-vouz](x) dotu vo (u+w)=vou+vou.
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Démonstration

Q@ o Siy€eIm(vou)il existe x € E tel que y = vo u(x) donc y = v(z) avec z = u(x) € F, dou
y€lmv.
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E, F) , v e Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Démonstration

Q@ o Siy€eIm(vou)ilexiste x € E tel que y = v o u(x) donc y = v(z) avec z = u(x) € F, dou
y €Imv.
o Si x € Keruy, alors u(x) = 0r d'ott v o u(x) = v(0r) = 0 donc x € Ker(v o u).
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E, F) , v e Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Démonstration

Q@ o Siy€eIm(vou)ilexiste x € E tel que y = v o u(x) donc y = v(z) avec z = u(x) € F, dou
y €Imv.
o Si x € Keruy, alors u(x) = 0r d'ott v o u(x) = v(0r) = 0 donc x € Ker(v o u).

Q vou=0gkc & YXEE, v[u(x)] =06 < Vy EImu, v(y) =0c < Vy EImu, y € Kerv &
Imu C Kerv.
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Ces propriétés sont assez élémentaires, mais importantes.

PSI* (1
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Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

PSI* (1
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration

@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration
@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.

@ Pour montrer que (£ (E), +, ., 0) est une algebre, il reste & vérifier :
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration
@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.
@ Pour montrer que (£ (E), +, ., 0) est une algebre, il reste & vérifier :

o la loi o est interne dans .Z(E) : découle du théoreme 5.1
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration
@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.
@ Pour montrer que (£ (E), +, ., 0) est une algebre, il reste & vérifier :

o la loi o est interne dans .Z(E) : découle du théoreme 5.1
o la loi o est associative : elle I'est toujours!
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d’'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration
@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.
@ Pour montrer que (£ (E), +, ., 0) est une algebre, il reste & vérifier :

o la loi o est interne dans .Z(E) : découle du théoreme 5.1

o la loi o est associative : elle I'est toujours!

o la loi o posséde un élément neutre : c’est 'application identique de E, Idg (qui est bien un
endomorphisme).
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d’'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.
Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration
@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.
@ Pour montrer que (£ (E), +, ., 0) est une algebre, il reste & vérifier :

o la loi o est interne dans .Z(E) : découle du théoreme 5.1

o la loi o est associative : elle I'est toujours!

o la loi o posséde un élément neutre : c’est 'application identique de E, Idg (qui est bien un
endomorphisme).

o la loi o est distributive par rapport a + : découle du théoréme 5.3 et 5.4
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d’'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Démonstration
@ (Z(E),+,.) K-espace vectoriel découle du théoréme 4.
@ Pour montrer que (£ (E), +, ., 0) est une algebre, il reste & vérifier :

o la loi o est interne dans .Z(E) : découle du théoreme 5.1

o la loi o est associative : elle I'est toujours!

o la loi o posséde un élément neutre : c’est 'application identique de E, Idg (qui est bien un
endomorphisme).

o la loi o est distributive par rapport a + : découle du théoréme 5.3 et 5.4

@ Enfin il reste a vérifier
VA EK, V(uv) € L(E?, Mvou)=(Av)ou=vo(\u)

ce qui a été fait au théoréme 5.2
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.

Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n'est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Dire que l'algébre n'est pas intégre signifie que 'on peut avoir uov = 0 avec u # 0 et v 7 0. Ce nest pas
bien difficile de trouver des exemples en dimension 2...

On peut aussi facilement trouver des exemples d’endomorphismes u et v tels que uo v # vo u.
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru.
Q vou=0gr < ImuCKerv.

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., o) est une K-algebre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Dire que l'algébre n’est pas intégre signifie que l'on peut avoir uo v = 0 avec u # 0 et v # 0. Ce n'est pas
bien difficile de trouver des exemples en dimension 2...

On peut aussi facilement trouver des exemples d’endomorphismes u et v tels que uo v # vo u.

Théoréme 7

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si u est un isomorphisme de E dans F, u~' est un isomorphisme
de F dans E.
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée
W

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru

Q vou=0g; < ImuCKerv

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., 0) est une K-algébre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Dire que l'algébre n’est pas intégre signifie que l'on peut avoir uo v = 0 avec u # 0 et v # 0. Ce n'est pas
bien difficile de trouver des exemples en dimension 2...

On peut aussi facilement trouver des exemples d’endomorphismes u et v tels que uo v # vo u.

Théoréme 7
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si u est un isomorphisme de E dans F, u~' est un isomorphisme

de F dans E.

Démonstration

u~" est bijective, donc il reste a montrer que u~" est linéaire :
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Opérations

Proposition 1: image et noyau d'une composée
W

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et u € Z(E,F) , v € Z(F,G). Alors :
Q Im(vou) CImv et Ker(vou) D Keru
Q vou=0g; < ImuCKerv

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel. (Z(E), +, ., 0) est une K-algébre.
(cette algébre n’est ni commutative, ni intégre dés que dim E > 2).

Dire que l'algébre n’est pas intégre signifie que l'on peut avoir uo v = 0 avec u # 0 et v # 0. Ce n'est pas
bien difficile de trouver des exemples en dimension 2...

On peut aussi facilement trouver des exemples d’endomorphismes u et v tels que uo v # vo u.

Théoréme 7

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si u est un isomorphisme de E dans F, u~' est un isomorphisme
de F dans E.

Démonstration
u~" est bijective, donc il reste a montrer que u~" est linéaire :

Soient x,y € F, et a = u~'(x), b= u"'(y). Alors, pour tout A € K, u(Aa + b) = Au(a) + b = Ax +y,
dot u'(Ax +y) = Aa+ b= Au""(x) +u"(y).
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Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel. Lensemble des automorphismes de E, muni de la loi o, est un groupe pour
la loi o, appelé groupe linéaire de E, et noté GL(E).
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Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel. Lensemble des automorphismes de E, muni de la loi o, est un groupe pour
la loi o, appelé groupe linéaire de E, et noté GL(E).

Démonstration

On vérifie la définition d’'un groupe :
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Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel. Lensemble des automorphismes de E, muni de la loi o, est un groupe pour
la loi o, appelé groupe linéaire de E, et noté GL(E).

Démonstration
On vérifie la définition d’'un groupe :

@ La loi o est interne dans GL(E) : la composée de deux automorphismes de E est un automorphisme
de E car la composée de deux applications linéaires est linéaire et la composée de deux bijections est
une bijection (rappelons au passage que si u, v € GL(E), (uov)™'=v'ou™.
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Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel. Lensemble des automorphismes de E, muni de la loi o, est un groupe pour
la loi o, appelé groupe linéaire de E, et noté GL(E).

Démonstration
On vérifie la définition d’'un groupe :

@ La loi o est interne dans GL(E) : la composée de deux automorphismes de E est un automorphisme
de E car la composée de deux applications linéaires est linéaire et la composée de deux bijections est
une bijection (rappelons au passage que si u, v € GL(E), (uov)™'=v'ou™.

@ La loi o est associative (propriété générale).
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Opérations

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel. Lensemble des automorphismes de E, muni de la loi o, est un groupe pour
la loi o, appelé groupe linéaire de E, et noté GL(E).

Démonstration
On vérifie la définition d’'un groupe :

@ La loi o est interne dans GL(E) : la composée de deux automorphismes de E est un automorphisme
de E car la composée de deux applications linéaires est linéaire et la composée de deux bijections est
une bijection (rappelons au passage que si u, v € GL(E), (uov)™'=v'ou™.

@ La loi o est associative (propriété générale).

@ La loi o posséde un élément neutre dans GL(E) : c’est Idg.
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Opérations

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel. Lensemble des automorphismes de E, muni de la loi o, est un groupe pour
la loi o, appelé groupe linéaire de E, et noté GL(E).

Démonstration
On vérifie la définition d’'un groupe :

@ La loi o est interne dans GL(E) : la composée de deux automorphismes de E est un automorphisme
de E car la composée de deux applications linéaires est linéaire et la composée de deux bijections est
une bijection (rappelons au passage que si u, v € GL(E), (uov)™'=v'ou™.

@ La loi o est associative (propriété générale).
@ La loi o posséde un élément neutre dans GL(E) : c’est Idg.

@ Si u € GL(E), u™' € GL(E) d'aprés le th. précédent.
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Remarques
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Opérations

Remarques

_ On posera alors : u'’ dg et, pour tout n
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).
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Opérations

Remarques

_ On posera alors : u” de et, pour tout n € N, u
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

Q (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
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Remarques

_ On posera alors : u” de et, pour tout n € N, u
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

Q (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI — IdE)(u"fl —+ - +IdE) .
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Remarques

_ On posera alors : u” de et, pour tout n € N, u
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

Q (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI — IdE)(u"fl —+ - +IdE) .

o si uetvcommutent: u” —v" = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .
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Remarques

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u’ = Idg. et, pour tout n € N, u"! = u" o u = u o u” (itérés
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI — IdE)(unfl —+ - -I-IdE) .

o si uetvcommutent: u" —v"' = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .

Démonstration

o On commence par démontrer que si u et v commutent, il en est de méme de u* et de v pour tout k € N, par
récurrence sur k.
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Remarques

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u’ = Idg. et, pour tout n € N, u"! = u" o u = u o u” (itérés
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI — IdE)(unfl —+ - -I-IdE) .

o si uetvcommutent: u" —v"' = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .

Démonstration

o On commence par démontrer que si u et v commutent, il en est de méme de u* et de v pour tout k € N, par
récurrence sur k.
En effet, la relation u*v = vu* est vraie pour k = 0,1 et si elle est vraie a un ordre k alors, en utilisant en
particulier I'associativité de la loi o :

k41

v = u(uv) = u(wb) = (w)dt = ()t = vt

donc elle est encore vraie a l'ordre k + 1.
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Remarques

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u’ = Idg. et, pour tout n € N, u"! = u" o u = u o u” (itérés
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI — IdE)(unfl —+ - -I-IdE) .

o si uetvcommutent: u" —v"' = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .

Démonstration

o On commence par démontrer que si u et v commutent, il en est de méme de u* et de v pour tout k € N, par
récurrence sur k.
En effet, la relation u*v = vu* est vraie pour k = 0,1 et si elle est vraie a un ordre k alors, en utilisant en
particulier I'associativité de la loi o :

k41

v = u(uv) = u(wb) = (w)dt = ()t = vt

donc elle est encore vraie a l'ordre k + 1.

@ On en déduit ensuite que pour tous k, £ € N, u* et v¢ commutent (récurrence sur £).
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Remarques

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u’ = Idg. et, pour tout n € N, u"! = u" o u = u o u” (itérés
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI - IdE)(u”” 4+ +IdE) .

o si uetvcommutent: u" —v' = (u—v)(u"" + v w2 4 v"’]) .

Démonstration

o On commence par démontrer que si u et v commutent, il en est de méme de u* et de v pour tout k € N, par
récurrence sur k.
En effet, la relation u*v = vu* est vraie pour k = 0,1 et si elle est vraie a un ordre k alors, en utilisant en
particulier I'associativité de la loi o :

v = u(uv) = u(w¥) = (uv)dk = (w)u* = v

k+1
donc elle est encore vraie a l'ordre k + 1.
@ On en déduit ensuite que pour tous k, £ € N, u* et v¢ commutent (récurrence sur £).

o Il suffit ensuite de développer le produit (u — v)(u" ™" + u"2v 4 - - - + w" =% 4+ v"7') en utilisant les régles de
calcul vues plus haut et la propriété ci-dessus pour retrouver u” — v".
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Remarques

D Soit u € Z(E). On posera alors : u” = Idg et, pour tout n € N, v = u” o u = uo u" (itérés

n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).
Q (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o " —Idp = (u—Idg)(u" "+ -+ +1dp) .
o si uetvcommutent: u" —v"' = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .

n
o si uet vcommutent: (u+v)" = (Z) ukv=k (formule du bindme).
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Opérations

Remarques

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u’ = Idg. et, pour tout n € N, u"! = u" o u = u o u” (itérés
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

Q (Z(E),+,.,0) étant une algébre, les régles de calcul permettent de montrer que :
8! 8 p q
o U" —1Id = (LI - IdE)(u”” 4+ +IdE) .
o si uetvcommutent: u" —v' = (u—v)(u"" + v w2 4 v"’]) .

n
o si uet vcommutent: (u+v)" = (Z) ukv=k (formule du bindme).

Démonstration

Se démontre par récurrence sur n en utilisant la formule du triangle de Pascal et en remarquant que,

puisque u et v commutent il en est de méme de toutes leurs puissances donc on aura, par exemple,
ukvn—ku — uk+l Vn—k
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Opérations

Remarques

= Idg et, pour tout n € N, v = u" o u = uo u" (itérés

n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).
© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o " —Idp = (u—Idg)(u" "+ -+ +1dp) .
o si uetvcommutent: u" —v"' = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .

n
o si uet vcommutent: (u+v)" = (Z) ukv=k (formule du bindme).

© Lorsque u est un isomorphisme, on peut également définir u” pour tout n € Z, en posant :
VneN, um"= (u)".

Septembre 2022

ions et compléments sur les applications i

PSI* (Ly
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Remarques

=u"ou=uou" (itrés

= Idg et, pour tout n € N, u"

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u
(n fois).

n-iemes). Ainsi, pour n € N*, u" = uouo---ou
© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :

o U" —1Id = (LI — IdE)(unfl —+ - -I-IdE) .
o si uetvcommutent: u" —v"' = (u— v)(u”" +uty 4w v"’]) .

n
o si uet vcommutent: (u+v)" = (Z) ukv=k (formule du bindme).

© Lorsque u est un isomorphisme, on peut également définir u” pour tout n € Z, en posant :
VneN, um"= (u)".

Le résultat utilisé dans la démonstration précédente, a savoir :

si u et v commutent, il en est de méme de toutes leurs puissances

est important a retenir.

Septembre 2022
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Opérations

Remarques

Q Soit u € Z(E). On posera alors : u’ = Idg. et, pour tout n € N, u"! = u" o u = u o u” (itérés
n-iémes). Ainsi, pour n € N*, 4" = uouo---ou (nfois).

© (Z(E),+,.,0) étant une algebre, les régles de calcul permettent de montrer que :
o U" —1Id = (LI - IdE)(u”” 4+ +IdE) .

o si uetvcommutent: u" —v' = (u—v)(u"" + v w2 4 v"’]) .

n
o si uet vcommutent: (u+v)" = (Z) ukv=k (formule du bindme).

© Lorsque u est un isomorphisme, on peut également définir u” pour tout n € Z, en posant :
VneN, um"= (u)".
Le résultat utilisé dans la démonstration précédente, a savoir :
si u et v commutent, il en est de méme de toutes leurs puissances

est important a retenir.

)2 . B "
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Définition 4

Soit E un K-espace vectoriel, et E et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (E = E & E).
Tout vecteur x € E s'écrit donc de maniére unique sous la forme : x = x; + x2 avec (x, x2) € E X E.

Lapplication p: E — E s’appelle la projection sur E de direction £, (ou parallélement a E).
X — X

Lapplication s: E — E s'appelle la symétrie par rapport a E de direction E,.
X X] — X2
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Définition 4

Soit E un K-espace vectoriel, et E et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (E = E & E).
Tout vecteur x € E s'écrit donc de maniére unique sous la forme : x = x; + x2 avec (x, x2) € E X E.

Lapplication p: E — E s’appelle la projection sur E de direction £, (ou parallélement a E).
X — X

Lapplication s: E — E s'appelle la symétrie par rapport a E de direction E,.
X X] — X2

X = q(x) S
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue & (E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.

Démonstration

En effet, avec les mémes notations que dans la définition on a

Vx€E, 2p—Ide)(x) =2x — (x+x) =x—x =s(x).
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue & (E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

Démonstration

Compte tenu de la relation obtenue en 1., il suffit de faire la démonstration pour p, ce qui est immédiat :
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

Démonstration
Compte tenu de la relation obtenue en 1., il suffit de faire la démonstration pour p, ce qui est immédiat :

Si x = x + x2 et y = y1 + y» sont deux vecteurs de E, avec x;, y; € E; pour i € {1,2}, et si A est un
scalaire, alors

PO +y) =p((Ax+n)+ e +y2)) = A +y = Ap(x) + p(y) -
€L E€E
1 2
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.
O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Démonstration

En effet, avec les mémes notations que dans la définition on a

Vx €E, p'(x) = p[p(x)]) = p(x) = x = p(x).
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.
O s et p sont deux endomorphismes de E.
© p? = pop=p(pest dit idempotent).
Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

Septembre 2022
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Propriétés

Siue =.7(]:'), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.
O s et p sont deux endomorphismes de E.
© p? = pop=p(pest dit idempotent).
Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

Démonstration

En utilisant les résultats précédents : s = (2p — Idg)? = 4p? — 4p +1dp = Idg .
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =.7(]:'), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.

Démonstration
@ Six € Inv(p) ona x = p(x) donc x € Imp : Inv(p) C Imp.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications i Septembre 2022



Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.

Démonstration
@ Six € Inv(p) ona x = p(x) donc x € Imp : Inv(p) C Imp.
Si x € Imp, il existe y € E tel que x = p(y) dou p(x) = p*(y) = p(y) = x, puis x € Inv(p) : Im p C Inv(p).
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.

Démonstration
@ Six € Inv(p) ona x = p(x) donc x € Imp : Inv(p) C Imp.
Si x € Imp, il existe y € E tel que x = p(y) dou p(x) = p*(y) = p(y) = x, puis x € Inv(p) : Im p C Inv(p).
Soit x = x + x, avec x; € E; pour i € {1,2}. Alors p(x) = x; d'ou I'équivalence :
px) =x <= x=x<=x=0<=x€E,
donc Inv(p) = E.
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.

Démonstration
@ Six € Inv(p) ona x = p(x) donc x € Imp : Inv(p) C Imp .
Si x € Imp, il existe y € E tel que x = p(y) dou p(x) = p*(y) = p(y) = x, puis x € Inv(p) : Im p C Inv(p).
Soit x = x + x, avec x; € E; pour i € {1,2}. Alors p(x) = x; d'ou I'équivalence :
px)=x<=x=x<=x=0<=x€E,
donc Inv(p) = E.
@ Soit x = X + x; avec x; € E; pour i € {1,2}. Alors p(x) = x d'ot I'équivalence :
p(x) =0<=x=0<=x=x, < x€L.

Cela démontre directement I'égalité Ker p = E;.
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Siue =Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.

Q Inv(s) = E et Opp(s) = E.

Septembre 2022
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Propriétés

Si u € Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

O s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(pest dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

@ Inv(p) =Imp = E etKerp = E.

Q Inv(s) = E et Opp(s) = E.

Démonstration
s(x) = x <= (2p — Idg)(x) = x <= p(x) = x et 5(x) = —x <= (2p — Idg)(x) = —x <= p(x) = 0, donc il
suffit d’appliquer le résultat précédent.
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Projecteurs. Symétries

Propriétés

Si u € Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).
Q s=2p—idg.
Q s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(p est dit idempotent).

Q s* = sos=Idg (s est dit involutif).

Q Inv(p) =Imp =E et Kerp = E.

Q Inv(s) = B et Opp(s) = E.

@ Si p est la projection sur E de direction E, et g est la projection sur E, de direction E, p+ q = Idg
et poqg=qop=0yr (pet qsont dits associés).
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Propriétés

Si u € Z(E), on notera (provisoirement) :
Inv(u) = Ker(u — Idg) = {x € E | u(x) = x} et Opp(u) =Ker(u+1dg) = {x € E | u(x) = —x}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'un endomorphisme).

Q s=2p—idg.

Q s et p sont deux endomorphismes de E.

© p? = pop=p(p est dit idempotent).

Q s> =sos=1Idg (s est dit involutif).

Q Inv(p) =Imp = E et Kerp = E.

Q Inv(s) = E et Opp(s) = E.

@ Si p est la projection sur E de direction E, et g est la projection sur E, de direction E, p+ g = Idg
etpoqg=qop=_0gr (pet qsont dits associés).

Démonstration
Immédiat puisque, toujours avec les mémes notations, p(x) = x et g(x) = x2 donc
(p+ 9)(x) = x1 + x2 = x = Ildg(x).
De plus, I'écrit = 0 t = 0 cest-a-di o =0.
e plus, I'écriture x x + < montre que g(xi) c'est-a-dire g o p(x)
€n 2
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Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si v> = uo u = u.
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si v> = uo u = u.

Théoréme 9

Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp = Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration

Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration

Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.

e On a toujours Inv(p) C Imp, car, si p(x) = x, x € Imp;

PSI* (Lycée dArsonval) Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications i Septembre 2022 20/44



Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration
Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.

e On a toujours Inv(p) C Imp, car, si p(x) = x, x € Imp;
o Réciproquement, si y € Im p, il existe x € E tel que y = p(x) d'ou p(y) = p*(x) = p(x) = y et y € Inv(p).
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration
Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.

e On a toujours Inv(p) C Imp, car, si p(x) = x, x € Imp;
o Réciproquement, si y € Im p, il existe x € E tel que y = p(x) d'ou p(y) = p*(x) = p(x) = y et y € Inv(p).

@ Montrons que E=Imp @ Kerp .
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration
Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.

e On a toujours Inv(p) C Imp, car, si p(x) = x, x € Imp;
o Réciproquement, si y € Im p, il existe x € E tel que y = p(x) d'ou p(y) = p*(x) = p(x) = y et y € Inv(p).
@ Montrons que E=Imp @ Kerp .

o Imp N Kerp = {0} car, si x € Imp N Kerp, on a p(x) = 0 d’une part, et x € Inv(p) soit p(x) = x d’autre
part, donc x = 0;
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration
Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.

e On a toujours Inv(p) C Imp, car, si p(x) = x, x € Imp;
o Réciproquement, si y € Im p, il existe x € E tel que y = p(x) d'ou p(y) = p*(x) = p(x) = y et y € Inv(p).
@ Montrons que E=Imp @ Kerp .
o Imp N Kerp = {0} car, si x € Imp N Kerp, on a p(x) = 0 d’une part, et x € Inv(p) soit p(x) = x d’autre
part, donc x = 0;
@ Soit x € E.Ona: x = p(x) + (x — p(x)) avec x; € Imp et p(x;) = p(x) — p*(x) = 0 soit x, € Ker p,
N N——

=x =Xy

donc E = Im p + Ker p.
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si u> = uo u = u.

Théoréme 9
Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp =Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Démonstration

Soit p € Z(E) tq p* = p.
@ Montrons Inv(p) = Imp.
e On a toujours Inv(p) C Imp, car, si p(x) = x, x € Imp;
o Réciproquement, si y € Im p, il existe x € E tel que y = p(x) d'ou p(y) = p*(x) = p(x) = y et y € Inv(p).
@ Montrons que E=Imp @ Kerp .
o Imp N Kerp = {0} car, si x € Imp N Kerp, on a p(x) = 0 d’une part, et x € Inv(p) soit p(x) = x d’autre
part, donc x = 0;
@ Soit x € E.Ona: x = p(x) + (x — p(x)) avec x; € Imp et p(x;) = p(x) — p*(x) = 0 soit x, € Ker p,
SN N——

=x =Xy

donc E = Im p + Ker p.

@ Enfin, p est bien la projection sur Im p de direction Ker p, car, si x = xj + x2 avec
(x1,x) € Imp x Kerp, on a p(x) = p(x) + p(x2) = x1 + 0 = x.
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Projecteurs. Symétries

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et u € .Z(E). u s'appelle un projecteur si v> = uo u = u.

Théoréme 9

Si p est un projecteur, alors :

E=Imp@Kerp ; Imp = Inv(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

Il faut retenir que la décomposition de x € E dans la somme directe E = Im p & Ker p
s'écrit :
x = p(x) +x = p(x)

N N—\—
Elmp EKer p
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Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

=l i=
on note alors, pour tout i € [I; n]|, pi I'application: p; : E —E .
X — Xj
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Projecteurs. Symétries

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

i= =
on note alors, pour tout i € [I; n]|, pi I'application: p; : E —E .
X — Xj
On a les propriétés suivantes, dont les démonstrations sont élémentaires :

e Viel;n], piopi=pi.

Chapitre ns et compléments sur les applications Ii
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Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

i=1 =1
on note alors, pour tout i € [I; n]|, pi I'application: p; : E —E .
X — Xj
On a les propriétés suivantes, dont les démonstrations sont élémentaires :

e Viel;n], piopi=pi.
n
@ Vi€ 1;n], piestla projection sur E; de direction E.

J=1
i

Chapitre ns et compléments sur les applications I
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Projecteur:

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

i=l i=
on note alors, pour tout i € [I; n]|, pi I'application: p; : E —E .

X — Xj
On a les propriétés suivantes, dont les démonstrations sont élémentaires :

e Viel;n], piopi=pi.

n
@ Vi€ 1;n], piestla projection sur E; de direction E.
=
n J#i
] Z pi = IdE.

i=1
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Projecteur:

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

i=l i=
on note alors, pour tout i € [I; n]|, pi I'application: p; : E —E .

X — Xj
On a les propriétés suivantes, dont les démonstrations sont élémentaires :

e Viel;n], piopi=pi.

n
@ Vi€ 1;n], piestla projection sur E; de direction E.
=
n J#i
] Z pi = IdE.

i=1

o V(i,j) € [;n]*, i#j= piop=0gy).

ions et compléments sur les applic:
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Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Pour tout x € E, il existe donc une unique tamille (x;) € i, telle que : x = Xi ;
i=1 i=1
on note alors, pour tout i € [I; n]|, pi I'application: p; : E —E .
X —> Xj

On a les propriétés suivantes, dont les démonstrations sont élémentaires :
e Viel;n], piopi=pi.
n
@ Vie [I;n], piestla projection sur Ej de direction @E;.
=
n J#i
] Z pi = IdE.

i=1

o V(i,j) € [;n]*, i#j= piop=0gy).

Définition 6

On dit que (pi)igi<n est la famille de projecteurs canoniquement associée a la décomposition de E en

n
somme directe E = € E;.

i=l
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Projecteurs. Symétries

Théoréme 10

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).
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Projecteurs. Symétries

Théoréme 10

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).

Démonstration

£ +2s+1d Id
Enagd= +:+ E:5+2E:p

Id
Soit s € Z(E) tel que s> = Idg. Soit alors p = s +2 E
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Projecteurs. Symétries

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

Théoréme 10

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).

Démonstration

£ +2s+1d Id
Enagd= +:+ E:5+2E:p

S+Id5

Soit s € Z(E) tel que s> = Id. Soit alors p =

Donc p est une projection, forcément sur Inv(p) de direction Ker p. Or
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Projecteurs. Symétries

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

Théoréme 10

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).

Démonstration

£ +2s+1d Id
Enagd= +:+ E:5+2E:p

S+Id5

Soit s € Z(E) tel que s> = Id. Soit alors p =

Donc p est une projection, forcément sur Inv(p) de direction Ker p. Or

Inv(p):{x€E|p(x):x}:{XEE‘ (%)(x):x}:{xEE|s(x):x}:InV(s)
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Projecteurs. Symétries

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

Théoréme 10

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).

Démonstration

£ +2s+1d Id
Enagd= +:+ E:5+2E:p

S+Id5

Soit s € Z(E) tel que s> = Id. Soit alors p =

Donc p est une projection, forcément sur Inv(p) de direction Ker p. Or
s+1d
Inv(p) = {x € E| p(x) =x} = {XEE‘ (TE) (x):x} = {x € E | s(x) = x} = Inv(s)
et

Kerp:{x€E|p(x):0}={x€E‘ (#)(X)ZO}:{X€E|s(x):—x}:Opp(s)
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Projecteurs. Symétries

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

Théoréme 10

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).

Démonstration

£ +2s+1d Id
Enagd= +:+ E:5+ZE:p

S+Id5

Soit s € Z(E) tel que s> = Id. Soit alors p =

Donc p est une projection, forcément sur Inv(p) de direction Ker p. Or
s+1d
Inv(p) = {x € E| p(x) =x} = {XGE‘ (TE) (x):x} = {x € E | s(x) = x} = Inv(s)
et
Kerp={x€ E| p(x) =0} = {XEE

(%) (x) = o} = {x € E| s(x) = —x} = Opp(s)

Ainsi, p est la projection sur Inv(s) de direction Opp(s), et s = 2p — Idg, donc s est bien la symétrie
annoncée.
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Projecteurs. Symétries

Si s est un endomorphisme involutif de E (s*> = Idg), alors :

Théoréme 10

E = Inv(s) & Opp(s); et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).

Démonstration

£ +2s+1d Id
Enagd= +:+ E:5+ZE:p

s+ Idg

Soit s € Z(E) tel que s> = Id. Soit alors p =

Donc p est une projection, forcément sur Inv(p) de direction Ker p. Or
s+1d
Inv(p) = {x € E| p(x) =x} = {XEE‘ (TE) (x):x} = {x € E | s(x) = x} = Inv(s)
et
Kerp={x€ E| p(x) =0} = {XEE

(#) (x) = o} = {x € E| s(x) = —x} = Opp(s)

Ainsi, p est la projection sur Inv(s) de direction Opp(s), et s = 2p — Idg, donc s est bien la symétrie
annoncée.

Il faut retenir que la décomposition de x € E dans la somme directe
E = Inv(s) @ Opp(s) s'écrit :
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Exemple 1

Soit E = A(R, R) I'ensemble des applications de R dans R, et s I'application de E dans E qui, a toute
f € E, associe l'application f : R — R
X — f(=x)
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Exemple 1

Soit E = A(R, R) I'ensemble des applications de R dans R, et s I'application de E dans E qui, a toute
f € E, associe l'application f : R — R

X — f(=x)
On vérifie facilement que s est linéaire (s(Af + g) = As(f) + s(g)... ) et que s> = Idg. Ainsi, s est une
symétrie. On a alors :
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Exemple 1

Soit E = A(R, R) I'ensemble des applications de R dans R, et s I'application de E dans E qui, a toute
f € E, associe l'application f : R — R

X — f(=x)
On vérifie facilement que s est linéaire (s(Af + g) = As(f) + s(g)... ) et que s> = Idg. Ainsi, s est une
symétrie. On a alors :

0 felnv(s) <= Vx eR, f(x) = f(—x) <= f paire;
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Exemple 1

Soit E = A(R, R) I'ensemble des applications de R dans R, et s I'application de E dans E qui, a toute
f € E, associe l'application f : R — R
X — f(=x)

On vérifie facilement que s est linéaire (s(Af + g) = As(f) + s(g)... ) et que s> = Idg. Ainsi, s est une
symétrie. On a alors :

0 felnv(s) <= Vx eR, f(x) = f(—x) <= f paire;

@ f € 0pp(s) < Vx €R, —f(x) = f(—x) < [ impaire.
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Exemple 1

Soit E = A(R, R) I'ensemble des applications de R dans R, et s I'application de E dans E qui, a toute
f € E, associe l'application f : R — R

X — f(=x)
On vérifie facilement que s est linéaire (s(Af + g) = As(f) + s(g)... ) et que s> = Idg. Ainsi, s est une
symétrie. On a alors :

0 felnv(s) <= Vx eR, f(x) = f(—x) <= f paire;

@ f € 0pp(s) < Vx €R, —f(x) = f(—x) < [ impaire.
A Taide du théoréme précédent, on retrouve le fait que I'ensemble des applications paires (resp. impaires)
est un sous-espace vectoriel de E, et que ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.
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Exemple 1

Soit E = A(R, R) I'ensemble des applications de R dans R, et s I'application de E dans E qui, a toute
f € E, associe l'application f : R — R

X — f(=x)
On vérifie facilement que s est linéaire (s(Af + g) = As(f) + s(g)... ) et que s> = Idg. Ainsi, s est une
symétrie. On a alors :

0 felnv(s) <= Vx eR, f(x) = f(—x) <= f paire;

@ f € 0pp(s) < Vx €R, —f(x) = f(—x) < [ impaire.
A Taide du théoréme précédent, on retrouve le fait que I'ensemble des applications paires (resp. impaires)
est un sous-espace vectoriel de E, et que ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

De plus, la décomposition de f € E comme somme (de fagon unique) d’'une application paire et d’'une
application impaire est :

)+ (=) | f() = [(=x)
2 + 2

paire impaire

f(x) =
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Exemple 2

Soit E = Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n (n € N*) a coefficients dans K,
etsoits: E— E .
Ar— AT
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Exemple 2

Soit E = Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n (n € N*) a coefficients dans K,
etsoits: E— E .
Ar— AT

On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi, s est une symétrie. On a alors :

Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applic: i Septembre 2022



Exemple 2

Soit E = Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n (n € N*) a coefficients dans K,
etsoits: E— E .
Ar— AT

On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi, s est une symétrie. On a alors :

0 A€ Inv(s) <= A= AT <= A symétrique;
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Exemple 2

Soit E = Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n (n € N*) a coefficients dans K,
etsoits: E— E .
Ar— AT

On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi, s est une symétrie. On a alors :
0 A€ Inv(s) <= A= AT <= A symétrique;

@ A€ Opp(s) <= A= —A" <= A antisymétrique.
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Exemple 2

Soit E = Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n (n € N*) a coefficients dans K,
etsoits: E— E .
Ar— AT

On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi, s est une symétrie. On a alors :
0 A€ Inv(s) <= A= AT <= A symétrique;

@ A€ Opp(s) <= A= —A" <= A antisymétrique.

A laide du théoréeme précédent, on retrouve le fait que 'ensemble S,(K) des matrices symétriques d'ordre
n et 'ensemble A,(K) des matrices antisymétriques d'ordre n sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E :

Mp(K) = Sn(K) & An(K) .
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Exemple 2

Soit E = Mp(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n (n € N*) a coefficients dans K,
etsoits: E— E .
Ar— AT

On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi, s est une symétrie. On a alors :
0 A€ Inv(s) <= A= AT <= A symétrique;

@ A€ Opp(s) <= A= —A" <= A antisymétrique.

A laide du théoréeme précédent, on retrouve le fait que 'ensemble S,(K) des matrices symétriques d'ordre
n et 'ensemble A,(K) des matrices antisymétriques d'ordre n sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E :
De plus, la décomposition de A € M,,(K) comme somme (de fagon unique) d’'une matrice symétrique et
d’une matrice antisymétrique est :
A+ AT LA AT
T2 2

——

sym. antisym.

A
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Théoréme 11

Soit (Ej)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E, telle que E = é E,etF
un K-espace vectoriel. -

Soit (uihi<ign telle que Vi € [1;n] , ui € Z(E;, F).

Alors il existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F) telle que Vi € [1; n], uj = ulg,.

Ainsi, une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions a des sous-espaces vectoriels
supplémentaires.
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Théoréme 11

n

Soit (Ej)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E, telle que E = @ E;, et F
i=1

un K-espace vectoriel.

Soit (uihi<ign telle que Vi € [1;n] , ui € Z(E;, F).
Alors il existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F) telle que Vi € [1; n], uj = ulg,.

Ainsi, une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions a des sous-espaces vectoriels
supplémentaires.

Démonstration

n
@ Unicité (analyse) : Si u existe, alors pour tout x € E s'écrivant x = Z X;j avec x; € Ej, on a
=
n n '
u(x) = > u(xi) = > ui(xi), donc la donnée des u; détermine u de fagon unique.
1

i=1 i=

PSI* (Lycée d’Arsonv: Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications i Septembre 2022



Théoréme 11

n

Soit (Ej)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E, telle que E = @ E;, et F
i=1

un K-espace vectoriel.

Soit (uihi<ign telle que Vi € [1;n] , ui € Z(E;, F).
Alors il existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F) telle que Vi € [1; n], uj = ulg,.

Ainsi, une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions a des sous-espaces vectoriels
supplémentaires.

Démonstration

n
@ Unicité (analyse) : Si u existe, alors pour tout x € E s'écrivant x = Z X;j avec x; € Ej, on a
=
n n '
u(x) = > u(xi) = > ui(xi), donc la donnée des u; détermine u de fagon unique.
1

i=1 i=

n
@ Existence : Pour tout x € E s’écrivant x = Y x; avec x; € Ej, on pose naturellement
i=1
n
u(x) = > ui(x;). On vérifie alors facilement que u est linéaire (car chaque application x — x; l'est,
i=1
puis composée et somme d’applications linéaires), et que sa restriction a chaque E; est bien u;.

PSI* (Lycée d’Arsonv: Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications i Septembre 2022



Théoréme 12

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (e)ie/ une base de E et (b;)ie/ une famille de vecteurs de F.
Alors :

@ |l existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F) telle que u(e;) = b; pour tout i € /.
@ u injective <= (bj)ie/ est une famille libre de F.

© u surjective <= (bj)ije/ est une famille génératrice de F.

@ u est un isomorphisme <= (b;)je/ est une base de F.

Ainsi, une application linéaire est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une base.
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Théoréme 12

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (e)ie/ une base de E et (b;)ie/ une famille de vecteurs de F.
Alors :

@ |l existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F) telle que u(e;) = b; pour tout i € /.
@ u injective <= (bj)ie/ est une famille libre de F.
© u surjective <= (bj)ije/ est une famille génératrice de F.
@ u est un isomorphisme <= (b;)je/ est une base de F.
Ainsi, une application linéaire est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une base.

Démonstration

Q Tout x € E s’écrit x = Y Ajej, ot (\;) est une famille de scalaires a support fini. Si u existe, on doit
i€l
donc avoir u(x) = > Ajb; d'ou T'unicité de u.
iel
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Théoréme 12

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (e;)ie/ une base de E et (bj)ie/ une famille de vecteurs de F.
Alors :

@ |l existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F) telle que u(e;) = b; pour tout i € /.
@ u injective <= (bj)ie/ est une famille libre de F.
© u surjective <= (bj)ije/ est une famille génératrice de F.
@ u est un isomorphisme <= (b;)je/ est une base de F.
Ainsi, une application linéaire est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une base.

Démonstration

Q Tout x € E s’écrit x = Y Ajej, ot (\;) est une famille de scalaires a support fini. Si u existe, on doit

i€l
donc avoir u(x) = > Ajb; d'ou T'unicité de u.
iel
Réciproquement, on vérifie facilement que I'application u: x = > Ajej — > Ajb; est linéaire; elle

i€l iel
convient donc.
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Démonstration (suite)

© o Supposons u injective. Si on a Y A\ibj = 0, alors, en posant x = > Aje;, on aura u(x) = 0 d'ot
i€l i€l
x = 0. Donc > Ajej = 0 et tous les \; sont nuls puisque la famille (e;) est libre.
i€l
Ainsi, la famille (b;) est libre.
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Démonstration (suite)

o Supposons u injective. Si on a Y A\;bj = 0, alors, en posant x = > Aje;, on aura u(x) = 0 d'ott
i€l i€l
x = 0. Donc > Ajej = 0 et tous les \; sont nuls puisque la famille (e;) est libre.
i€l
Ainsi, la famille (b;) est libre.

o Réciproquement, supposons que la famille (b;) est libre. Soit x € E tel que u(x) = 0. Il existe
une famille (Aj)ies & support fini telle que x = > Aje;.
icl
On a alors u(x) = > Ajbj = 0 donc tous les \; sont nuls, et x = 0.
icl
Ainsi, Ker u = {0} et u est injective.

ions et compléments sur les applications li Septembre 2022



Démonstration (suite)

© o Supposons u injective. Si on a Y A\ibj = 0, alors, en posant x = > Aje;, on aura u(x) = 0 d'ot

i€l i€l

x = 0. Donc > Ajej = 0 et tous les \; sont nuls puisque la famille (e;) est libre.
i€l
Ainsi, la famille (b;) est libre.
o Réciproquement, supposons que la famille (b;) est libre. Soit x € E tel que u(x) = 0. Il existe
une famille (Aj)ies & support fini telle que x = > Aje;.
i€l
On a alors u(x) = > Ajbj = 0 donc tous les \; sont nuls, et x = 0.
i€l

Ainsi, Ker u = {0} et u est injective.

© On remarque déja que : u(Vect({e;, i € I})) = Vect({u(e;), i € I}); en effet, l'image par u d'une
combinaison linéaire des e; est, par linéarité, une combinaison linéaire des u(e;).
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Démonstration (suite)

© o Supposons u injective. Si on a Y A\ibj = 0, alors, en posant x = > Aje;, on aura u(x) = 0 d'ot

i€l i€l

x = 0. Donc > Ajej = 0 et tous les \; sont nuls puisque la famille (e;) est libre.
i€l
Ainsi, la famille (b;) est libre.
o Réciproquement, supposons que la famille (b;) est libre. Soit x € E tel que u(x) = 0. Il existe
une famille (Aj)ies & support fini telle que x = > Aje;.
i€l
On a alors u(x) = > Ajbj = 0 donc tous les \; sont nuls, et x = 0.
i€l

Ainsi, Ker u = {0} et u est injective.

© On remarque déja que : u(Vect({e;, i € I})) = Vect({u(e;), i € I}); en effet, l'image par u d'une
combinaison linéaire des e; est, par linéarité, une combinaison linéaire des u(e;). On a donc :

Imu = u(E) = u(Vect({e;, i € I})) = Vect({b;,i € I}) .

Donc : u surjective <= Imu = F <=> Vect({bj,i € I}) = F <= (bi)ics génératrice de F.
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Démonstration (suite)

© o Supposons u injective. Si on a Y A\ibj = 0, alors, en posant x = > Aje;, on aura u(x) = 0 d'ot
i€l i€l
x = 0. Donc > Ajej = 0 et tous les \; sont nuls puisque la famille (e;) est libre.
icl
Ainsi, la famille (b;) est libre.
o Réciproquement, supposons que la famille (b;) est libre. Soit x € E tel que u(x) = 0. Il existe
une famille (Aj)ies & support fini telle que x = > Aje;.
icl
On a alors u(x) = > Ajbj = 0 donc tous les \; sont nuls, et x = 0.
icl
Ainsi, Ker u = {0} et u est injective.
© On remarque déja que : u(Vect({e;, i € I})) = Vect({u(e;), i € I}); en effet, l'image par u d'une
combinaison linéaire des e; est, par linéarité, une combinaison linéaire des u(e;). On a donc :

Imu = u(E) = u(Vect({e;, i € I})) = Vect({b;,i € I}) .

Donc : u surjective <= Imu = F <=> Vect({bj,i € I}) = F <= (bi)ics génératrice de F.

On a démontré au passage un résultat qui est trés utile :

Si u€ Z(E,F) et si (e)ic/ est une base de E, Im u est exactement le sous-espace
vectoriel de F engendré par les u(e;).

visions et compléments sur les applications li Septembre 2022






Cas de la dimension finie
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Cas de la dimension finie

Proposition 2

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies :

il existe u injective € Z(E, F) <= dimE<dimF
il existe u surjective € Z(E,F) <= dimE>dimF
il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dimF

Démonstration

Pour la premiére équivalence :
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Cas de la dimension finie

Proposition 2

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies :

il existe u injective € Z(E, F) <= dimE<dimF
il existe u surjective € Z(E,F) <= dimE>dimF
il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dimF

Démonstration

Pour la premiére équivalence :

@ S'il existe u injective de E dans F, et si (e, ..., ep) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
libre dans F (théoréme 12), donc son cardinal (qui est n = dim E) est < dim F.
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Cas de la dimension finie

Proposition 2

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies :

il existe u injective € Z(E, F) <= dimE<dimF
il existe u surjective € Z(E,F) <= dimE>dimF
il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dimF

Démonstration

Pour la premiére équivalence :

@ S'il existe u injective de E dans F, et si (e, ..., ep) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
libre dans F (théoréme 12), donc son cardinal (qui est n = dim E) est < dim F.

@ Supposons dim E < dim F et soit (ey, . .., es) une base de E. Puisque n < dim F, il existe dans F
une famille libre de cardinal n, (b, ..., bp) (il suffit d’extraire n vecteurs d’'une base de F). Alors,
l'application linéaire u de E dans F telle que u(e;) = b;j pour tout i, dont 'existence est assurée par
le théoréme 12, est injective.
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Cas de la dimension finie

Proposition 2

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies :
il existe u injective € Z(E, F) <= dimE<dimF

il existe u surjective € Z(E,F) <= dimE>dimF
il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dimF

Démonstration

Pour la premiére équivalence :

@ S'il existe u injective de E dans F, et si (e, ..., ep) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
libre dans F (théoréme 12), donc son cardinal (qui est n = dim E) est < dim F.

@ Supposons dim E < dim F et soit (ey, . .., es) une base de E. Puisque n < dim F, il existe dans F
une famille libre de cardinal n, (b, ..., bp) (il suffit d’extraire n vecteurs d’'une base de F). Alors,
l'application linéaire u de E dans F telle que u(e;) = b;j pour tout i, dont 'existence est assurée par
le théoréme 12, est injective.

et pour la seconde équivalence :
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Cas de la dimension finie

Proposition 2

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies :

il existe u injective € Z(E, F) <= dimE<dimF
il existe u surjective € Z(E,F) <= dimE>dimF
il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dimF

Démonstration

Pour la premiére équivalence :
@ S'il existe u injective de E dans F, et si (e, ..., ep) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
libre dans F (théoréme 12), donc son cardinal (qui est n = dim E) est < dim F.

@ Supposons dim E < dim F et soit (ey, . .., es) une base de E. Puisque n < dim F, il existe dans F
une famille libre de cardinal n, (b, ..., bp) (il suffit d’extraire n vecteurs d’'une base de F). Alors,
l'application linéaire u de E dans F telle que u(e;) = b;j pour tout i, dont 'existence est assurée par
le théoréme 12, est injective.

et pour la seconde équivalence :

@ S'il existe u surjective de E dans F, et si (e, ..., en) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
génératrice de Im u = F, donc son cardinal (qui est n = dim E) est > dim F.
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Cas de la dimension finie

Proposition 2

Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimensions finies :

il existe u injective € Z(E, F) <= dimE<dimF
il existe u surjective € Z(E,F) <= dimE>dimF
il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dimF

Démonstration

Pour la premiére équivalence :

@ S'il existe u injective de E dans F, et si (e, ..., ep) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
libre dans F (théoréme 12), donc son cardinal (qui est n = dim E) est < dim F.

@ Supposons dim E < dim F et soit (e, . .., ep) une base de E. Puisque n < dim F, il existe dans F
une famille libre de cardinal n, (b, ..., bp) (il suffit d’extraire n vecteurs d’'une base de F). Alors,
l'application linéaire u de E dans F telle que u(e;) = b; pour tout i, dont I'existence est assurée par
le théoréme 12, est injective.

et pour la seconde équivalence :

@ S'il existe u surjective de E dans F, et si (e, ..., en) est une base de E, alors (u(e), ..., u(en) est
génératrice de Im u = F, donc son cardinal (qui est n = dim E) est > dim F.

@ Supposons dim E < dim F et soit (ey, . . en) une base de E. Puisque n > dim F, il existe dans F
une famille génératrice de cardinal n, (b]7 ..., bn) (il suffit de compléter une base de F par des
vecteurs quelconques). Alors, I'application hnealre u de E dans F telle que u(e;) = bj pour tout i est
surjective, , toujours d’apreés le théoréeme 12.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoreme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).

Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoreme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).

Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

Démonstration

C'est immédiat a 'aide du théoréme 3 : si S est un supplémentaire de Ker u, alors S est isomorphe & Im u
(plus précisément, la restriction us de u a S est cet isomorphisme), donc
dimImu = dim S = dim E — dim Ker u.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoreme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).
Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

dont la somme des dimensions est égale & dim E, mais Ker u et Im u ne sont pas
forcément supplémentaires!
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoreme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).
Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

dont la somme des dimensions est égale & dim E, mais Ker u et Im u ne sont pas

Dans le cas E = F et u € Z(E), Ker u et Im u sont deux sous-espaces vectoriels de E
A forcément supplémentaires!

Exemple
1
Soit u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est (g 0),

c'est-a-dire tel que u(e) = 0 et u(e;) = e. On a ici Keru = Imu = Re...
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Théoréme 13: théoreme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).
Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

dont la somme des dimensions est égale & dim E, mais Ker u et Im u ne sont pas
forcément supplémentaires!

: Dans le cas E = F et u € Z(E), Ker u et Im u sont deux sous-espaces vectoriels de E

Exemple
1
Soit u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est (g 0),

c'est-a-dire tel que u(e) = 0 et u(e;) = e. On a ici Keru = Imu = Re...

Définition 7

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u € Z(E, F).
Si Im u est de dimension finie, sa dimension est appelée le rang de u : rgu = dim(Im u).
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoréeme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).
Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

dont la somme des dimensions est égale & dim E, mais Ker u et Im u ne sont pas
forcément supplémentaires!

: Dans le cas E = F et u € Z(E), Ker u et Im u sont deux sous-espaces vectoriels de E

Exemple
1
Soit u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est (g 0),

c'est-a-dire tel que u(e) = 0 et u(e;) = e. On a ici Keru = Imu = Re...

Définition 7

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u € Z(E, F).
Si Im u est de dimension finie, sa dimension est appelée le rang de u : rgu = dim(Im u).

Remarques :

@ Si F est de dimension finie, alors Im u est de dimension finie, donc rg u est bien défini.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoréeme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).
Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

dont la somme des dimensions est égale & dim E, mais Ker u et Im u ne sont pas
forcément supplémentaires!

: Dans le cas E = F et u € Z(E), Ker u et Im u sont deux sous-espaces vectoriels de E

Exemple
1
Soit u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est (g 0),

c'est-a-dire tel que u(e) = 0 et u(e;) = e. On a ici Keru = Imu = Re...

Définition 7
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u € Z(E, F).
Si Im u est de dimension finie, sa dimension est appelée le rang de u : rgu = dim(Im u).
Remarques :
@ Si F est de dimension finie, alors Im u est de dimension finie, donc rg u est bien défini.

Q Si E est de dimension finie, alors Im u est encore de dimension finie, et rg u + dim(Keru) = dim E
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Cas de la dimension finie

Théoréme 13: théoréeme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, avec E de dimension finie, et u € Z(E, F).
Alors Im u est de dimension finie et :
dim(Im u) + dim(Keru) = dimE

dont la somme des dimensions est égale & dim E, mais Ker u et Im u ne sont pas
forcément supplémentaires!

: Dans le cas E = F et u € Z(E), Ker u et Im u sont deux sous-espaces vectoriels de E

Exemple
1
Soit u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est (g 0),

c'est-a-dire tel que u(e) = 0 et u(e;) = e. On a ici Keru = Imu = Re...

Définition 7
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u € Z(E, F).
Si Im u est de dimension finie, sa dimension est appelée le rang de u : rgu = dim(Im u).
Remarques :
@ Si F est de dimension finie, alors Im u est de dimension finie, donc rg u est bien défini.

Q Si E est de dimension finie, alors Im u est encore de dimension finie, et rg u + dim(Keru) = dim E
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Théoréme 14

@ Soit u € Z(E,F). Si E est de dimension finie : u injective <= rgu = dim E.
Q Soit u € Z(E,F). Si F est de dimension finie : u surjective <= rgu = dimF.
© Soit u € Z(E,F). Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F, on a :

u injective < u surjective < u bijective.

@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,E) tels que vo u = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de l'autre.

Septembre 2022
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Théoréme 14

@ Soit u € Z(E,F). Si E est de dimension finie : u injective <= rgu = dim E.
Q Soit u € Z(E,F). Si F est de dimension finie : u surjective <= rgu = dimF.
© Soit u € Z(E,F). Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F, on a :

u injective < u surjective < u bijective.

@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,E) tels que vo u = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de l'autre.

Démonstration
Pour les trois premiéres propriétés, il suffit d’utiliser le théoréme du rang et de savoir compter...
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Théoréme 14

@ Soit u € Z(E,F). Si E est de dimension finie : u injective <= rgu = dim E.
Q Soit u € Z(E,F). Si F est de dimension finie : u surjective <= rgu = dimF.
© Soit u € Z(E,F). Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F, on a :

u injective < u surjective < u bijective.

@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,E) tels que vo u = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de l'autre.

Démonstration
Pour les trois premiéres propriétés, il suffit d’utiliser le théoréme du rang et de savoir compter...

Démontrons la quatriéme : on rappelle le résultat (bien utile) suivant :

Soient E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F et g une application de F dans G
Alors : g o f injective = [ injective et g o f surjective => g surjective.

Septembre 2022
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Théoréme 14

@ Soit u € Z(E,F). Si E est de dimension finie : u injective <= rgu = dim E.

Q Soit u € Z(E,F). Si F est de dimension finie : u surjective <= rgu = dimF.

© Soit u € Z(E,F). Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F, on a :
u injective < u surjective < u bijective.
@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,E) tels que vo u = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de l'autre.

Démonstration
Pour les trois premiéres propriétés, il suffit d’utiliser le théoréme du rang et de savoir compter...

Démontrons la quatriéme : on rappelle le résultat (bien utile) suivant :

Soient E, F, G trois ensembles, f une application de E dans F et g une application de F dans G
Alors : g o f injective = [ injective et g o f surjective => g surjective.

Ici, on a : vo u = Idg donc u est injective donc bijective puisque dim E = dim F. Ainsi u™" existe et

v=vouou '=Idgou'=u"".
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Théoréme 14

@ Soit u € Z(E,F). Si E est de dimension finie : u injective <= rgu = dim E.

Q Soit u € Z(E,F). Si F est de dimension finie : u surjective <= rgu = dimF.

© Soit u € Z(E,F). Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F, on a :

u injective < u surjective < u bijective.

@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,E) tels que vo u = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de l'autre.

Les deux derniéres propriétés ne sont plus vraies lorsque :

A @ dimE #dimF:

par exemple, si dim E < dim F, il suffit de considérer une application linéaire u qui
transforme une base de E en une famille libre mais non génératrice de F : u est injective,

mais non surjective.

Septembre 2022
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Cas de la dimension finie

Théoréme 14

@ Soit u € Z(E,F). Si E est de dimension finie : u injective <= rgu = dim E.

Q Soit u € Z(E,F). Si F est de dimension finie : u surjective <= rgu = dimF.

© Soit u € Z(E,F). Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F, on a :
u injective < u surjective < u bijective.

@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit u € Z(E,F) et v e Z(F,E) tels que vo u = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de l'autre.

Les deux derniéres propriétés ne sont plus vraies lorsque :

A @ dimE #dimF:

par exemple, si dim E < dim F, il suffit de considérer une application linéaire u qui
transforme une base de E en une famille libre mais non génératrice de F : u est injective,
mais non surjective.

@ Les espaces ne sont pas de dimensions finies (méme si E = F) :

par exemple, si E = €°°(R,R), si u est 'application qui a f associe sa dérivée [’ et si v
X

est I'application qui a f associe | x —> f(t) dt), onauov =Idg mais vou # Idg.
0
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Cas de la dimension finie

Proposition 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € Z(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ u inversible.

Q rgu=n.

Q u injectif.

Q u surjectif.

@ u inversible a droite.

@ u inversible a gauche.
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Cas de la dimension finie

Proposition 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € Z(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ u inversible.

Q rgu=n.

Q u injectif.

Q u surjectif.

@ u inversible a droite.

@ u inversible a gauche.

Démonstration

@ Léquivalence entre les quatre premiéres propriétés découle de la proposition précédente.
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Cas de la dimension finie

Proposition 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € Z(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ u inversible.

Q rgu=n.

Q u injectif.

Q u surjectif.

@ u inversible a droite.

@ u inversible a gauche.

Démonstration
@ Léquivalence entre les quatre premiéres propriétés découle de la proposition précédente.

@ (1) = (5) est évident. Réciproquement, si u est inversible a droite, il existe v € Z(E) tel que
uo v =Idg. Cela implique en particulier u surjective donc u bijective.
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Cas de la dimension finie

Proposition 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € Z(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ u inversible.

Q rgu=n.

Q u injectif.

Q u surjectif.

@ u inversible a droite.

@ u inversible a gauche.

Démonstration

@ Léquivalence entre les quatre premiéres propriétés découle de la proposition précédente.

@ (1) = (5) est évident. Réciproquement, si u est inversible a droite, il existe v € Z(E) tel que
uo v =Idg. Cela implique en particulier u surjective donc u bijective.

@ (1) = (6) est évident. Réciproquement, si u est inversible a gauche, il existe v € Z(E) tel que
vo u = Idg. Cela implique en particulier u injective donc u bijective.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre Il : ions et compléments sur les applications i Septembre 2022



Cas de la dimension finie

Proposition 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € Z(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

@ u inversible.

Q rgu=n.

Q u injectif.

Q u surjectif.

@ u inversible a droite.

@ u inversible a gauche.

Ces résultats peuvent tomber en défaut si E n'est pas de dimension finie!

A Exemple :

On considére les applications K[X] — K[X] et K[X] — K[X] .
P — P P — XP
La premiére est surjective mais non injective; la seconde est injective mais non surjective.
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Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u)

g v.

@ Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.

Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications li Septembre 2022
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Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoreme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoreme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.

Démonstration

@ Im(vou) CImvdoncrg(vou) < rgv.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoreme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.

Démonstration
@ Im(vou) CImvdoncrg(vou) < rgv.
Si de plus u est surjective, on a Im(v o u) = v(Imu) = v(F) = Im v d'ou I'égalité.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.

Démonstration
@ Im(vou) CImvdoncrg(vou) < rgv.
Si de plus u est surjective, on a Im(v o u) = v(Imu) = v(F) = Im v d'ou I'égalité.

 Soit (e, . - ., e,) une base de E. Alors (u(er), . . ., u(e,)) est une famille génératrice de Im u. Si r = rgu, on peut
donc extraire de cette famille une base de Im u, par exemple (u(er), . . ., u(e;)).

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications i Septembre 2022 34/44



Cas de la dimension finie

Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.

Démonstration
@ Im(vou) CImvdoncrg(vou) < rgv.
Si de plus u est surjective, on a Im(v o u) = v(Imu) = v(F) = Im v d'ou I'égalité.

 Soit (e, . - ., e,) une base de E. Alors (u(er), . . ., u(e,)) est une famille génératrice de Im u. Si r = rgu, on peut
donc extraire de cette famille une base de Im u, par exemple (u(er), . . ., u(e;)).

Donc Im(v o u) = v(Imu) est engendrée par (v o u(e), ..., vo u(e;)), donc est de dimension < r soit
rg(vou) <rgu.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre Il : Révisions et compléments sur les applications i Septembre 2022 34/44



Cas de la dimension finie

Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.

Démonstration

@ Im(vou) CImvdoncrg(vou) < rgv.
Si de plus u est surjective, on a Im(v o u) = v(Imu) = v(F) = Im v d'ou I'égalité.

 Soit (e, . - ., e,) une base de E. Alors (u(er), . . ., u(e,)) est une famille génératrice de Im u. Si r = rgu, on peut
donc extraire de cette famille une base de Im u, par exemple (u(er), . . ., u(e;)).
Donc Im(v o u) = v(Imu) est engendrée par (v o u(e), ..., vo u(e;)), donc est de dimension < r soit
rg(v o u) < rgu. De plus, si v est injective, (vo u(er), ..., vou(e)) est libre (une application injective transforme
une famille libre en une famille libre). Donc dans ce cas (v o u(er), ..., vo u(er)) est une base de Im(v o u), dou
I'égalité.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 15: Invariance du rang par la composition avec un isomorphisme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ Si u est bijective, rg(v o u) =rgv.

O Si v est bijective, rg(v o u) =rgu.
Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme suivant, beaucoup plus général :
Théoréme 16

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, E et F étant de dimensions finies.
Soient u € Z(E, F) et v e Z(F,G). Alors :

@ rg(vou) <rgv et si u est surjective, il y a égalité.

O rg(vou) <rguet, siv est injective, il y a égalité.

Démonstration

@ Im(vou) CImvdoncrg(vou) < rgv.
Si de plus u est surjective, on a Im(v o u) = v(Imu) = v(F) = Im v d'ou I'égalité.

 Soit (e, . - ., e,) une base de E. Alors (u(er), . . ., u(e,)) est une famille génératrice de Im u. Si r = rgu, on peut
donc extraire de cette famille une base de Im u, par exemple (u(er), . . ., u(e;)).
Donc Im(v o u) = v(Imu) est engendrée par (v o u(e), ..., vo u(e;)), donc est de dimension < r soit
rg(v o u) < rgu. De plus, si v est injective, (vo u(er), ..., vou(e)) est libre (une application injective transforme
une famille libre en une famille libre). Donc dans ce cas (v o u(er), ..., vo u(er)) est une base de Im(v o u), dou
I'égalité.

Autre démo possible : utiliser I'inclusion Ker u C Ker(v o u) et le théoréme du rang...
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Théoréme 17

Si E et F sont de dimensions finies, alors .Z(E, F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.
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Théoréme 17

Si E et F sont de dimensions finies, alors -Z(E, F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.

Démonstration
Soit n = dimE, et (e, .., ep) une base de E. Considérons I'application :
. { ZL(E,F) — "
w- u +—  (u(e),...,u(en))
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Théoréme 17

Si E et F sont de dimensions finies, alors -Z(E, F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.

Démonstration

Soit n = dimE, et (e, .., ep) une base de E. Considérons I'application :
. { ZL(E,F) — F"
w- u +—  (u(e),...,u(en))

@ o est linéaire : on vérifie aisément p(Au + v) = Ap(u) + ¢(v).
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Théoréme 17

Si E et F sont de dimensions finies, alors -Z(E, F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.

Démonstration

Soit n = dimE, et (e, .., ep) une base de E. Considérons I'application :
. ZL(E,F) — F"
v { u +—  (u(e),...,u(en))
@ o est linéaire : on vérifie aisément p(Au + v) = Ap(u) + ¢(v).
@ On sait que : YV (by,...,by) € F", 3lu € L(E,F) tq u(e;) = b; pour tout i (une application linéaire
est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’une base).

Cela signifie que ¢ est bijective.
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Théoréme 17

Si E et F sont de dimensions finies, alors -Z(E, F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.

Démonstration
Soit n = dimE, et (e, .., ep) une base de E. Considérons I'application :
. { ZL(E,F) — "
w- u +—  (u(e),...,u(en))
@ o est linéaire : on vérifie aisément p(Au + v) = Ap(u) + ¢(v).

@ On sait que : YV (by,...,by) € F", 3lu € L(E,F) tq u(e;) = b; pour tout i (une application linéaire
est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’une base).
Cela signifie que ¢ est bijective.

@ ¢ étant un isomorphisme d’espaces vectoriels, on a dim Z(E, F) = dim F" = n- dim F.
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Cas de la dimension finie

Théoréme 17

Si E et F sont de dimensions finies, alors -Z(E, F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.

Démonstration
Soit n = dimE, et (e, .., ep) une base de E. Considérons I'application :
. { ZL(E,F) — "
w- u +—  (u(e),...,u(en))
@ o est linéaire : on vérifie aisément p(Au + v) = Ap(u) + ¢(v).

@ On sait que : YV (by,...,by) € F", 3lu € L(E,F) tq u(e;) = b; pour tout i (une application linéaire
est entiérement déterminée par les images des vecteurs d’une base).
Cela signifie que ¢ est bijective.

@ ¢ étant un isomorphisme d’espaces vectoriels, on a dim Z(E, F) = dim F" = n- dim F.

Rem : On verra une démonstration beaucoup plus explicite dans le chapitre sur les matrices.
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Théoréme 18

Soit n € N et soient ag, ai, . .., a, n+ 1 scalaires deux a deux distincts et soit

Ki[X] — K™
P — (P(ao), P(a), - .-, P(an)) -
Alors :
@ u est un isomorphisme de K,[X] sur K",

@ Pour tout (by, by, . .., by) € K™, il existe un et un seul polynéme P de degré inférieur ou égal a n
tel que P(a;) = b; pour tout i € [0; n.

P s'appelle le polynome interpolateur de Lagrange relatif aux points (aj, b;)
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Théoréme 18

Soit n € N et soient ag, a, . .., a, n+ 1 scalaires deux a deux distincts et soit

Ko[X] — K™

P — (P(ao), P(a@), ..., P(an)) -
Alors :
@ u est un isomorphisme de K,[X] sur K",
@ Pour tout (by, by, . .., by) € K™, il existe un et un seul polynéme P de degré inférieur ou égal a n
tel que P(a;) = b; pour tout i € [0; n].
P s'appelle le polynome interpolateur de Lagrange relatif aux points (aj, b;)
Démonstration

@ e La démonstration de la linéarité de u (a ne pas oublier!) est élémentaire.

Septembre 2022
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Théoréme 18

Soit n € N et soient ag, a, . .., a, n+ 1 scalaires deux a deux distincts et soit

{Kn[x] — K
P — (P(ag),P(a1),...,P(an)) .

Alors :
@ u est un isomorphisme de K,[X] sur K",

@ Pour tout (bo, by, . . ., by) € K™, il existe un et un seul polynome P de degré inférieur ou égal a n
poly

tel que P(a;) = b; pour tout i € [0; n].

P s'appelle le polynome interpolateur de Lagrange relatif aux points (aj, b;)

Démonstration

@ e La démonstration de la linéarité de u (a ne pas oublier!) est élémentaire.
En effet, avec des notations évidentes :
u(AP + Q) = (AP + Q)(), - - -, (AP + Q)(an))
= (AP(a0) + Q(a0), - - ., AP(an) + Q(an))
= A(P(w), - ., P(an)) + (Q(a), - - ., Qan)) = Au(P) + u(Q).
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Théoréme 18

Soit n € N et soient ag, a, . .., a, n+ 1 scalaires deux a deux distincts et soit

Ko[X] — K™

P — (P(ao), P(a@), ..., P(an)) -
Alors :
@ u est un isomorphisme de K,[X] sur K",
@ Pour tout (by, by, . .., by) € K™, il existe un et un seul polynéme P de degré inférieur ou égal a n
tel que P(a;) = b; pour tout i € [0; n].
P s'appelle le polynome interpolateur de Lagrange relatif aux points (aj, b;)
Démonstration

@ e La démonstration de la linéarité de u (a ne pas oublier!) est élémentaire.

® Si P € Keru alors deg P < n et P s'annule en n + 1 valeurs distinctes (les a;), donc P est le polyndme nul.
Ainsi Ker u = {0}, donc u est injective. Puisque les espaces vectoriels K,[X] et K" sont de mémes dimensions
(n + 1), le résultat découle directement du théoréme 14.
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Théoréme 18

Soit n € N et soient ag, a, . .., a, n+ 1 scalaires deux a deux distincts et soit

Ko[X] — K™

P — (P(ao), P(a@), ..., P(an)) -
Alors :
@ u est un isomorphisme de K,[X] sur K",
@ Pour tout (by, by, . .., by) € K™, il existe un et un seul polynéme P de degré inférieur ou égal a n

tel que P(a;) = b; pour tout i € [0; n].

P s'appelle le polynome interpolateur de Lagrange relatif aux points (aj, b;)

Démonstration

@ e La démonstration de la linéarité de u (a ne pas oublier!) est élémentaire.

® Si P € Keru alors deg P < n et P s'annule en n + 1 valeurs distinctes (les a;), donc P est le polyndme nul.
Ainsi Ker u = {0}, donc u est injective. Puisque les espaces vectoriels K,[X] et K" sont de mémes dimensions
(n + 1), le résultat découle directement du théoréme 14.
@ Simplement par définition d’une bijection :
V (b, bi, ..., by) € K™ 31P € Ky[X] tq u(P) = (bo, by, - - -, bn)

ce qui est exactement le résultat demandé.
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

valeur 1 en q; et la valeur 0 en a; si i # j, soit en abrégé : Lj(a;) = d;; .
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

valeur 1 en q; et la valeur 0 en a; si i # j, soit en abrégé : Lj(a;) = d;; .

n
Donc L; est divisible par [T (X — a;), et puisque ces deux polynomes sont de méme degré n, il existe une

i=

i#]
n n
constante \ telle que L; = A\ X — a;). La condition Li(a;) =1 donne alors 1 = \ ai — aj).
que Lj 2 j\dj LN
i= i=
i# i#
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

valeur 1 en q; et la valeur 0 en a; si i # j, soit en abrégé : Lj(a;) = d;; .

n
Donc L; est divisible par [T (X — a;), et puisque ces deux polynomes sont de méme degré n, il existe une

i=

i7#
n n
constante X telle que Lj = X [T (X — a;). La condition Lj(a;) =1 donne alors 1 = X [](a; — a;).
7 =
T (X —aq
Finalement, on a, pour tout j € [0;n], Lj = H (7’)
i NG — di
i7#

Les polyndmes L; pour j € [0; n] forment une base de K,[X]; puisque, pour tout P € K,[X] on a, par
n n
définition, u(P) = (P(ay), . .., P(an)) = P(qj)e;, en appliquant u—' on trouve : P =3 P(aj)L; ,
= j=0

c'est-a-dire que dans cette base, les coordonnées de P € K,[X] sont les P(a;).
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

valeur 1 en q; et la valeur 0 en a; si i # j, soit en abrégé : Lj(a;) = d;; .

n
Donc L; est divisible par [T (X — a;), et puisque ces deux polynomes sont de méme degré n, il existe une

i=

i7#
n n
constante X telle que Lj = X [T (X — a;). La condition Lj(a;) =1 donne alors 1 = X [](a; — a;).
7 =
T (X —aq
Finalement, on a, pour tout j € [0;n], Lj = H (7’)
i NG — di
i7#

Les polyndmes L; pour j € [0; n] forment une base de K,[X]; puisque, pour tout P € K,[X] on a, par
n n
définition, u(P) = (P(ay), . .., P(an)) = P(qj)e;, en appliquant u—' on trouve : P =3 P(aj)L; ,
= j=0

c'est-a-dire que dans cette base, les coordonnées de P € K,[X] sont les P(a;).

] R Arsrm 2
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—1 , P@)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—1 , P@)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.

Solution

On applique bétement les formules précédentes : on écrit les polynomes d'interpolation de Lagrange
élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @ = —2 et a3 = —1:
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—1 , P@)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.

Solution

On applique bétement les formules précédentes : on écrit les polynomes d'interpolation de Lagrange
élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @ = —2 et a3 = —1:

(X -2+ Y _ 1

Ly =
0 (—2) x2x1 4

1
B = in—i-X-H
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—1 , P@)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.

Solution

On applique bétement les formules précédentes : on écrit les polynomes d'interpolation de Lagrange
élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @ = —2 et a3 = —1:

(X -2+ Y _ 1

Ly =
0 (—2) x2x1 4

1
B = in—i-X-H

X(X+2)(X+1 1 1 1
L]:w:_)@_'__xz_'__x
2x4x3 24 8 12

s et compléments sur les applications If



Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—1 , P@)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.

Solution

On applique bétement les formules précédentes : on écrit les polynomes d'interpolation de Lagrange

élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @ = —2 et a3 = —1:
(- HNF) T, 1,
L= ==X - X+ X+1
0 (—2) x2x1 FE R

XXH2)XH) 1, T, 1
L= T T X2 X
! 2x4x3 2" TN T

X(X = 2)(X +1) g 1, 1
Lh=— " 7 —___X —X -X
27T (22) x [<4) x (=) gt TNty
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

P(O)=—1 , P@2)=1, P(=2)=1 et P(-1)=2.
Solution

On applique bétement les formules précédentes : on écrit les polynomes d'interpolation de Lagrange
élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @ = —2 et a3 = —1:
(- HNF) T, 1,
Ly = = == = =3¢ X+1
0 (—2) x2x1 FE R
X(X+2)(X+1 1 1 1
L= w = X34+ -X*+_x
2x4x3 24 8 12
X(X = 2)(X +1) 1
L=

1 1
(—2) x [=4) x (=) ==gr g~

CX(X—2)(X+2) 1 4
b= Cixe =~ 50 3"

ns et compléments sur les applications I



Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Déterminer 'unique polyndome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

P(O)=—1 , P@2)=1, P(=2)=1 et P(-1)=2.
Solution

On applique bétement les formules précédentes : on écrit les polynomes d'interpolation de Lagrange
élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @ = —2 et a3 = —1:
(- HNF) T, 1,
Ly = = == = =3¢ X+1
0 (—2) x2x1 FE R
X(X+2)(X+1 1 1 1
L= w = X34+ -X*+_x
2x4x3 24 8 12
X(X = 2)(X +1) 1
L=

=—=sP 1)(2+ 'x
(=2) x [—4) x (=1) 8 8 4
XX =2)(X+2) 1 4
SN C FIE FIRE LY

5.5, 1., 10
Done P = —Lo + L+ L +2ls = X 4 X0 — ZX 1.
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Solution (suite)

Illustration graphique :

3 4
A3
g d
A> 7 d A
X
O 1 2 3
Ao

=
—2 4
—3 4
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Proposition 4

Avec les notations du théoréme précédent, on a :
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Proposition 4

Avec les notations du théoréme précédent, on a :

Démonstration

n
En effet, le polynéme Q = Z L; et le polyndme constant égal a 1 sont deux polynémes de degrés < n qui
j=0
coincident en n 4 1 points distincts (les a;), donc sont égaux.
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)

Théoréme 19

P
Soit R = — une fraction rationnelle de K(X).

On suppose que Q = (X — ap)...(X — an), ou les a; sont des scalaires distincts (ainsi, Q est scindé a
racines simples dans K).

n
Alors R s'écrit de maniére unique sous la forme : R=E + E ﬁ, ou E est un polynome de K[X]

. — aj
i=0

et oul les \; sont des éléments de K.
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)

Théoréme 19

P
Soit R = — une fraction rationnelle de K(X).

On suppose que Q = (X — ap)...(X — an), ou les a; sont des scalaires distincts (ainsi, Q est scindé a
racines simples dans K).
i

————, ou E est un polynome de K[X]
X —a)

n
Alors R s'écrit de maniére unique sous la forme : R=E + Z
i=0

et oul les \; sont des éléments de K.

Démonstration
n

Ai
@ La fraction rationnelle R, = P
2 W

deg(RIQ) < deg Q. E est donc nécessairement le quotient de la division euclidienne de P par Q.

est de degré négatif. Légalité cherchée équivaut a P = EQ + R Q, avec
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)

Théoréme 19

P
Soit R = — une fraction rationnelle de K(X).

On suppose que Q = (X — ap)...(X — an), ou les a; sont des scalaires distincts (ainsi, Q est scindé a
racines simples dans K).

i

n
Alors R s'écrit de maniére unique sous la forme : R=E + Z , ou E est un polynome de K[X]

im (X —a)
et oul les \; sont des éléments de K.
Démonstration
@ En réduisant au méme dénominateur, on a :
A TIX = @) z
n N =0 j=0 AP )
R=> o = A Jsoit R= """ ou P = [[(X — a).
S () ¢
i=0 Uz

PSI* (Lycé / itre Il : Révisions et compléments sur les appli i Septembre 2022



Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)

Théoréme 19

P
Soit R = — une fraction rationnelle de K(X).

On suppose que Q = (X — ap)...(X — an), ou les a; sont des scalaires distincts (ainsi, Q est scindé a
racines simples dans K).

A
Alors R s'écrit de maniére unique sous la forme : R=E + Z ﬁ, ou E est un polynome de K[X]
—q
i=0
et oul les \; sont des éléments de K.
Démonstration
@ En réduisant au méme dénominateur, on a :
A TIX = a)
A Vs PV "
R=> o = A Jsoit R= """ ou P = [[(X — a).
=0 flu-a) ¢ o

Légalité cherchée équivaut donc a: P — EQ = RQ = Z AiP;. Puisque deg(RiQ) < n, l'existence et l'unicité des

A résulte alors du fait que les (P;)o<i<n forment une base de K,[X] : en effet, chaque P; est non nul et
proportionnel au polyndéme d'interpolation de Lagrange L;.
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)

Théoréme 19

P
Soit R = — une fraction rationnelle de K(X).

On suppose que Q = (X — ap)...(X — an), ou les a; sont des scalaires distincts (ainsi, Q est scindé a
racines simples dans K).

n
Alors R s'écrit de maniére unique sous la forme : R=E + Z , ou E est un polynome de K[X]

= (X—a)

i
et oul les \; sont des éléments de K.

sont des

Le polyndme E s'appelle la partie entiére de la fraction rationnelle R, et les
1a partic enfiere a
éléments simples de 1ére espéce.
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Les polynémes d’interpolation de Lagrange

Une application : la décomposition en éléments simples (cas simplifié)

Théoréme 19

P
Soit R = — une fraction rationnelle de K(X).

On suppose que Q = (X — ap)...(X — an), ou les a; sont des scalaires distincts (ainsi, Q est scindé a
racines simples dans K).

n
Alors R s'écrit de maniére unique sous la forme : R=E + Z , ou E est un polynome de K[X]

= (X—a)

i
et oul les \; sont des éléments de K.

sont des

Le polyndme E s'appelle la partie entiére de la fraction rationnelle R, et les
EEE— aj
éléments simples de 1ére espéce.

Détermination des coefficients \; :

En reprenant les notations précédentes, on a, pour tout j € [0; n] :

(X=a)R=(X—q)E+ N+ (X — @) (2%)
i#j
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022+-|
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022+-|
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022+-|
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit

X2 41 = (X% — X)X 4+ X7 o X) 4+ X2
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X2022+-|
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit

X2 41 = (X% — X)X 4+ X7 o X) 4+ X2

doncR:E—l—iX‘z—H avec E = X209 4 x207 4 ... 4 X,
X(X=1(X+1)




Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022+-|
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit

X2 41 = (X% — X)X 4+ X7 o X) 4+ X2

doncR:E—l—iX‘z—H avec E = X209 4 x207 4 ... 4 X,
X(X=1(X+1)
X2 41 a b

(&
Ensute R = ——~ -2 P
nsuite R = ey x—1 1 x T xg

et par la méthode exposée ci-dessus on trouve :
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022+-|
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit

X2 41 = (X% — X)X 4+ X7 o X) 4+ X2

doncR:E—l—iX‘z—H avec E = X209 4 x207 4 ... 4 X,
X(X=1(X+1)
X2 41 a b

(&
Ensute R = ——~ -2 P
nsuite R = ey x—1 1 x T xg

et par la méthode exposée ci-dessus on trouve :
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022 +1

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R = =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit

X2 41 = (X% — X)X 4+ X7 o X) 4+ X2

doncR:E—l—iX‘z—H avec E = X209 4 x207 4 ... 4 X,
X(X=1(X+1)
X2 41 a b

(&
Ensute R = ——~ -2 P
nsuite R = ey x—1 1 x T xg

et par la méthode exposée ci-dessus on trouve :
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Les polynémes d'interpolation de Lagrange

X2022 4 1
XB—X

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : R =

Solution

On remarque que R n'est pas a degré < 0 donc on effectue la division euclidienne de son numérateur par
son dénominateur, qui s’écrit

X2 41 = (X% — X)X 4+ X7 o X) 4+ X2

doncR:E—l—iX‘z—H avec E = X209 4 x207 4 ... 4 X,
X(X=1(X+1)

X2 +1 b
—_— L-l-*-i- <
XX=D(X+1)  x—1' X Xx+1

Ensuite R = et par la méthode exposée ci-dessus on trouve :

Vérification: |lim xS(x)=1=a+b+c...
Xx—+o0

Pour conclure : 022
X741 2019 | 42017 | 1 |
2Ty X e X
X3 —X i i Lk X—1 X i X+1
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