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Dans tout le cours d’algébre linéaire, K désigne R ou C.
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Matrices

Définition 1

Une matrice & p lignes et g colonnes (ou de type (p, q)), & coefficients dans K, est une application

a  ap ... ag

A { il xial — K (e = | @
(7,)) — G 1<j<q

ap ap ... apyg
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Matrices

Définition 1

Une matrice a p lignes et g colonnes (ou de type (p, q)), a coefficients dans K, est une application

a

A { [ pl ‘X.[[l;q]] — K notée : A = (aj)ici<cp = =
(#,/) — aj 1<j<q -

ap

On notera :

@ M, (K) I'ensemble des matrices de type (p, q) a coefficients dans K.

ap ... Q@q
a e Clgq
Ap ... Gpg

@ M, »(K), ensemble des matrices carrées de type (n, n), ou d'ordre n, se note plus simplement M, (K).
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Matrices

Définition 1

Une matrice a p lignes et g colonnes (ou de type (p, q)), a coefficients dans K, est une application

an
Dipl x gl — ,
A i notée : A = (ajj hi<i —
{ (i) —  aj ( ll):élrég
apl

On notera :
@ M, (K) I'ensemble des matrices de type (p, q) a coefficients dans K.

ap ... Q@q
a e Clzq
Ap ... Gpg

@ M, »(K), ensemble des matrices carrées de type (n, n), ou d'ordre n, se note plus simplement M, (K).

Définition 2
Soit A = (ajj) € Mp,q(K). Pour (i,j) € [1; p] % [I; q], on appelle :
@ j°™ vecteur colonne de A le vecteur G = (ay, azj, - . -, ap) € KP

@ ™ vecteur ligne de A le vecteur L; = (aj, aiz, . . ., aiq) € K.
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Matrices

Définition 1

Une matrice a p lignes et g colonnes (ou de type (p, q)), a coefficients dans K, est une application

an
iplx Mgl — : ay
A o notée : A = (ajj)i<i =
{ It = R
ap

On notera :
@ M, (K) I'ensemble des matrices de type (p, q) a coefficients dans K.

ap ... Q@q
a e a2q
Ap ... Gpg

@ M, »(K), ensemble des matrices carrées de type (n, n), ou d'ordre n, se note plus simplement M, (K).

Définition 2
Soit A = (ajj) € Mp,q(K). Pour (i,j) € [1; p] % [I; q], on appelle :
@ j°™ vecteur colonne de A le vecteur G = (ay, azj, - . -, ap) € KP

@ ™ vecteur ligne de A le vecteur L; = (aj, aiz, . . ., aiq) € K.

Définition 3

Une matrice de type (1, g) est appelée une matrice ligne.

Une matrice de type (p,1) est appelée une matrice colonne.
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Matrices

Matrice d’'un systéme de vecteurs

Définition 4
Soit F un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base Zr = (e[, ..., €;) et (x,..., xq) des
vecteurs de F.
p
Alors, pour tout j € [1; q], il existe (aj)i<i<p € KP tels que x; = Y ajel.
i=1

A = (ajhgi<p € Mp,q(K) s'appelle la matrice des (x;) dans la base Br.
1<j<q
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Matrices

Matrice d’'un systéme de vecteurs

Définition 4
Soit F un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (e{, ..., e,) et (x,. .., xq) des
vecteurs de F.
p
Alors, pour tout j € [1; q], il existe (aj)i<i<p € KP tels que x; = Y ajel.
i=1

A= (aj)ici<p € Mp,q(K) s'appelle la matrice des (x;) dans la base Zr.
1<j<q

Il s'agit donc de la matrice obtenue en écrivant dans chaque colonne les coordonnées dans Zr des
vecteurs de la famille. Cela peut étre visualisé ainsi :

X X Xq
Ll +
an ap A Qg — e]’
/
a. a ‘e a. — €
Mg, (xi,- .., %) = | & 22 2q 2
/
apl ap2 ooT Qpq — ep
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Matrices

Matrice d’'une application linéaire

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base #r = (ej, ..., eq) et F un K-espace
vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (e{, ..., e,), et soit u € L(E, F).

On appelle matrice de u dans les bases Br et Br la matrice dans Zr du systéme de vecteurs

(u(e), - .., u(eq)). On la notera MgZ(u) ou Mg, o, (u) ou M(u; B, Br).

Ainsi : MgZ(u) = (aj) € Mp,q(K), ot a; désigne la i*™ coordonnée de u(e;) dans la base Br soit :

p
viel;d, u(ev)=Z_I]affe§-
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Matrices

Matrice d’'une application linéaire

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base #r = (ej, ..., eq) et F un K-espace
vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (e{, ..., e,), et soit u € L(E, F).

On appelle matrice de u dans les bases Br et Br la matrice dans Zr du systéme de vecteurs

(u(e), - .., u(eq)). On la notera MgZ(u) ou Mg, o, (u) ou M(u; Br, Br).

Ainsi : MgZ(u) = (aj) € Mp,q(K), oti a; désigne la ™ coordonnée de u(e;) dans la base Br soit :
p
Vi€lial, ulg) =2 ase;.
=

Cette matrice peut étre visualisée ainsi :

u(e) u(e) ... u(eq)
s { 4
ay ap e Qg — e{
B . — e
MZ (u) = Mg, (u(Bp)) = @ @ aq e
apl ap .. apq — e;,
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Matrices

Matrice d’'une application linéaire

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base #r = (ej, ..., eq) et F un K-espace
vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (e{, ..., e,), et soit u € L(E, F).

On appelle matrice de u dans les bases Br et Br la matrice dans Zr du systéme de vecteurs

(u(e), - .., u(eq)). On la notera MgZ(u) ou Mg, o, (u) ou M(u; Br, Br).

Ainsi : MgZ(u) = (aj) € Mp,q(K), oti a; désigne la ™ coordonnée de u(e;) dans la base Br soit :
p
Vi€lial, ulg) =2 ase;.
=

Cette matrice peut étre visualisée ainsi :

u(e) u(e) ... u(eq)
{ { {
ay ap e Qg — e{
B ... A
Mg (u) = Mg, (u(ZE)) =| ® az Gq | — &
apl ap ... apg =6,
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Proposition 1

L "application Z(E, F) — M, ¢(K) est une bijection de .Z(E, F) sur M, 4(K).
u Mg; (u)

(cette bijection dépend évidemment du choix des bases % et Zr).
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Proposition 1

L "application Z(E, F) — M, ¢(K) est une bijection de .Z(E, F) sur M, 4(K).
u Mg; (u)

(cette bijection dépend évidemment du choix des bases % et Zr).

Démonstration

Cela découle directement du fait qu'une application linéaire est entiérement déterminée par la donnée des
images des vecteurs d'une base, dont les coordonnées sont justement les colonnes de la matrice.
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Proposition 1

L "application Z(E, F) — M, ¢(K) est une bijection de .Z(E, F) sur M, 4(K).
u Mg; (u)

(cette bijection dépend évidemment du choix des bases % et Zr).

Démonstration
Cela découle directement du fait qu'une application linéaire est entiérement déterminée par la donnée des
images des vecteurs d'une base, dont les coordonnées sont justement les colonnes de la matrice.
Corollaire:

Soit A € M 4(K).

Alors il existe une et une seule application linéaire a € £(K9,KKP) telle que la matrice de a
dans les bases canoniques respectives de K9 et K” soit égale a A.

a s'appelle I'application linéaire canoniquement associée a A.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul mat Septembre 2022



Proposition 1

L "application Z(E, F) — M, ¢(K) est une bijection de .Z(E, F) sur M, 4(K).
u Mg; (u)

(cette bijection dépend évidemment du choix des bases % et Zr).

Démonstration
Cela découle directement du fait qu'une application linéaire est entiérement déterminée par la donnée des
images des vecteurs d'une base, dont les coordonnées sont justement les colonnes de la matrice.
Corollaire:

Soit A € M 4(K).

Alors il existe une et une seule application linéaire a € £(K9,KKP) telle que la matrice de a
dans les bases canoniques respectives de K9 et K” soit égale a A.

a s'appelle I'application linéaire canoniquement associée a A.

Quand on parle de la matrice d'une application linéaire, il est indispensable de

préciser dans quelles bases.
Dire : « soit A la matrice de u », ou : « soit u l'application linéaire associée a A », sans dire

dans quel(s) espace(s) ni dans quelle(s) base(s) on travaille, n’a aucun sens!
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Matrices

Rang d’une matrice

Définition 6
Le rang d’'une matrice A € M, ¢(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de
KP). On le note : rg A.

o Si A est la matrice, dans une base %, d'un systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) de F, le rang de A est aussi
celui, dans F, du systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) C'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel de F
engendré par (x;, ..., Xg).

® Si A est la matrice, dans des bases Zg et B¢ d'une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A est
aussi le rang de u.
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Matrices

Rang d’une matrice

Définition 6

Le rang d’'une matrice A € M, ¢(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de

KP). On le note : rg A.

o Si A est la matrice, dans une base %, d'un systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) de F, le rang de A est aussi
celui, dans F, du systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) C'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel de F
engendré par (x;, ..., Xg).

® Si A est la matrice, dans des bases Zg et B¢ d'une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A est
aussi le rang de u.

En effet, en reprenant les notations précédentes, si A = MgF(u), le rang de u est par définition la
E

dimension de Im u, donc celle de Vect (u(e), ..., u(eq)), et les coordonnées des vecteurs u(e;j) sont
précisément les colonnes de la matrice.
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Matrices

Rang d’une matrice

Définition 6

Le rang d’'une matrice A € M, ¢(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de

KP). On le note : rg A.

o Si A est la matrice, dans une base %, d'un systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) de F, le rang de A est aussi
celui, dans F, du systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) C'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel de F
engendré par (x;, ..., Xg).

® Si A est la matrice, dans des bases Zg et B¢ d'une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A est
aussi le rang de u.

Propriétés

Q SiAe M, (K), rgA< min(p, q).
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Matrices

Rang d’une matrice

Définition 6

Le rang d’'une matrice A € M, ¢(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de

KP). On le note : rg A.

o Si A est la matrice, dans une base %, d'un systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) de F, le rang de A est aussi
celui, dans F, du systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) C'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel de F
engendré par (x;, ..., Xg).

® Si A est la matrice, dans des bases Zg et B¢ d'une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A est
aussi le rang de u.

Propriétés
Q SiAe M, (K), rgA< min(p, q).

Démonstration

En effet, siu € Z(E, F), rgu < dim E (par exemple par le théoréme du rang), et rgu < dim F, puisque Imu C F.
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Matrices

Rang d’une matrice

Définition 6

Le rang d’'une matrice A € M, ¢(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de

KP). On le note : rg A.

o Si A est la matrice, dans une base %, d'un systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) de F, le rang de A est aussi
celui, dans F, du systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) C'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel de F
engendré par (x;, ..., Xg).

® Si A est la matrice, dans des bases Zg et B¢ d'une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A est
aussi le rang de u.

Propriétés
Q SiAe M, (K), rgA< min(p, q).

Q Si A€ M, 4(K) est la matrice dans des base By et Br de u € L(E, F), alors :
rgA = p <= usurjective , rgA= q <= u injective
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Matrices

Rang d’une matrice

Définition 6

Le rang d’'une matrice A € M, ¢(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de

KP). On le note : rg A.

o Si A est la matrice, dans une base %, d'un systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) de F, le rang de A est aussi
celui, dans F, du systéme de vecteurs (xi, ..., Xq) C'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel de F
engendré par (x;, ..., Xg).

® Si A est la matrice, dans des bases Zg et B¢ d'une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A est
aussi le rang de u.

Propriétés
Q SiAe M, (K), rgA< min(p, q).

Q Si A€ M, 4(K) est la matrice dans des base By et Br de u € L(E, F), alors :
rgA = p <= usurjective , rgA= q <= u injective

Démonstration
Cela découle immédiatement de la proposition 4 du chapitre Il : pour u € Z(E,F) ona:
@ u injective <= rgu = dim E (découle par exemple du théoréme du rang).

@ u surjective <= rgu = dim F (découle directement de la définition d’une application surjective).
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deux applications linéaires u, v € Z(E, F) telles que A= Mg;(u) et B= Mg;(v)

On définit alors la matrice C = A+ B par: C = Mg;(u + v).
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Opérations

deux applications linéaires u, v € Z(E, F) telles que A= Mg;(u) et B= Mg;(v)
On définit alors la matrice C = A+ B par: C = Mg;(u + v).

Il est facile de vérifier que C € M 4(K), et que : V (i,j) € [1; p] x [1:q] , ¢j = ajj + bj.
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Opérations

deux applications linéaires u, v € Z(E, F) telles que A= Mg;(u) et B= Mg;(v)
On définit alors la matrice C = A+ B par: C = Mg;(u + v).

Il est facile de vérifier que C € M 4(K), et que : V (i,j) € [1; p] x [1:q] , ¢j = ajj + bj.

Démonstration

En effet, en reprenant les notations précédentes, on a, pour tout j € [1;q] :

p p
we) = ael et vig) =D bye
i=1 i=1

donc
p

(u+v)(g) =D _(aj+ by)e],

i=1

ce qui montre que la matrice de u + v (dans les mémes bases) a pour coefficients les aj + bj.
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Opérations

Multiplication externe

Pour tout scalaire A € K, on définit la matrice B= X\.A par : B = Mg;()\u).
Il est facile de vérifier que B € M), 4(K), et que : V (i,j) € [1; p] % [1; q] , bj = Aaj.
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Opérations

Multiplication externe

ajj) une matrice de M, 4(K), et u € Z(E, F) telle que A 2
Pour tout scalaire A € K, on définit la matrice B= X\.A par : B = Mg;(ku).
Il est facile de vérifier que B € M), 4(K), et que : V (i,j) € [1; p] % [1; q] , bj = Aaj.

Théoréme 1
Muni des lois précédentes, (Mp,¢(K), -+, .) est un K-espace vectoriel, et I'application
Z(E,F) — M,pq(K)
[ { u o MO ()

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
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Opérations

Multiplication externe

Soient A = (ajj) une matrice de M, ¢(K), et u € Z(E, F) telle que A= M;(u).
Pour tout scalaire A € K, on définit la matrice B= X\.A par : B = Mg;(ku).
Il est facile de vérifier que B € M), 4(K), et que : V (i,j) € [1; p] % [1; q] , bj = Aaj.

Théoréme 1
Muni des lois précédentes, (Mp,¢(K), -+, .) est un K-espace vectoriel, et I'application
Z(E,F) — M,pq(K)
[ { u o MO ()

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Démonstration

Il est clair que les propriétés d’espace vectoriel de .Z(E, F) vont se « transmettre » & M, 4(K);

par exemple, pour démontrer la commutativité de la loi +, il suffit décrire, avec des notations évidentes :
A+B= M(u)+ M(v) = Mu+v)= M(v+u)= M(v)+ Mu)=B+A

Mp,4(K) sera donc bien un espace vectoriel, et ¢ est alors une application bijective (déja vu) et linéaire

car, par définition des lois, on a, pour toutes u,v € Z(E, F) et tout A € K : o(Au+ v) = Ap(u) + ¢(v).
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Opérations

Remarques

q
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Opérations

Remarques

q

Q Une base de M, ¢(K) est formée de la famille des matrices (i), £)e [1;5] x [1:9]» définies par :
Ere est la matrice de type (p, q) dont tous les termes sont nuls sauf celui d'indice (k, £) qui vaut 1.

Ainsi, le terme d'indice (i, j) de Ej, vaut : (E”)fi = 6i0yj.
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Remarques

q

Q Une base de M, ¢(K) est formée de la famille des matrices (i), £)e [1;5] x [1:9]» définies par :
Ere est la matrice de type (p, q) dont tous les termes sont nuls sauf celui d'indice (k, £) qui vaut 1.
Ainsi, le terme d'indice (i, j) de Ej, vaut : (Ek[)’,l, = 6i0yj.

En effet, compte tenu de la définition des lois + et ., il est facile de vérifier que toute matrice
A= (aj) € M, 4(K) s'écrit de fagon unique sous la forme :

A= E a,-,-E,-,-.
1<i<p
1Sj<q

Les coordonnées de A dans cette base sont donc les aj.
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Opérations

Remarques

q

Q Une base de M, ¢(K) est formée de la famille des matrices (i), £)e [1;5] x [1:9]» définies par :
Ere est la matrice de type (p, q) dont tous les termes sont nuls sauf celui d'indice (k, £) qui vaut 1.
Ainsi, le terme d'indice (i, j) de Ej, vaut : (Ek[)’,l, = 6i0yj.

En effet, compte tenu de la définition des lois + et ., il est facile de vérifier que toute matrice
A= (aj) € M, 4(K) s'écrit de fagon unique sous la forme :

A= E a,-,-E,-,-.
1<i<p
1Sj<q

Les coordonnées de A dans cette base sont donc les aj.

© On en déduit : dim(Z(E, F)) = dim(M,, 4(K)) = pg.
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Opérations

Remarques

q

Q Une base de M, ¢(K) est formée de la famille des matrices (i), £)e [1;5] x [1:9]» définies par :
Ere est la matrice de type (p, q) dont tous les termes sont nuls sauf celui d'indice (k, £) qui vaut 1.
Ainsi, le terme d'indice (i, j) de Ej, vaut : (Ek[)’,l, = 6i0yj.

En effet, compte tenu de la définition des lois + et ., il est facile de vérifier que toute matrice
A= (aj) € M, 4(K) s'écrit de fagon unique sous la forme :

A= E a,-,-E,-,-.
1<i<p
1Sj<q

Les coordonnées de A dans cette base sont donc les aj.

© On en déduit : dim(Z(E, F)) = dim(M,, 4(K)) = pg.

Définition 7
La base (Ei/)(k,ne[np] x[1:q] €St appelée base canonique de M q(K).
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Opérations

Multiplication interne

0 A€ My (K), etu€ L(EF)tgA= Mg (u),

@ Be M, (K), et ve Z(G,E)tqB= Mgg(v) et

@ Ce M, (K)tqC= MgZ(u ov)(avecuov € Z(G,F).

Un « simple » calcul montre alors que :

PSI* (1

q
V(@i,k)el;p]l x [1;r] Cikzzaifbik'

j=1
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Opérations

Multiplication interne

0 A€ My (K), etu€ L(EF)tgA= Mg (u),

@ Be M, (K), et ve Z(G,E)tqB= Mgg(v) et

@ Ce M, (K)tqC= MgZ(u ov)(avecuov € Z(G,F).

Un « simple » calcul montre alors que :

Démonstration

q
V(@i,k)el;p]l x [1;r] Cikzzaifbik'

j=1

p
Vke[i;r], ona(uov)(e/) =2 cief. Or:
i=

PSI* (1
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Opérations

Multiplication interne

0 A€ My (K), etu€ L(EF)tgA= Mg (u),

@ Be M, (K), et ve Z(G,E)tqB= Mgg(v) et

@ Ce M, (K)tqC= MgZ(u ov)(avecuov € Z(G,F).

Un « simple » calcul montre alors que :

Démonstration

p q
Vke([i;r],ona(uov)(e)) = ; ciel. Or: v(e) = /Z:] bjrej et u(

PSI* (1

q
V(@i,k)el;p]l x [1;r] Cikzzaifbik'

j=1

=

p
&) = 2_ aje]
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Opérations

Multiplication interne

0 A€ My (K), etu€ L(EF)tgA= Mg (u),
@ Be M, (K), et ve Z(G,E)tqB= Mgg(v) et

@ Ce M, (K)tqC= MgZ(u ov)(avecuov € Z(G,F).

q
Un «simple » calcul montre alors que : |V (i, k) € [1;p] x [1;r] , cix = Z ajsby |
=

Démonstration

p q p
Vke([i;r],ona(uov)(e)) = z:] ciel. Or: v(e) = z:] bjcej et u(e) = 3 ajel.
= j=

=

=

q q p p [ a p
Donc (uov)(e]) = 2% biu(e) = 2:] by (Z:] a,;e,{) = 2% (2% a,-,-bjk> el = Z:] cikel .
j= j= i= j= i=
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Opérations

Multiplication interne

0 A€ My (K), etu€ L(EF)tgA= Mg (u),
@ Be M, (K), et ve Z(G,E)tqB= Mgg(v) et

@ Ce M, (K)tqC= MgZ(u ov)(avecuov € Z(G,F).

q
Un «simple » calcul montre alors que : |V (i, k) € [1;p] x [1;r] , cix = Z ajsby |
=

Démonstration

p q p
Vke([i;r],ona(uov)(e)) = z:] ciel. Or: v(e) = z:] bjcej et u(e) = 3 ajel.
= j=

=

q q p p (4 p
Donc (uov)(e]) = 2% biu(e) = 2:] by (Z:] a,;e,{) = 2% (2% a,-,-bjk> el = Z:] cikel .
J= j= i= = \j= i=

On en déduit la formule annoncée par unicité des coordonnées dans la base (e!).
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Opérations

Multiplication interne

0 A€ My (K), etu€ L(EF)tgA= Mg (u),
@ Be M, (K), et ve Z(G,E)tqB= Mgg(v) et

@ Ce M, (K)tqC= MgZ(u ov)(avecuov € Z(G,F).

q
Un «simple » calcul montre alors que : |V (i, k) € [1;p] x [1;r] , cix = Z ajsby |
=

Démonstration

p q p
Vke([i;r],ona(uov)(e)) = z:] ciel. Or: v(e) = z:] bjcej et u(e) = 3 ajel.
= j=

=

q q p p (4 p
Donc (uov)(e]) = 2% biu(e) = 2:] by (Z:] a,;e,{) = 2% (2% a,-,-bjk> el = Z:] cikel .
J= j= i= = \j= i=

On en déduit la formule annoncée par unicité des coordonnées dans la base (e!).
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Opérations

Disposition pratique
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Opérations

Remarques

q
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Opérations

Remarques

q
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Opérations

Remarques

Propriétés

Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.

Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matri Septembre 2022



Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.

Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.

PSI* (Lycée Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matricic Septembre 2022



Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.

Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.
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Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.
Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.

Q SiAE M, (K), BE Mg, (K)et A €K, ona:(M)B=AAB) = \(4B).

Septembre 2022
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Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.
Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.
Q SiAE M, (K), BE Mg, (K)et A €K, ona:(M)B=AAB) = \(4B).

@ Soient A € M, ¢(K) et B € My, (K). Alors : rg(AB) < min(rg A, rg B).
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Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.
Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.
Q SiAE M, (K), BE Mg, (K)et A €K, ona:(M)B=AAB) = \(4B).
@ Soient A € M, ¢(K) et B € My, (K). Alors : rg(AB) < min(rg A, rg B).

Démonstration
Toutes ces propriétés découlent immédiatement de celles sur les applications linéaires.
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Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.
Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.
Q SiAE M, (K), BE Mg, (K)et A €K, ona:(M)B=AAB) = \(4B).
@ Soient A € M, ¢(K) et B € My, (K). Alors : rg(AB) < min(rg A, rg B).
Démonstration

Toutes ces propriétés découlent immédiatement de celles sur les applications linéaires.
Par exemple, la propriété n°l découle de :

Vue ZL(EF), ve L(G,E), we L(H,G), uo(vow)=(uov)ow,
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Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.
Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.
Q SiAE M, (K), BE Mg, (K)et A €K, ona:(M)B=AAB) = \(4B).
@ Soient A € M, ¢(K) et B € My, (K). Alors : rg(AB) < min(rg A, rg B).
Démonstration

Toutes ces propriétés découlent immédiatement de celles sur les applications linéaires.
Par exemple, la propriété n°l découle de :

VYue Z(EF), ve Z(G,E), we £L(H,G), uo(vow)=(uov)ow,
la propriété n°3 découle de :
Vu,u € ZL(E,F), Vve L(GE), (m+w)ov=wmov+wov,
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Opérations

Remarques

Propriétés
Q SiAe M, (K), B Mg (K) et C € M, (K),alors : A(BC) = (AB)C.
Q SiAe M, (K) et B, B, € Mg, (K), ona:A(B + B) = AB + AB,.
Q SiA, A € M, o(K) et BE Mg (K), ona: (A +A)B=AB+ AB.
Q SiAE M, (K), BE Mg, (K)et A €K, ona:(M)B=AAB) = \(4B).

@ Soient A € M, ¢(K) et B € My, (K). Alors : rg(AB) < min(rg A, rg B).

Démonstration
Toutes ces propriétés découlent immédiatement de celles sur les applications linéaires.
Par exemple, la propriété n°l découle de :

Vue Z(EF), ve Z(G,E), we £L(H,G), uo(vow)=(uov)ow,
la propriété n°3 découle de :
Vu,u € ZL(E,F), Vve L(GE), (m+w)ov=wmov+wov,
et la propriété n°5 de :
VYue ZL(E,F), VveE ZL(GE), rgluov) <rgu et rgluov)<rgv.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matricic Septembre 2022



Opérations

Proposition 2: Produit des matrices des bases canoniques

Si (Ej)i<i<p est la base canonique de M), (K) et (E{,)i<k<q la base canonique de Mg, (K), on a :
1<j<q 1<IeLr

V(i) €Dipl x il , Y(k,€) € [iql x [:r] : EjEgp = SxEjy

ot (E/})ici<p est la base canonique de M, (K).
1<e<r

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matrici¢ Septembre 2022



Opérations

Proposition 2: Produit des matrices des bases canoniques

Si (Ej)i<i<p est la base canonique de M), (K) et (E{,)i<k<q la base canonique de Mg, (K), on a :
1<j<q 1<IeLr

V(i) €Dipl x il , Y(k,€) € [iql x [:r] : EjEgp = SxEjy

ot (E/})ici<p est la base canonique de M, (K).
1<e<r

Démonstration

On se contente d’écrire proprement les formules du produit matriciel.
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Opérations

Proposition 2: Produit des matrices des bases canoniques

Si (Ej)i<i<p est la base canonique de M), (K) et (E{,)i<k<q la base canonique de Mg, (K), on a :
1<j<q 1<IeLr

V(i) €lipl x [iql, V(k€) € [1iq] x [1:r] = EjEgy = Sukjy
ot (E/})ici<p est la base canonique de M, (K).

1<E<r

Démonstration

On se contente d’écrire proprement les formules du produit matriciel.
Pour (a,b) € [1; p] x [[1;r] on a

q q q
(EiEte) oy = O _(Ei)ac(Eg) e = D SiabjelkcOor, = iadep Y SjeOke = 0j(Eff)ab -
c=1 c=1 c=1

N——
=5

d'ou I'égalité annoncée.
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Opérations

Expression analytique d’une application linéaire
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Opérations

Expression analytique d’une application linéaire

q p
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
= =

ée d'Arsonval) Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matrici Septembre 2022



Expression analytique d’une application linéaire

q p
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
= =

Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans B : X = (v ... xq)T € Mgi(K)

et ¥ la matrice colonne des coordonnées de y dans B : ¥ = (y| L. )/p)—r € Mpi(K).

Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matri Septembre 2022



Opérations

Expression analytique d’une application linéaire

q p
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
= =

Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans B : X = (v ... xq)T € Mgi(K)

et ¥ la matrice colonne des coordonnées de y dans Zr : ¥ = (... yp)—r € Mpi(K).

q
Onaalors: Vi€ [1;p], yi = ajjx; (expression analytique de u dans les bases Zg et Hr)

ce qui se traduit matriciellement par :
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Opérations

Expression analytique d’une application linéaire

q p
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
= =

Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans B : X = (v ... xq)T € Mgi(K)

et ¥ la matrice colonne des coordonnées de y dans Zr : ¥ = (... )/p)—r € Mpi(K).

q
Onaalors: Vi€ [1;p], yi = ajjx; (expression analytique de u dans les bases Zg et Hr)
j=1 -

ce qui se traduit matriciellement par :

Démonstration
) q q q P p [ q
Six = 35 Xnep, alors : 5(x) = 35 Kyu(er) = Do 1 (2 ,) =5 (e ) e =y
= = = = =1 \j=
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Opérations

Expression analytique d’une application linéaire

q p
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
= =

Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans B : X = (v ... xq)T € Mgi(K)

et ¥ la matrice colonne des coordonnées de y dans Zr : ¥ = (... yp)—r € Mpi(K).

q
Onaalors: Vi€ [1;p], yi = ajjx; (expression analytique de u dans les bases Zg et Hr)

ce qui se traduit matriciellement par :

Démonstration

q q q P p [ q
Six = 1 alors s () = 3= ule) = 323y (£ aref) = 32 <z ,x,> o=y
= = = f 1\ =

q
d'ott Yj = 3" a;iX; et on reconnait bien la I'expression du produit matriciel AX.
=

PSI* (Ly % Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matrici¢ Septembre 2022



Opérations

Expression analytique d’une application linéaire

q p
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
J=1 =

Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans B : X = (v ... xq)T € Mgi(K)

et ¥ la matrice colonne des coordonnées de y dans Zr : ¥ = (... yp)—r € Mpi(K).
q

Onaalors: Vi€ [1;p], yi = ajjx; (expression analytique de u dans les bases Zg et Hr)
i:] -

ce qui se traduit matriciellement par :

Remarques
@ Si A est la matrice d’une application linéaire, on peut dire pour simplifier que :
@ on lit en colonne les coordonnées des images des vecteurs de base;

o et on lit en ligne les coordonnées de I'image d'un vecteur (expression analytique).
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Opérations

Expression analytique d’une application linéaire

9 P
Soit x € E, x = > xjgg ety = u(x) € F, y = yiel.
J=1 =

Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans B : X = (v ... xq)T € Mgi(K)

et ¥ la matrice colonne des coordonnées de y dans Zr : ¥ = (... yp)—r € Mpi(K).
q

Onaalors: Vi€ [1;p], yi = ajjx; (expression analytique de u dans les bases Zg et Hr)
i:] -

ce qui se traduit matriciellement par :

Remarques
@ Si A est la matrice d’une application linéaire, on peut dire pour simplifier que :
@ on lit en colonne les coordonnées des images des vecteurs de base;
o et on lit en ligne les coordonnées de I'image d'un vecteur (expression analytique).
Q Cas d'une forme linéaire :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base % = (e, . . ., eq) et ¢ : E — K une forme
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Opérations

Image et noyau d'une matrice

Définition 8
Soit A € M ¢(K). On définit :

@ le noyau de A noté Ker A; il s'agit de 'ensemble :

KerA= {X € Mg:(K) | AX =10} .

s et compléments sur le calcul maf Septembre 2022



Opérations

Image et noyau d'une matrice

Définition 8
Soit A € M ¢(K). On définit :
@ le noyau de A noté Ker A; il s'agit de 'ensemble :
KerA= {X € Mg:(K) | AX =10} .
@ l'image de A, notée Im A; il s'agit de 'ensemble :

ImA= {AX | X € Mgi(K)} .
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Opérations

Image et noyau d'une matrice

Définition 8
Soit A € M, ¢(K). On définit :

@ le noyau de A noté Ker A; il s'agit de 'ensemble :
KerA= {X € Mg:(K) | AX =10} .
@ l'image de A, notée Im A; il s'agit de 'ensemble :

ImA= {AX | X € Mgi(K)} .

Il est facile de vérifier que Ker A est un sous-espace vectoriel de M ;(K) et que Im A est un sous-espace
vectoriel de M, 1(K).

ns et compléments sur le calcul m: Septembre 2022



Opérations

Image et noyau d'une matrice

Définition 8
Soit A € M, ¢(K). On définit :
@ le noyau de A noté Ker A; il s'agit de 'ensemble :
Ker A= {X € My, (K) | AX=10}.
@ l'image de A, notée Im A; il s'agit de 'ensemble :
ImA= {AX | X € Mgi(K)} .

Il est facile de vérifier que Ker A est un sous-espace vectoriel de M ;(K) et que Im A est un sous-espace
vectoriel de M, 1(K).

Reprenons toutes les notations précédentes : A est la matrice dans des bases Zr et Zr d'une application
linéaire u € Z(E, F), x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans %t est X, et y
est un vecteur de F dont la matrice colonne des coordonnées dans %r est Y.

Alors :
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Opérations

Image et noyau d'une matrice

Définition 8
Soit A € M, ¢(K). On définit :
@ le noyau de A noté Ker A; il s'agit de 'ensemble :
Ker A= {X € My, (K) | AX=10}.
@ l'image de A, notée Im A; il s'agit de 'ensemble :
ImA= {AX | X € Mgi(K)} .

Il est facile de vérifier que Ker A est un sous-espace vectoriel de M ;(K) et que Im A est un sous-espace
vectoriel de M, 1(K).

Reprenons toutes les notations précédentes : A est la matrice dans des bases %r et Zr d'une application
linéaire u € Z(E, F), x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans %t est X, et y
est un vecteur de F dont la matrice colonne des coordonnées dans %r est Y.
Alors :

XeEKerA<= x€cKeru et YeEImA<—= y€cImu.
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Opérations

Image et noyau d'une matrice

Définition 8
Soit A € M, ¢(K). On définit :
@ le noyau de A noté Ker A; il s'agit de 'ensemble :
Ker A= {X € My, (K) | AX=10}.
@ l'image de A, notée Im A; il s'agit de 'ensemble :
ImA= {AX | X € Mgi(K)} .

Il est facile de vérifier que Ker A est un sous-espace vectoriel de M ;(K) et que Im A est un sous-espace
vectoriel de M, 1(K).

Reprenons toutes les notations précédentes : A est la matrice dans des bases %r et Zr d'une application
linéaire u € Z(E, F), x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans %t est X, et y
est un vecteur de F dont la matrice colonne des coordonnées dans %r est Y.
Alors :

XeEKerA<= x€cKeru et YeEImA<—= y€cImu.

Le théoréme du rang appliqué a u donne alors : dim E = rg u + dim Ker u donc :
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Matrices par blocs

Définition 9
Soit A € M, ¢(K). On appelle bloc de A toute matrice (ajj)ics, ot / et J sont respectivement des parties
j€l

de [1; p] et [1; g] formées d’entiers consécutifs.

Si on ne suppose plus ces entiers consécutifs, on obtient ce qui est appelé une matrice extraite.
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Opérations

Matrices par blocs

Proposition 3: addition par blocs

Soient A, B € M,, 4(K), décomposées en blocs avec le méme découpage :

O e - Bi ... Bi ... Ba] Inm
A= An Aif Aim Ip,‘ p et B= Bj B,'i Bim Ip,’ p
An e Ay coo A | Tope B ... By oo Bem| Tope
g g g g g g
q q

Alors, si A € K, la matrice AA + B s’écrit, par blocs :

Mi+Bi ... My+B ... Ma+tBa] Ip
M+ B= A + Bi >\Aif+Bif MMim + Bim Ip,‘ P
Ma+Ba ... Mg+By ... Mo+ Bem| T pe
- a T
q

Septembre 2022



Opérations

Théoréme 2: Produit par blocs

Soient A € M, ((K) et B € Mg (K), décomposées en blocs compatibles comme suit :

A

et soit C = AB € M,, ,(K), décomposée en blocs :

Am ] T o By By An] T a
Am | Ipi | p et B= | B By By | Tg
Aem I Pe B Bk Bmn I gm
T NN T T
=
G G G I
c=| G Cix Go | T |p
Co Cok Con | T pe
e i 7
=

Alors : V (i, k) € [1;4] x [1;n] ,ona: Cx = ZA,-,-B,%

PSI*

j=

Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matri

Septembre 2022



Soit A € M, ¢(K), écrite par blocs sous la forme A= | L; |, chaque L; étant une matrice ligne de g

éléments, et soit B € Mg, (K), écrite par blocs sous la forme B = [C] .G Cr], chaque G
étant une matrice colonne a g éléments.

Alors la matrice C = AB est la matrice de type (p, r) dont le terme d'indice (i,j) vaut c;; = L;C.
Hustration :

L

A= |1 o LG ... .| =AxB
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aj)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (@i )igj<q € Ma,p(K)
1Si<q ISi<p
définie par :
V(i) elipl x[idl s g = aj.
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aj)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (@i h<j<q € Mg,p(K)
ISisq ISisp
définie par :
V(i) eDipl xDiql, a = aj.

Avant I'adoption regrettable de cette notation anglo-saxonne, la transposée de A était notée : ‘A; cette
notation est celle qui apparait dans la plupart des anciens énoncés de concours.
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aj)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (@i h<j<q € Mg,p(K)
1S/<q ISisp
définie par :

V(ij) e lipl x N5 9], a; = aj.

Proposition 4

Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aji)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (a;i)1gqu € Mgy p(K)
1<$<q ISisp
définie par :
V(i,j)) e Dipl x [ gl , @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABE M, (K),(A+B)" =AT +B" (ou: (A+B) =4+ B).
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aji)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (a;i)1gqu € Mgy p(K)
1<$<q ISisp
définie par :
V(i,j)) e Dipl x [ gl , @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABE Mpyo(K), (A+B)T =AT +B" (ou: (A+ B) =4+ B
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aji)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (al'»,»)1gqu € Mgy p(K)
1<$<q ISisp
définie par :
V(i,j)) e Dipl x [ gl , @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE Mpo(K) (AT)T =Alou: (4)=A.
Q SiABE M, (K),(A+B)" =AT +B" (ou: (A+B) =4+ B).
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
Q SiAE M, (K) et BE My (K), (AB)T = BTAT (ou: (AB) = BA.

Démonstration

Seule la derniére de ces propriétés n'est pas immédiate.
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aji)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (al'»,»)1gqu € Mgy p(K)
1<$<q ISisp
définie par :
V(i,j)) e Dipl x [ gl , @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABE Mpyo(K), (A+B)T =AT +B" (ou: (A+ B) =4+ B
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
Q SiAE M, (K) et BE My (K), (AB)T = BTAT (ou: (AB) = BA.

Démonstration .
Soit C = AB € My, (K). Pour tout (i, k) € [1;p] x [1; 1], cix = > azby et CT = (c},) avec ¢}, = ci.
Jj=1
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aj)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (a 1,)1<,<q € Mgy p(K)
1Sj<q 1<i<p
définie par :
V(i.j) € Iipl x [iql » @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABE Mpyo(K), (A+B)T =AT +B" (ou: (A+ B) =4+ B
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
Q SiAE M, (K) et BE Mg (K), (AB)T = BTAT : {AB) = ‘BA).

Démonstration .
Soit C = AB € My, (K). Pour tout (i, k) € [1;p] x [1; 1], cax = > azby et CT = (c},) avec ¢}, = ci.
=
Soit D= BTAT € M;,(K). Pour tout ( i) €[;r] x [1;p] on a, en posant B = BT et A/ = AT :
q
= 5 by = 3 by = cu =
=
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aj)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (a 1,)1<,<q € Mgy p(K)
1Sj<q 1<i<p
définie par :
V(i.j) € Iipl x [iql » @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABE Mpyo(K), (A+B)T =AT +B" (ou: (A+ B) =4+ B
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
Q SiAE M, (K) et BE Mg (K), (AB)T = BTAT : {AB) = ‘BA).

Démonstration .
Soit C = AB € My, (K). Pour tout (i, k) € [1;p] x [1; 1], cix = > azby et CT = (c},) avec ¢}, = ci.
=
Soit D= BTAT € M;,(K). Pour tout ( i) €[;r] x [1;p] on a, en posant B = BT et A/ = AT :
q
= 5 by = 3 by = cu =
=

doaD=CT.
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (aji)i<i<p € Mp,q(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (a},»)1gqu € Mgy p(K)
1<$<q ISisp
définie par :
V(i,j)) e Dipl x [ gl , @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABE M, (K),(A+B)" =AT +B" (ou: (A+B) =4+ B).
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
Q SiAE M, (K) et BE My (K), (AB)T = BTAT (ou: (AB) = BA.

Proposition 5

Lapplication : A+ AT est un isomorphisme du K-espace vectoriel M, q(K) sur le K-espace vectoriel
Mg p(K).
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Opérations

Transposition

Définition 10

Soit A = (a,,)]<,<p € M, 4(K). On appelle transposée de A la matrice AT = (a 1,)]<,<q € Mgy p(K)
1S/<q 1<i<p
définie par :
V(i.j) € Iipl x [iql » @ = aj.

Proposition 4
Q SiAE M,y(K), (AT)T =Afu: () = A.
Q SiABEMyyK), (A+B)" =AT +B" (ou: (A+B) =4+ B
Q sine M, (K)et A €K (M)T =" (ou: (M) = AA.
Q SiAE M, (K) et BE Mg (K), (AB)T = BTAT : {AB) = ‘BA).

Proposition 5

Lapplication : A+ AT est un isomorphisme du K-espace vectoriel My, ¢(K) sur le K-espace vectoriel
Mg p(K).

Démonstration

La linéarité et la bijectivité découlent directement des propriétés vues ci-dessus.
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Opérations

Proposition 6

Soit A € M, 4(K), décomposée en blocs :

An coo A]j Aim
A = Ai Az] Aim
An Agj Aem
“— — —
q qj dm
q
Alors la matrice transposée de A s’écrit, par blocs :
T T T
AT A] AL
v T v
AT = (AT A G
| | ¥
Alm Aim Aém
> > >
D Pi Pe
p

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Cas particulier : écriture par blocs de la transposée

L

Soit A € M, 4(K), écrite par blocs de lignes sous la forme A= | L;i |, chaque L; étant une matrice ligne
Lp

de g éléments.

Alors AT est la matrice écrite par blocs de colonnes : AT = [LT ... LT ... L]
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Lalgébre M ,(K)

Dans M,,(K), la multiplication des matrices est une loi de composition interne.
Les propriétés précédentes sont résumées dans le théoréme suivant.

Théoréme 3
M,(K) est une K-algébre (non commutative et non intégre dés que n > 2).
Le terme « K-algébre » sert a résumer les propriétés suivantes :

@ (My(K), +,.) est un K-espace vectoriel ;

@ la multiplication interne des matrices est une loi associative, possédant un élément neutre et
distributive a droite et a gauche par rapport a I'addition;

@ enfin, ona: VA € K, V(4 B) € My(K)?, \.(AB) = (\.A)B = A()\.B)

ns et compléments sur le calcul mat Septembre 2022



Lalgébre M p(K)

Dans M,,(K), la multiplication des matrices est une loi de composition interne.
Les propriétés précédentes sont résumées dans le théoréme suivant.

Théoréme 3
M,(K) est une K-algébre (non commutative et non intégre dés que n > 2).
Le terme « K-algébre » sert a résumer les propriétés suivantes :

@ (My(K), +,.) est un K-espace vectoriel ;

@ la multiplication interne des matrices est une loi associative, possédant un élément neutre et
distributive a droite et a gauche par rapport a I'addition;

@ enfin, ona: VA € K, V(4 B) € My(K)?, \.(AB) = (\.A)B = A()\.B)

Remarque

Dire que M ,(K) est non intégre signifie que 'on peut trouver des matrices A, B telles que :

A0, B#0 et AB = 0.

Cela implique que les éléments de M,,(K) ne sont pas réguliers en général, c’est-a-dire qu'une égalité de
la forme AB = AC n'implique pas toujours B = C.
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Lalgebre M ,(KK)

), la multiplication des matrices est une loi de composition interne.
Les propriétés précédentes sont résumées dans le théoréme suivant.

Théoréme 3
M,(K) est une K-algébre (non commutative et non intégre dés que n > 2).
Le terme « K-algébre » sert a résumer les propriétés suivantes :

@ (My(K), +,.) est un K-espace vectoriel ;

@ la multiplication interne des matrices est une loi associative, possédant un élément neutre et
distributive a droite et a gauche par rapport a I'addition;

@ enfin, ona: VA € K, V(4 B) € My(K)?, \.(AB) = (\.A)B = A()\.B)

Remarque
Dire que M ,(K) est non intégre signifie que I'on peut trouver des matrices A, B telles que :
A0, B#0 et AB = 0.

Cela implique que les éléments de M ,(KK) ne sont pas réguliers en général, c'est-a-dire qu'une égalité de
la forme AB = AC n'implique pas toujours B = C.

Définition 11
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, rapporté a une base %, et u € Z(E).

On appelle matrice de u dans % la matrice Mgg(u), notée simplement Mgz, (u) ou M(u; Zr).
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Lalgebre /

Remarques

q
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Lalgébre M ,(K)

Remarques

q

pour (i,j) € [1; n])* définies par :
Y (k,2) € [1; n]?, (Ej)ke = Sije -
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Lalgébre M p(K)

Remarques
"

D Le K-espace vectoriel M,(K) est de dimension
pour (i,j) € [1; n]* définies par :

. Une base en est la base canonique, formée des n" matrices Ej

Y (k,2) € [1; n]?, (Ej)ke = Sije -

Proposition 7: et définition 12
On notera GL,(K) I'ensemble des éléments inversibles de M ,(K) pour la loi x.

(GLn(K), X) est un groupe (non abélien), appelé groupe linéaire d'ordre n.
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Lalgébre M p(K)

Remarques

1

Q Le K-espace vectoriel M,,(K) est de dimension n°. Une base en est la base canonique, formée des n* matrices Ej
pour (i,j) € [1; n]* définies par :

Y (k,2) € [1; n]?, (Ej)ke = Sije -
Proposition 7: et définition 12

On notera GL,(K) I'ensemble des éléments inversibles de M ,(K) pour la loi X.

(GLn(K), X) est un groupe (non abélien), appelé groupe linéaire d'ordre n.

Démonstration

Découle directement du fait que (GL(E), o) est un groupe (voir chap. précédent).
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Lalgebre M ,(KK)

Remarques

1

Q Le K-espace vectoriel M,(K) est de dimension n’. Une base en est la base canonique, formée des n’ matrices Ej
pour (i,j) € [1; n]* définies par :

Y (k,2) € [1; n]?, (Ej)ke = Sije -
Proposition 7: et définition 12

On notera GL,(K) I'ensemble des éléments inversibles de M ,(K) pour la loi X.

(GLn(K), X) est un groupe (non abélien), appelé groupe linéaire d'ordre n.
En particulier, on a :

Proposition 8

Si A, B € GL,(K), alors AB € GL,(K) et : (AB)™' = B~'A™".
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Lalgebre M ,(KK)

Remarques
I

Q Le K-espace vectoriel M,(K) est de dimension n’. Une base en est la base canonique, formée des n’ matrices Ej
pour (i,j) € [1; n]* définies par :

Y (k,2) € [1; n]?, (Ej)ke = Sije -
Proposition 7: et définition 12

On notera GL,(K) I'ensemble des éléments inversibles de M ,(K) pour la loi X.

(GLn(K), X) est un groupe (non abélien), appelé groupe linéaire d'ordre n.
En particulier, on a :

Proposition 8

Si A, B € GL,(K), alors AB € GL,(K) et : (AB)™' = B~'A™".

Proposition 9: invariance du rang par multiplication par une matrice inversible

Soient A € M, 4(K) et B € M, (K).
Si p = get A€ GLy(K), rg(AB) = 1g(B), et, si g = r et B € GL,(K), rg(AB) = rg(A).
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Lalgebre M ,(KK)

Remarques

Q Le K-espace vectoriel M ,(K) est de dimension n®. Une base en est la base canonique, formée des n* matrices Ej

pour (i,j) € [1; n]* définies par :
Y (k,2) € [1; n]?, (Ej)ke = Sije -

Proposition 7: et définition 12
On notera GL,(K) I'ensemble des éléments inversibles de M ,(K) pour la loi X.

(GLn(K), X) est un groupe (non abélien), appelé groupe linéaire d'ordre n.
En particulier, on a :
Proposition 8

Si A, B € GL,(K), alors AB € GL,(K) et : (AB)™' = B~'A™".

Proposition 9: invariance du rang par multiplication par une matrice inversible

Soient A € M, 4(K) et B € M, (K).
Si p = get A€ GLy(K), rg(AB) = 1g(B), et, si g = r et B € GL,(K), rg(AB) = rg(A).

Démonstration

cf. théoréme 14 du chapitre II.
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Lalgébre M ,(K)

Proposition 10

Soit A € GLy(K). Alors AT € GLn(K) et (AT)~' = (A=)T.
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Démonstration

Il suffit de calculer :

ANYANYT =AD" =T =1, et ANTAN)=0ANT =1 =1,
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Lalgébre M ,(K)

Proposition 10

Soit A € GLy(K). Alors AT € GLn(K) et (AT)~' = (A=)T.

Démonstration

Il suffit de calculer :

ANYANYT =AD" =T =1, et ANTAN)=0ANT =1 =1,

Théoréme 4

Pour une matrice A € M, (K), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est inversible;
(b) A est inversible a droite (c’est-a-dire qu'il existe B € M,(K) telle que AB = I,);
(c) A est inversible a gauche (c’est-a-dire qu'il existe B € M, (K) telle que BA = I,);
(d) rgA=n.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre IV : Révisions et compléments sur le calcul matrici¢ Septembre 2022



Lalgébre M p(K)

Proposition 10

Soit A € GLy(K). Alors AT € GLn(K) et (AT)~' = (A=)T.

Démonstration

Il suffit de calculer :

ANYANYT =AD" =T =1, et ANTAN)=0ANT =1 =1,

Théoréme 4

Pour une matrice A € M, (K), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est inversible;
(b) A est inversible a droite (c’est-a-dire qu'il existe B € M,(K) telle que AB = I,);
(c) A est inversible a gauche (c’est-a-dire qu'il existe B € M, (K) telle que BA = I,);
(d) rgA=n.

Démonstration

C'est une conséquence directe d’'une propriété similaire démontrée dans le chapitre sur les applications
linéaires.
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Lalgébre M p(KK)
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Lalgébre M ,(K)

Proposition 11

Soit A € M, ¢(K), non nulle.

Si 'on peut extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre r, alors rgA > r.

Démonstration

Notons d’abord que r = 0 <= A = 0, donc, si A # 0 (ce qui est supposé ici), on aura rgA > 1.

s et compléments sur le caleul mat Septembre 2022



Lalgébre M p(K)

Proposition 11

Soit A € M, ¢(K), non nulle.

Si 'on peut extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre r, alors rgA > r.

Démonstration
Notons d’abord que r = 0 <= A = 0, donc, si A # 0 (ce qui est supposé ici), on aura rgA > 1.

Supposons que l'on puisse extraire de A une matrice carrée inversible B d'ordre r > 1. On peut, sans
restreindre la généralité et pour simplifier les notations, supposer qu'il s’agit du bloc formé des r premiéres
lignes et des r premiéres colonnes de A.
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Lalgébre M p(K)

Proposition 11

Soit A € M, ¢(K), non nulle.

Si 'on peut extraire de A une matrice carrée inversible d'ordre r, alors rgA > r.

Démonstration
Notons d’abord que r = 0 <= A = 0, donc, si A # 0 (ce qui est supposé ici), on aura rgA > 1.

Supposons que l'on puisse extraire de A une matrice carrée inversible B d'ordre r > 1. On peut, sans
restreindre la généralité et pour simplifier les notations, supposer qu'il s’agit du bloc formé des r premiéres
lignes et des r premiéres colonnes de A.

Soient (/, ..., C! les colonnes de B. La famille ((/, ..., C!) est donc libre dans M, ;(K). Si G, ..., G
sont les r premiéres colonnes de A, les C/-’ sont formées des r premiéres coordonnées des C. Donc, si on a

T I
2 AG =0, onaaussi 35 ;¢ =0 dou Ay =... = X = 0. Ainsi, la famille (G, ..., C;) est libre donc
= =
1gA>T.
Corollaire:

| SiAE Mpg(K), gA=rg(AT).
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Lalgebre M ,(KK)

Proposition 11

Soit A € M, ¢(K), non nulle.

Si 'on peut extraire de A une matrice carrée inversible d'ordre r, alors rgA > r.

Démonstration
Notons d’abord que r = 0 <= A = 0, donc, si A # 0 (ce qui est supposé ici), on aura rgA > 1.

Supposons que l'on puisse extraire de A une matrice carrée inversible B d'ordre r > 1. On peut, sans
restreindre la généralité et pour simplifier les notations, supposer qu'il s’agit du bloc formé des r premiéres
lignes et des r premiéres colonnes de A.

Soient (/, ..., C! les colonnes de B. La famille ((/, ..., C!) est donc libre dans M, ;(K). Si G, ..., G
sont les r premiéres colonnes de A, les C/-’ sont formées des r premiéres coordonnées des C. Donc, si on a

r r
2o AG =0, 0naaussi 3 NC =0dot A =...= A = 0. Ainsi, la famille (G, ..., C;) est libre donc
j=1 j=1
1gA>T.
Corollaire:

| SiAE Mpg(K), gA=rg(AT).

Démonstration

En effet, si on peut extraire de A une matrice carrée inversible A’ d'ordre r, on pourra extraire de AT la
matrice AT, inversible d'ordre r, donc rgAT > rgA.
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Lalgebre M ,(KK)

Proposition 11

Soit A € M, ¢(K), non nulle.

Si 'on peut extraire de A une matrice carrée inversible d'ordre r, alors rgA > r.

Démonstration
Notons d’abord que r = 0 <= A = 0, donc, si A # 0 (ce qui est supposé ici), on aura rgA > 1.

Supposons que l'on puisse extraire de A une matrice carrée inversible B d'ordre r > 1. On peut, sans
restreindre la généralité et pour simplifier les notations, supposer qu'il s’agit du bloc formé des r premiéres
lignes et des r premiéres colonnes de A.

Soient (/, ..., C! les colonnes de B. La famille ((/, ..., C!) est donc libre dans M, ;(K). Si G, ..., G
sont les r premiéres colonnes de A, les C/-’ sont formées des r premiéres coordonnées des C. Donc, si on a

r r
2o AG =0, 0naaussi 3 NC =0dot A =...= A = 0. Ainsi, la famille (G, ..., C;) est libre donc
j=1 j=1
1gA>T.
Corollaire:

| SiAE Mpg(K), gA=rg(AT).
Démonstration

En effet, si on peut extraire de A une matrice carrée inversible A’ d'ordre r, on pourra extraire de AT la
matrice AT, inversible d'ordre r, donc rgAT > rgA.
On a l'inégalité dans I'autre sens en changeant Aen AT .
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Matrices carrées remarquables

Matrices triangulaires

Définition 13

Une matrice carrée A = (aj) € Mn(K) est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si :

V(i) €Min®, i<i = aj=0](resp.[j >i = aj=0]).

On notera 7,7 (K) (resp. 7, (K)) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement
inférieures) d'ordre n.
Il est clair que : A € T,;H(K) <= AT € 7, (K).
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Matrices carrées remarquables

Matrices triangulaires

Définition 13

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si :

V(i) €Nin]®, i<i = aj=0](resp.[[>i = a;=0]).

On notera 7,7 (K) (resp. 7, (K)) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement
inférieures) d'ordre n.
Il est clair que : A € T,;H(K) <= AT € 7, (K).

Théoréme 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, g = (ey, ..., en) une base de E.
Soit u € Z(E), et A= Mg, (u) € Mn(K).
Alors : A est triangulaire supérieure <= Vj € [1;n] , Vect(ey, ..., ) est stable par u.
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Matrices triangulaires

Définition 13

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si :

V(i) ein?, [<i = aj=0](resp.[j >i = a; =0]).

On notera 7,7 (K) (resp. 7, (K)) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement
inférieures) d'ordre n.
Il est clair que : A € T,;H(K) <= AT € 7, (K).

Théoréme 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, g = (ey, ..., en) une base de E.
Soit u € Z(E), et A= Mg, (u) € Mn(K).

Alors : A est triangulaire supérieure <= Vj € [1;n] , Vect(ey, ..., ) est stable par u.

Démonstration
En effet, A est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout j les (n — j)-émes derniers coefficients de la j-éme
colonne sont nuls, ce qui équivaut a dire que u(e;) appartient a Vect(e, . . ., ¢). Donc :
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Matrices triangulaires

Définition 13

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si :

V(i) ein?, [<i = aj=0](resp.[j >i = a; =0]).

On notera 7,7 (K) (resp. 7, (K)) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement
inférieures) d'ordre n.
Il est clair que : A € T,;H(K) <= AT € 7, (K).

Théoréme 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, g = (ey, ..., en) une base de E.
Soit u € Z(E), et A= Mg, (u) € Mn(K).

Alors : A est triangulaire supérieure <= Vj € [1;n] , Vect(ey, ..., ) est stable par u.

Démonstration
En effet, A est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout j les (n — j)-émes derniers coefficients de la j-éme
colonne sont nuls, ce qui équivaut a dire que u(e;) appartient a Vect(e, . . ., ¢). Donc :
@ SiA€ T, (K), pour tout j, u(er), - . ., u(e;) appartiennent a Vect(e, . . . , ¢;) donc Vect(ey, . . . , ¢) est stable par
u.
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Matrices triangulaires

Définition 13

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si :

V(i) ein?, [<i = aj=0](resp.[j >i = a; =0]).

On notera 7,7 (K) (resp. 7, (K)) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement
inférieures) d'ordre n.
Il est clair que : A € T,;H(K) <= AT € 7, (K).

Théoréme 5

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, g = (ey, ..., en) une base de E.
Soit u € Z(E), et A= Mg, (u) € Mn(K).

Alors : A est triangulaire supérieure <= Vj € [1;n] , Vect(ey, ..., ) est stable par u.

Démonstration
En effet, A est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout j les (n — j)-émes derniers coefficients de la j-éme
colonne sont nuls, ce qui équivaut a dire que u(e;) appartient a Vect(e, . . ., ¢). Donc :

@ SiA€ T, (K), pour tout j, u(er), - . ., u(e;) appartiennent a Vect(e, . . . , ¢;) donc Vect(ey, . . . , ¢) est stable par
u.

@ Réciproquement, si pour tout j Vect(er, . . ., ¢;) est stable par u alors on a en particulier u(e;) € Vect(e, . . ., ¢)
et A€ T,H(K).
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension @

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension n(nz—l— ]).

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension n(nz—l— ]).

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
° I e T, (X);
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension n(nz—l— ]).

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
° I e T, (X);
@ SiABE T:’(K) et A\ €K M+ Bce T:’(K) : car pour i < j, (M + B)j = Aaj + by = 0;
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension n(nz—l— ]).

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
° I e T, (X);
@ SiABE T:’(K) et A\ €K M+ Bce T:’(K) : car pour i < j, (M + B)j = Aaj + by = 0;

@ Soient A, B € T, (K). Montrons que AB € T, (K). On peut faire une démonstration purement calculatoire en
revenant a la définition du produit matriciel,
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension @

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
° I e T, (X);
@ SiABE 'T:'(K) et A\ €K M+ Bce T:’(K) : car pour i < j, (M + B)j = Aaj + by = 0;

@ Soient A, B € T, (K). Montrons que AB € T, (K). On peut faire une démonstration purement calculatoire en
revenant a la définition du produit matriciel, mais il y a bien mieux :
SiA= Mg, (u) et B= Mg, (v), alors,Vj € [1;n] , Vect(e,...,e) est stable par u et par v donc par uo v.
Ainsi, AB = Mgz, (u 0 v) est triangulaire supérieure.
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension @

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
@/, c 7;+(K);
@ SiABE 'T:'(]K) et A\ €K M+ Bce Tn'*'(]K) s car pour i < j, (M + B)j = Aaj + bj = 0;
@ Soient A, B € T, (K). Montrons que AB € T, (K). On peut faire une démonstration purement calculatoire en
revenant a la définition du produit matriciel, mais il y a bien mieux :
SiA= Mg, (u) et B= Mg, (v), alors,Vj € [1;n] , Vect(e,...,e) est stable par u et par v donc par uo v.
Ainsi, AB = Mgz, (u 0 v) est triangulaire supérieure.
W Si A= (aj) est triangulaire supérieure, alors A= >" a;E; = > a;E; donc la famille (Ej)h<igj<n est
i i
génératrice de 7,7 (K).
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Matrices carrées remarquables

Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension @

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
@/, c 7;*(1[();
@ SiABE 'T:'(]K) et A\ €K M+ Bce 7—,,+(K) s car pour i < j, (M + B)j = Aaj + bj = 0;
@ Soient A, B € T, (K). Montrons que AB € T, (K). On peut faire une démonstration purement calculatoire en
revenant a la définition du produit matriciel, mais il y a bien mieux :
SiA= Mg, (u) et B= Mg, (v), alors,Vj € [1;n] , Vect(e,...,e) est stable par u et par v donc par uo v.
Ainsi, AB = Mgz, (u 0 v) est triangulaire supérieure.
W Si A= (aj) est triangulaire supérieure, alors A= >" a;E; = > a;E; donc la famille (Ej)h<igj<n est
i i<i
génératrice de 7,7 (K). Elle est libre puisque c’est une sous-famille de la base canonique, donc c’est une
base de 7,7 (K), et elle comporte (;) +n = @ éléments.
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension @

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
° I e T, (X);
@ SiABE 'T:'(]K) et A\ €K M+ Bce T:’(K) : car pour i < j, (M + B)j = Aaj + by = 0;

@ Soient A, B € 7, (K). Montrons que AB € 7, (K). On peut faire une démonstration purement calculatoire en

revenant a la définition du produit matriciel, mais il y a bien mieux :
SiA= Mg, (u) et B= Mg, (v), alors,Vj € [1;n] , Vect(e,...,e) est stable par u et par v donc par uo v.
Ainsi, AB = Mgz, (u 0 v) est triangulaire supérieure.

W Si A= (aj) est triangulaire supérieure, alors A= >" a;E; = > a;E; donc la famille (Ej)h<igj<n est

i i<
énératrice de 7,7 (K). Elle est libre puisque c’est une sous-famille de la base canonique, donc c’est une
8 " puisq q
base de 7,7 (K), et elle comporte (;) +n = @ éléments.

Remarques
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Théoréme 6

T,F(K) est une sous-algébre de M,(K), de dimension @

Le terme « sous-algebre » signifie que 7,7 (K) est un sous-espace vectoriel de M,(K) qui est de plus
stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, /,.

Démonstration
® Montrons d’abord que 7,7 (K) est une sous-algébre de M,(K) :
° I e T, (X);
@ SiABE 'T:'(]K) et A\ €K M+ Bce T:’(K) : car pour i < j, (M + B)j = Aaj + by = 0;

@ Soient A, B € 7, (K). Montrons que AB € 7, (K). On peut faire une démonstration purement calculatoire en

revenant a la définition du produit matriciel, mais il y a bien mieux :
SiA= Mg, (u) et B= Mg, (v), alors,Vj € [1;n] , Vect(e,...,e) est stable par u et par v donc par uo v.
Ainsi, AB = Mgz, (u 0 v) est triangulaire supérieure.

W Si A= (aj) est triangulaire supérieure, alors A= >" a;E; = > a;E; donc la famille (Ej)h<igj<n est

i i<
génératrice de 7,7 (K). Elle est libre puisque c’est une sous-famille de la base canonique, donc c’est une
+1) 212
base de 7,7 (K), et elle comporte (;) +n = % éléments.

Remarques
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ées remarquables

Démonstration
T, (K) — T, (K)
T AT .

@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : {
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Matrices carrées remarquables

Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ai .
u

Démonstration

+ +
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { 7 (K% — 7,(K)

— AT .
 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure).
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Matrices carrées remarquables

Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ai .
u

Démonstration
—  T,(K)

+
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { T (K7)~ s AT

 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure). Donc ¢ est
bijective (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). En particulier, il existe T € 7, (K) telle que
AT = I,. Ainsi A~ = T appartient bien a 7" (K).
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Matrices carrées remarquables

Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ai .
u

Démonstration

— T, (K)

+
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { T (K7)~ s AT

 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure). Donc ¢ est
bijective (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). En particulier, il existe T € 7, (K) telle que

AT = I,. Ainsi A~ = T appartient bien a 7" (K).

Autre démonstration possible :
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Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ﬂi .
u

Démonstration

— T, (K)

+
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { T (K.,)~ s AT

 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure). Donc ¢ est
bijective (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). En particulier, il existe T € 7, (K) telle que

AT = I,. Ainsi A~ = T appartient bien a 7" (K).

Autre démonstration possible :
On peut remarquer que, si Vect(e, . . . , ¢) est stable par u, alors il est stable par u™", puis utiliser le résultat
du théoréme 5; en effet, si un sous-espace vectoriel F de dimension finie est stable par un automorphisme u,
linclusion u(F) C F et 'égalité dim u(F) = dim F impliquent u(F) = F donc u™'(F) = F.
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Matrices carrées remarquables

Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ﬂi .
u

Démonstration

— T, (K)

+
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { T (K.,)~ s AT

 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure). Donc ¢ est
bijective (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). En particulier, il existe T € 7, (K) telle que
AT = I,. Ainsi A~ = T appartient bien a 7" (K).

Autre démonstration possible :
On peut remarquer que, si Vect(e, . . . , ¢) est stable par u, alors il est stable par u™", puis utiliser le résultat
du théoréme 5; en effet, si un sous-espace vectoriel F de dimension finie est stable par un automorphisme u,
linclusion u(F) C F et 'égalité dim u(F) = dim F impliquent u(F) = F donc u™'(F) = F.

@ Les coefficients diagonaux de AT sont les ajt; dod a;it; = 15si T = A~". Ainsi, les a;; ne sont pas nuls et les

coefficients diagonaux de A~ sont les t; = =,
ii
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Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ﬂi .
u

Démonstration

— T, (K)

+
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { T (K.,)~ s AT

 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure). Donc ¢ est
bijective (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). En particulier, il existe T € 7, (K) telle que
AT = I,. Ainsi A~ = T appartient bien a 7" (K).

Autre démonstration possible :
On peut remarquer que, si Vect(e, . . . , ¢) est stable par u, alors il est stable par u™", puis utiliser le résultat
du théoréme 5; en effet, si un sous-espace vectoriel F de dimension finie est stable par un automorphisme u,
linclusion u(F) C F et 'égalité dim u(F) = dim F impliquent u(F) = F donc u™'(F) = F.

@ Les coefficients diagonaux de AT sont les ajt; dod a;it; = 15si T = A~". Ainsi, les a;; ne sont pas nuls et les
coefficients diagonaux de A~ sont les t; = =,
ii
@ Réciproquement, supposons A triangulaire supérieure a éléments diagonaux non nuls. Alors d’aprés les résultats
obtenus en lére année (méthode du pivot), A est de rang n donc est inversible.
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Proposition 12

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1; n], aji # 0;
dans ce cas, A~ est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les ﬂi .
u

Démonstration

— T, (K)

+
@ Supposons A € 7,7 (K) inversible et considérons I'application ¢ : { T (K.,)~ s AT

 est linéaire (facile), injective (car AT = 0 == A~'AT = 0 = T = 0) et va de 7, (K) dans 7" (K) (car le
produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice triangulaire supérieure). Donc ¢ est
bijective (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie). En particulier, il existe T € 7, (K) telle que
AT = I,. Ainsi A~ = T appartient bien a 7" (K).

Autre démonstration possible :
On peut remarquer que, si Vect(e, . . . , ¢) est stable par u, alors il est stable par u™", puis utiliser le résultat
du théoréme 5; en effet, si un sous-espace vectoriel F de dimension finie est stable par un automorphisme u,
linclusion u(F) C F et 'égalité dim u(F) = dim F impliquent u(F) = F donc u™'(F) = F.

@ Les coefficients diagonaux de AT sont les ajt; dod a;it; = 15si T = A~". Ainsi, les a;; ne sont pas nuls et les
coefficients diagonaux de A~ sont les t; = =,
ii
@ Réciproquement, supposons A triangulaire supérieure a éléments diagonaux non nuls. Alors d’aprés les résultats
obtenus en lére année (méthode du pivot), A est de rang n donc est inversible.

Rem pour les 5/2 : on peut aussi utiliser det A = [T a;.
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Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aﬁ donc ajj = 0 pour tout i.
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Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aﬁ donc ajj = 0 pour tout i.

@ Soit A € T,;F(K) a éléments diagonaux nuls (une telle matrice est dite triangulaire supérieure stricte).
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Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aﬁ donc ajj = 0 pour tout i.

@ Soit A € T,;F(K) a éléments diagonaux nuls (une telle matrice est dite triangulaire supérieure stricte).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, Zr = (e, . .., ep) une base de E et soit u € Z(E) tel
que A= Mg, (u).
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Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aZ donc ajj = 0 pour tout i.

@ Soit A € T,;F(K) a éléments diagonaux nuls (une telle matrice est dite triangulaire supérieure stricte).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, Zr = (e, . .., ep) une base de E et soit u € Z(E) tel
que A= Mg, (u).

Pour tout k € [1; n], notons E; = Vect(e, . .., e), et Ey = {0}. Lhypothése faite sur A implique
que, pour tout k € [1; n], u(Ey) C Ep—_y.
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Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aZ donc ajj = 0 pour tout i.

@ Soit A € T,;F(K) a éléments diagonaux nuls (une telle matrice est dite triangulaire supérieure stricte).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, Zr = (e, . .., ep) une base de E et soit u € Z(E) tel
que A= Mg, (u).

Pour tout k € [1; n], notons E; = Vect(e, . .., e), et Ey = {0}. Lhypothése faite sur A implique
que, pour tout k € [1; n], u(Ey) C Ep—_y.

Donc u"(E) = u"(En) C u"'(Ep—1) C ... C u(E) = E = {0}, ce qui prouve que u” = 0, donc
A" = 0 et A nilpotente.

ns et compléments sur le calcul m: Septembre 2022



Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aZ donc ajj = 0 pour tout i.

@ Soit A € T,;F(K) a éléments diagonaux nuls (une telle matrice est dite triangulaire supérieure stricte).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, Zr = (e, . .., ep) une base de E et soit u € Z(E) tel
que A= Mg, (u).

Pour tout k € [1; n], notons E; = Vect(e, . .., e), et Ey = {0}. Lhypothése faite sur A implique
que, pour tout k € [1; n], u(Ey) C Ep—_y.

Donc u"(E) = u"(En) C u"'(Ep—1) C ... C u(E) = E = {0}, ce qui prouve que u” = 0, donc
A" = 0 et A nilpotente.

On dispose d'une sorte de réciproque de ce résultat :

Théoréme 7: (H.P ainsi)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et u € Z(E). u est nilpotent si et seulement si il existe une
base Z de E telle que Mgg(u) soit triangulaire supérieure a éléments diagonaux nuls.
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Matrices carrées remarquables

Proposition 13

Soit A= (aj) € T, (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1; n], a;i = 0.

Démonstration

@ Supposons A triangulaire supérieure et nilpotente. Alors il existe p € N* tel que A’ = 0. Or les
coefficients diagonaux de AP sont les aZ donc ajj = 0 pour tout i.

@ Soit A € T,;F(K) a éléments diagonaux nuls (une telle matrice est dite triangulaire supérieure stricte).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, Zr = (e, . .., ep) une base de E et soit u € Z(E) tel
que A= Mg, (u).

Pour tout k € [I1; n], notons E, = Vect(ey, ..., e), et Ey = {0}. Lhypothése faite sur A implique
que, pour tout k € [1; n], u(Ey) C Ep—_y.

Donc u"(E) = u"(En) C u"'(Ep—1) C ... C u(E) = E = {0}, ce qui prouve que u” = 0, donc
A" = 0 et A nilpotente.

On dispose d'une sorte de réciproque de ce résultat :

Théoréme 7: (H.P ainsi)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et u € Z(E). u est nilpotent si et seulement si il existe une
base Z de E telle que Mgg(u) soit triangulaire supérieure a éléments diagonaux nuls.

Rem : Ce théoréeme sera démontré plus tard...

Pour les 5/2 : si u est nilpotent d'indice p, il annule le polynéme XP qui est scindé, donc u est trigonalisable.
Et comme sa seule valeur propre est 0, on a le résultat.
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Matrices carrées remarquables

Matrices diagonales

Définition 14
Une matrice carrée A = (a;) € M,(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i j)eDin?, j#i = aj=0.

On note alors : A = diag(an, az, - . ., ann).

On notera D,(K) I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n. On a évidemment :

Do(K) = T,7(K) N T (K).
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Matrices carrées remarquables

Matrices diagonales

Définition 14

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i j)eDin?, j#i = aj=0.

On note alors : A = diag(an, az, . . . , am).

On notera Dp(K) I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n. On a évidemment :
Do(K) = T,7(K) N T (K).

Proposition 14
Di(K) est une sous-algébre commutative de M,(K), de dimension n.

PSI* (Lycé " i : ns et compléments sur le calcul mat Septembre 2022



Matrices carrées remarquables

Matrices diagonales

Définition 14

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i j)eDin?, j#i = aj=0.

On note alors : A = diag(an, az, . . . , am).

On notera Dp(K) I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n. On a évidemment :
Do(K) = T,7(K) N T (K).

Proposition 14
Di(K) est une sous-algébre commutative de M,(K), de dimension n.

Démonstration

Il suffit de vérifier les propriétés :
@ [, appartient & D,(K);
@ V) €K,V (A B) € Dy(K)?, M+ B € Dn(K);
@ VY (A, B) € Dn(K)?, AB € Dy(K) et AB = BA

ce qui est immédiat.
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Matrices carrées remarquables

Matrices diagonales

Définition 14

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i j)eDin?, j#i = aj=0.

On note alors : A = diag(an, az, . . . , am).

On notera Dp(K) I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n. On a évidemment :
Do(K) = T,7(K) N T (K).

Proposition 14
Di(K) est une sous-algébre commutative de M,(K), de dimension n.

Démonstration

Il suffit de vérifier les propriétés :
@ [, appartient & D,(K);
@ V) €K,V (A B) € Dy(K)?, M+ B € Dn(K);
@ VY (A, B) € Dn(K)?, AB € Dy(K) et AB = BA

ce qui est immédiat.

n
Dimension : toute matrice A € D,(K) s’écrit de fagon unique : A= >, gjiEji, donc la famille

{Eii | i € [1; n]} est une base de D,(K).

i=1
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Matrices carrées remarquables

Matrices diagonales

Définition 14

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i j)eDin?, j#i = aj=0.

On note alors : A = diag(an, az, . . . , am).

On notera Dp(K) I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n. On a évidemment :
Do(K) = T,7(K) N T (K).

Proposition 14
Di(K) est une sous-algébre commutative de M,(K), de dimension n.

Proposition 15

Soit A = diag(an, . .., am) € Dn(K). Alors A est inversible si et seulement si pour tout i € [1; n]}, aji # 0;
et dans ce cas, A~! = diag (i, e ]—) .
an nn
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Matrices carrées remarquables

Matrices diagonales

Définition 14

Une matrice carrée A = (ajj) € M;(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i j)eDin?, j#i = aj=0.

On note alors : A = diag(an, az, . . . , am).

On notera Dp(K) I'ensemble des matrices diagonales d'ordre n. On a évidemment :
Do(K) = T,7(K) N T (K).

Proposition 14
Di(K) est une sous-algébre commutative de M,(K), de dimension n.

Proposition 15
Soit A = diag(an, . .., am) € Dn(K). Alors A est inversible si et seulement si pour tout i € [1; n]}, aji # 0;
et dans ce cas, A~ = diag (+,..., ) -
an nn
Démonstration

découle directement de la propriété similaire pour les matrices triangulaires.
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Matrices carrées remarquables
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Matrices carrées remarquables

Proposition 16

Soit D = diag(dy, - - ., dnn) € Dn(K) dont les éléments diagonaux sont distincts.

Une matrice A € M,;(K) commute avec D si et seulement si A est diagonale.

Démonstration

Il existe une démonstration astucieuse de ce résultat (utilisant les notions de sous-espaces propres, voir
plus tard) mais une simple démonstration calculatoire est possible :
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Matrices carrées remarquables

Proposition 16

Soit D = diag(dy, - - ., dnn) € Dn(K) dont les éléments diagonaux sont distincts.

Une matrice A € M,;(K) commute avec D si et seulement si A est diagonale.

Démonstration

Il existe une démonstration astucieuse de ce résultat (utilisant les notions de sous-espaces propres, voir
plus tard) mais une simple démonstration calculatoire est possible :

n n
Avec les hypothéses, on a : V (i, k) € [1; n]?, (AD)y = (DA)j, soit Z ajjdy = Z dijag.
j=1 j=1

N—_——
=aj i =djaj
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Matrices carrées remarquables

Proposition 16

Soit D = diag(dy, - - ., dnn) € Dn(K) dont les éléments diagonaux sont distincts.

Une matrice A € M,;(K) commute avec D si et seulement si A est diagonale.

Démonstration

Il existe une démonstration astucieuse de ce résultat (utilisant les notions de sous-espaces propres, voir
plus tard) mais une simple démonstration calculatoire est possible :

n n
Avec les hypothéses, on a : V (i, k) € [1; n]?, (AD)y = (DA)j, soit Z ajjdy = Z dijag.
j=1 j=1

N———
=ajidie =djiai
Donc V (i, k) € [1; n]?, a(dix — dir) = 0 d'ott az = 0 pour i # k (car, justement, les éléments diagonaux
de A sont distincts), c’est-a-dire A diagonale.
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Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires

Définition 15
Une matrice carrée A = (a;) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(2, .
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Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires

Définition 15
Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17

Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.
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Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires

Définition 15
Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17

Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Démonstration

C'est immédiat car, pour toute base % :

Mgz (u) = diag(X, ..., A) <= Mg(u) = My = Mg(Ald) <= u= Ad.
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Matrices carrées remarquables

Matrices scalaires

Définition 15
Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17
Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18

Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des
matrices scalaires.
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17
Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18
Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des

matrices scalaires.

Démonstration calculatoire

A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<i,j<n

matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17
Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18
Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des

matrices scalaires.

Démonstration calculatoire

A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<i,j<n

matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
AEe = 37 aiEiiEe = 37 ajbkip = 37 (Z 01'15,1() Eg =3 aiLie
i j i

ij i
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17
Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18

Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des
matrices scalaires.

Démonstration calculatoire

A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<i,j<n

matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
AEe = 37 aiEiiEe = 37 ajbkip = 37 (Z 01'15,1() Eg =3 aiLie
1] 1,j i j i

et EkgA = Z a,;EkgE,“ = Z ﬂ,‘jé@,‘Ekj = Z (Z G,I(SEI) Ekj = Z UZ/EI(,‘
i

i isJ J

J
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17

Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18

Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des
matrices scalaires.

Démonstration calculatoire
A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<ij<n
matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
AEe = 37 aiEiiEe = 37 ajbkip = 37 (Z 01'15,1() Eg =3 aiLie
i.j . i j i

et E A = Z ajib Ej = Z u,jég;Ekj = Z (Z a,;(%i) Ekj = Z ﬂl/Ekj
isj ihJ J U J
Les Ej formant une base de M,,(K), on en déduit :
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17

Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18

Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des
matrices scalaires.

Démonstration calculatoire

A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<ij<n
matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
AEe = 37 aiEiiEe = 37 ajbkip = 37 (Z 01'15,1() Eg =3 aiLie
i.j . i j i

et E A = Z ajib Ej = Z u,jég;Ekj = Z (Z a,;(%i) Ekj = Z ﬂl/Ekj
isj ihJ J U J
Les Ej formant une base de M,,(K), on en déduit :

@ ay = ayy en considérant les coefficients de Ey, dans les deux sommes.
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17

Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18

Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des
matrices scalaires.

Démonstration calculatoire

A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<ij<n
matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
AEe = 37 aiEiiEe = 37 ajbkip = 37 (Z 01'15,1() Eg =3 aiLie
i.j . i j i

et E A = Z ajib Ej = Z u,jég;Ekj = Z (Z a,;(%i) Ekj = Z ﬂl/Ekj
isj ihJ J U J
Les Ej formant une base de M,,(K), on en déduit :

@ ay = ayy en considérant les coefficients de Ey, dans les deux sommes.

@ ay = 0 pour i # k car Ejy ne figure pas dans la deuxiéme somme si i # k
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Matrices carrées remarquables

Définition 15

Une matrice carrée A = (aj7) € M,(K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(}, ..., ).

Proposition 17

Une matrice carrée A d'ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans n'importe
quelle base d’'un K-espace vectoriel de dimension n, d'une homothétie.

Proposition 18

Lensemble des matrices de M,(KK) qui commutent avec toutes les autres est exactement 'ensemble des
matrices scalaires.

Démonstration calculatoire

A= 3 a;E; commute avec toutes les autres matrices carrées si et seulement si elle commute avec toutes les
1<i,j<n

matrices de la base canonique de M ,(KK). Or pour tout (k,£) € [1;n]* ona:
AEe = 37 aiEiiEe = 37 ajbkip = 37 (Z 01'15,1() Eg =3 aiLie
1] 1,j i j i

et E A = Z ajib Ej = Z u,'jég,-Ekj = Z (Z a,;(%i) Ekj = Z ﬂl/Ekj
isj ihJ J U J
Les Ej formant une base de M,,(K), on en déduit :

@ ay = ayy en considérant les coefficients de Ey, dans les deux sommes.

@ ay = 0 pour i # k car Ejy ne figure pas dans la deuxiéme somme si i # k

Donc A est scalaire.
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Matrices carrées remarquables

Matrices symétriques et antisymétriques

Une matrice carrée A = (a;;) € Mp(K) est dite symétrique (respectivement antisymétrique) si AT = A

Définition 16

(resp. AT = —A) Clest-a-dire : V (i,j) € [1; n]?, aji = a;j (resp. aji = —aj).
On notera S;(K) 'ensemble des matrices symétriques d'ordre n et A,(K) I'ensemble des matrices
antisymétriques d'ordre n.
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Matrices carrées remarquables

Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 16

Une matrice carrée A = (a;;) € Mp(K) est dite symétrique (respectivement antisymétrique) si AT = A
(resp. AT = —A) Clest-a-dire : V (i,j) € [1; n]?, aji = a;j (resp. aj = —aj).

On notera S;(K) 'ensemble des matrices symétriques d'ordre n et A,(K) I'ensemble des matrices
antisymétriques d'ordre n.

Proposition 19

Sn(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,(K), de dimensions respectives
n(n+1) n(n—1)

5 et ==—.
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Matrices carrées remarquables

Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 16

Une matrice carrée A = (a;;) € Mp(K) est dite symétrique (respectivement antisymétrique) si AT = A
(resp. AT = —A) Clest-a-dire : V (i,j) € [1; n]?, aji = a;j (resp. aj = —aj).

On notera S;(K) 'ensemble des matrices symétriques d'ordre n et A,(K) I'ensemble des matrices
antisymétriques d'ordre n.

Proposition 19
Sn(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,(K), de dimensions respectives
n(n+1) n(n—1)

5 et ==—.

Démonstration
@ Soit E = M,(K) et soits: E —> E_.
A AT
On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi, s est une symétrie, et I'on a :

A€inv(s) <= A=A" <= A€ S,(K) et A€O0pp(s) <= A= —-A" < A€ A, (K).
On obtient ainsi que I'ensemble S,(KK) des matrices symétriques d'ordre n et I'ensemble A,(K) des matrices
antisymétriques d'ordre n sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. De plus, la décomposition de
A € M, (K) comme somme (de fagon unique) d’'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique est :
A+AT  A—AT
+

A=

2 2
N e
sym. antisym.
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Matrices carrées remarquables

Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 16

Une matrice carrée A = (a;;) € Mp(K) est dite symétrique (respectivement antisymétrique) si AT = A
(resp. AT = —A) Clest-a-dire : V (i,j) € [1; n]?, aji = a;j (resp. aj = —aj).

On notera S;(K) 'ensemble des matrices symétriques d'ordre n et A,(K) I'ensemble des matrices
antisymétriques d'ordre n.

Proposition 19

Sn(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,(K), de dimensions respectives
n(n+1) n(n—1)

5 et ==—.

Démonstration

@ Soit A € Sn(K) A= Z a,yE;,' = Z a;iEi + Z Gij(Ejl' 4= E],)
ij i i<j
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Matrices carrées remarquables

Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 16

Une matrice carrée A = (a;;) € Mp(K) est dite symétrique (respectivement antisymétrique) si AT = A
(resp. AT = —A) Clest-a-dire : V (i,j) € [1; n]?, aji = a;j (resp. aj = —aj).

On notera S;(K) 'ensemble des matrices symétriques d'ordre n et A,(K) I'ensemble des matrices
antisymétriques d'ordre n.

Proposition 19
Sn(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,(K), de dimensions respectives

n(r)2+1) i n(nz—l).

Démonstration
@ Soit A € Sn(K) A= z a,-,'E,-,' = Z a;iEi + Z Gij(Efl' = E],)
ij i i<j
Ainsi la famille formée des Ejj pour 1 < i < n et des Ej + Ej pour 1 < i < j < n est une famille
génératrice de S,(K). Il est facile de vérifier que cette famille est libre car :
Z NiEi + Z )\,‘,‘(E,‘,‘ + E,,) =0= Z )\;jE,',' = 0= \j = 0 pour tous i, .
i 1]

i<j
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Matrices carrées remarquables

Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 16

Une matrice carrée A = (a;;) € Mp(K) est dite symétrique (respectivement antisymétrique) si AT = A
(resp. AT = —A) Clest-a-dire : V (i,j) € [1; n]?, aji = a;j (resp. aj = —aj).

On notera S;(K) 'ensemble des matrices symétriques d'ordre n et A,(K) I'ensemble des matrices
antisymétriques d'ordre n.

Proposition 19
Sn(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,(K), de dimensions respectives

n(r)2+1) i n(nz—l).

Démonstration
@ Soit A€ Sy(K). A= Z}I a;jEj = Z a;iEi + %Gij(Ei[ + Eji).
Ainsi la famille formée Ydes Ejj pour 1 < i < n et des Ej + Ej pour 1 < i < j < n est une famille
génératrice de S,(K). Il est facile de vérifier que cette famille est libre car :
>Nk + Z<:)\,,(E,, + Ei) = 0 == 3" A;Ej = 0 == X = 0 pour tous i, .
i i<j )

Clest donc une base de Sy(K), et elle a justement pour cardinal n+ (}) = "(';“).
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Matrices carrées remarquables

Matrices par blocs

A B
A= ! 2 P (A et A, matrices carrées)
B A n—p
AR T
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Matrices carrées remarquables

Matrices par blocs

A B
A= [ B] A2 ] % L (A et A, matrices carrées)
1 2 n—p

S
Il est important de remarquer que que A = Mg, (p1 0 ug) et que Ay = Mgg,(p2 © u|g,), ol p; (resp. py)
sont les projections sur E (resp. E,) parallélement a E, (resp. E).
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Matrices carrées remarquables

Matrices par blocs

A B P ) ;
A= (A et A, matrices carrées)
B] A2 n—p

Il est important de remarquer que que A = Mg, (p1 0 ug) et que Ay = Mgg,(p2 © u|g,), ol p; (resp. py)
sont les projections sur E (resp. E,) parallélement a E, (resp. E).
On a le résultat important suivant, dont la démonstration est immédiate.

Théoréme 8

@ L est stable par u <= B =0; @ E est stable par u <= B, = 0.
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Matrices carrées remarquables

Matrices par blocs

oit u € Z(E), et \ gz (u), écrite par blocs sous la forme :
A B p .
A= B A n—p (A et A, matrices carrées)

NrRaC
Il est important de remarquer que que A = Mg, (p1 0 ug) et que Ay = Mgg,(p2 © u|g,), ol p; (resp. py)
sont les projections sur E (resp. E,) parallélement a E, (resp. E).
On a le résultat important suivant, dont la démonstration est immédiate.

Théoréme 8

@ L est stable par u <= B =0; @ E est stable par u <= B, = 0.

Définition 17
U A B
@ Ainsi, si b est stable par u, A est de la forme : [0 A2:| .

A est dite triangulaire supérieure par blocs. 4 est alors la matrice dans Z8; de I'endomorphisme induit par u sur E.
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Matrices carrées remarquables

Matrices par blocs

Soit u € Z(E), et A= M gz(u), écrite par blocs sous la forme :
A B
A= [ B: Az ] % :_p (A et A, matrices carrées)
e

Il est important de remarquer que que A = Mg, (p1 0 ug) et que Ay = Mgg,(p2 © u|g,), ol p; (resp. py)
sont les projections sur E (resp. E,) parallélement a E, (resp. E).
On a le résultat important suivant, dont la démonstration est immédiate.

Théoréme 8

@ L est stable par u <= B =0; @ E est stable par u <= B, = 0.

Définition 17
A B
0 Al

A est dite triangulaire supérieure par blocs. 4 est alors la matrice dans Z8; de I'endomorphisme induit par u sur E.

@ Ainsi, si b est stable par u, A est de la forme : [

@ Si E et E sont stables par u, A est de la forme [’3‘ /:)2]

Elle est dite diagonale par blocs. A et A, sont alors les matrices dans les bases %; des endomorphismes induits ug,
et UE,.
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Matrices carrées remarquables
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Matrices carrées remarquables

Démonstration

On peut faire une démonstration calculatoire en utilisant les opérations sur les matrices par blocs.
On peut aussi démontrer, en considérant les endomorphismes associés, que 'ensemble des
endomorphismes de E laissant stable E est un sous-espace vectoriel de . (E) stable par o.

PSI* (1
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

A
Lensemble des matrices de la forme A = [ 0] fz ] % ’:_p est un sous-espace vectoriel de M,(K),
stable par multiplication. AR T:

Proposition 21

A
A= [ 1B ] % P—p est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.

0 Az n
P =
A1 B
Et, dans ce cas, A~ est de la forme : A~ = 0 2 I P
0 A Tnp

N
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

0 A
stable par multiplication. AR T:

A
Lensemble des matrices de la forme A = [ o e ] % ’;_p est un sous-espace vectoriel de Mp(K),

Proposition 21

A
A— [ I B ] % :_P est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.

0 A
o 1 1 A ] Bé I P
Et, dans ce cas, A~ est de la forme : A= = e
0 A Tnp
G
Démonstration

@ Supposons A inversible : A = Mg (u) avec u € GL(E) et u(E) C E. u étant bijective, dim u(E) = dim E donc
u(B)=Edouu'(E) = F:
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

T np est un sous-espace vectoriel de M, (K),

A Bz]Ip

Lensemble des matrices de la forme A = [ 0 A

stable par multiplication. AR T:

Proposition 21

A
A— [ I B ] % :_P est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.

0 A
P =
A" B
Et, dans ce cas, A~! est de la forme : A~ = 0 2 I P
0 A Tnp
=
Démonstration

@ Supposons A inversible : A = Mg (u) avec u € GL(E) et u(E) C E. u étant bijective, dim u(E) = dim E donc
/ /
u(E) = E dou u_W(EW) = E : u” laisse stable E, donc sa matrice dans 2 est de la forme |:/:)' g;:| .
b
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

A Bz]Ip

Lensemble des matrices de la forme A = [ R est un sous-espace vectoriel de M,(K),

stable par multiplication. AR T:

Proposition 21

=[5 AT

0 A I np est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.

e »
|:AI Bé ] IP

Et, dans ce cas, A~ est de la forme : A= =

0 A" | Tnop
S

Démonstration
@ Supposons A inversible : A = Mg (u) avec u € GL(E) et u(E) C E. u étant bijective, dim u(E) = dim E donc

/ /
u(E) = E dotu u”'(E) = E : u~" laisse stable E, donc sa matrice dans 2 est de la forme [/:)' g;:| .
2
. (A B A Bl _ [AA AB2+BA] _, [, 0
Le produit par blocs donne alors : |:0 Az] X |:0 A; =1 /\2/‘2 =l = 0 ey
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

A
Lensemble des matrices de la forme A = [ 0] %2 ] % ’:_p est un sous-espace vectoriel de M,(K),
stable par multiplication. AR T:

Proposition 21

A
A= | B I P est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.
0 A I n—p

AT

A" B
Et, dans ce cas, A~! est de la forme : A~ = 0 2 I P
0 A Tnp
=

Démonstration

’

u(E) = E dou u_l(li) = E : u” laisse stable E, donc sa matrice dans 2 est de la forme [/:)' g,:| .
b

/ / ’ / /
Le produit par blocs donne alors : |:AI Bz] X |:A‘ Bzi| = |:A'A| A‘BZ+32A2i| == |:’P w ]

@ Supposons A inversible : A = Mg (u) avec u € GL(E) et u(E) C E. u étant bijective, dim u(E) = dim E donc
/
2

0 A 0 A 0 Ao Ay 0 hhp
AA =
donc AzAg = Ip—p dou A, A sont inversibles d'inverses respectives AI’, A;, et le = 7/{1_]32/12_].
AB, + BA, = B,
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

A
Lensemble des matrices de la forme A = [ 0] fz ] % ’;_p est un sous-espace vectoriel de M, (K),

stable par multiplication. AR T:

Proposition 21

A
A= [ 1B ] % P—p est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.

0 Az n
AraaT=
A" B
Et, dans ce cas, A~ est de la forme : A~ = 0 2 I P
0 A Tnp

N

Démonstration
@ Réciproquement, si A et A, sont inversibles, on vérifie par un simple calcul que la matrice

R
A = |:A10 7A1AE2AZ ] est telle que AA" = I, d'ou A inversible.
2

Rem pour les 5/2 : plus rapidement, on peut utiliser le calcul d'un déterminant par blocs.
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Matrices carrées remarquables

Proposition 20

A
Lensemble des matrices de la forme A = [ 0] fz ] % ’;_p est un sous-espace vectoriel de M,(K),
stable par multiplication. AR T:

Proposition 21

A
A= | B P est inversible si et seulement si A; et Ay le sont.
0 A n—p

AR =re
A
Et, dans ce cas, A~ est de la forme : A= = 2

0 A Tnp

N

Corollaire:

A A7
A= |7 0 est inversible si et seulement si A et A, le sont, et, dans ce cas, A~ = |1 (11 .
0 A 0 A
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Matrices carrées remarquables

Remarque

blocs, de la forme : . - |, ot les A; sont des matrices carrées,

0 Ann
An O

et aux matrices diagonales par blocs de la forme
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Changements de bases

Matrices de passage

Définition 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et Z = (ey,..., ;) et ' = (e[, ..., e)) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de Z a 2’ la matrice du systéme (e[, ..., €/) dans la base 2.
On la note P%/ ou Py g

/7
Ainsi, la j-éme colonne de P% est formée des coordonnées de el’. dans 4.
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Changements de bases

Matrices de passage

Définition 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et Z = (ey,...,e;) et B = (e[, ..., e},) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de Z & 2’ la matrice du systéme (e[, ..., €/) dans la base 2.
On la note P%/ ou Py g

/7
Ainsi, la j-éme colonne de P% est formée des coordonnées de el’. dans 4.

Interprétations

’
Qo Pg est aussi la matrice dans la base % de 'endomorphisme u de E défini par: Vi € [1; n] , u(e;) = el.
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Changements de bases

Matrices de passage

Définition 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et Z = (ey,...,e;) et B = (e[, ..., e},) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de Z & 2’ la matrice du systéme (e[, ..., €/) dans la base 2.
On la note P%/ ou Py g

/7
Ainsi, la j-éme colonne de P% est formée des coordonnées de el’. dans 4.

Interprétations
Qo Pg/ est aussi la matrice dans la base % de 'endomorphisme u de E défini par: Vi € [1; n] , u(e;) = el.

’
Q Pg est aussi la matrice, dans les bases %8’ et 2 de I'application Idg, c’est-a-dire Mg, (1dE).
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Changements de bases

Matrices de passage

Définition 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et Z = (ey,...,e;) et B = (e[, ..., e},) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de Z & 2’ la matrice du systéme (e[, ..., €/) dans la base 2.
On la note P%/ ou Pg g.

/7
Ainsi, la j-éme colonne de P% est formée des coordonnées de el{ dans 4.

Interprétations
Qo Pg/ est aussi la matrice dans la base 8 de 'endomorphisme u de E défini par: Vi € [1;n] , u(e;) = e

’
Q Pg est aussi la matrice, dans les bases %8’ et 2 de I'application Idg, c’est-a-dire Mg, (1dg).

Proposition 22

Q Si B, B’ et B’ sont trois bases de E, on a :

7" ’ "
Pg = Pg X Pg/
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Changements de bases

Matrices de passage

Définition 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et Z = (ey,...,e;) et B = (e[, ..., e},) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de Z & 2’ la matrice du systéme (e[, ..., €/) dans la base 2.
On la note P%/ ou Pg g.

/7
Ainsi, la j-éme colonne de P% est formée des coordonnées de el{ dans 4.

Interprétations
Qo Pg/ est aussi la matrice dans la base 8 de 'endomorphisme u de E défini par: Vi € [1;n] , u(e;) = e

’
Q Pg est aussi la matrice, dans les bases %8’ et 2 de I'application Idg, c’est-a-dire Mg, (1dg).

Proposition 22
Q Si B, B’ et B’ sont trois bases de E, on a :

7" ’ "
Pg = Pg X Pg/

’ 7\ —1
(2} Pg est inversible et (Pg) = Pg/.
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Changements de bases

Démonstration

() o Démonstration savante :

On a le diagramme suivant

L u=ldp L. v=ldg
(E,B") — > (E, #') —> (E, B)
PZ pZ
vou=Idp
B!

P@

et il suffit d’écrire que la matrice de v o u est égal au produit des matrices de v et u.
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Changements de bases

Démonstration

() o Démonstration savante :

On a le diagramme suivant

L u=ldp L. v=ldg
(E,B") — > (E, #') —> (E, B)
PZ pZ
vou=Idp
B!

P@

et il suffit d’écrire que la matrice de v o u est égal au produit des matrices de v et u.

o Démonstration plus élémentaire : (mais c’est en fait la méme..)

’ " 17
Ennotant A= P% ,B= PZ, et C = Pg , et les autres notations « évidentes », on a :

n n n n n
Vke[i;n], e = Z b,ke; = Z bjk Z aje; | = Z Z aijiby | ei.
j=1 j=1 =1 j=1

i=1
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Changements de bases

Démonstration

o Démonstration savante :

On a le diagramme suivant

L u=ldp L. v=ldg
(E,B") — > (E, #') —> (E, B)
PZ pZ
vou=Idp
B!

P@

et il suffit d’écrire que la matrice de v o u est égal au produit des matrices de v et u.

o Démonstration plus élémentaire : (mais c’est en fait la méme..)
’ " 17
Ennotant A= P% ,B= PZ, et C = Pg , et les autres notations « évidentes », on a :

n n n n n
Vke[i;n], e = Z b,ke; = Z bjk Z aje; | = Z Z aijiby | ei.
j=1 j=1 =1 j=1

i=1

Ainsi la coordonnée cj. de e,’(' sur e; est-elle égale a :

n
k=Y ajby
Jj=

ce qui signifie, par la formule du produit matriciel, que I'on a C = AB.

PSI* (Lycée dArsonv: itre IV : Révisions et compléments sur le calcul matri Septembre 2022



Changements de bases

Démonstration

() o Démonstration savante :

On a le diagramme suivant

L u=ldp L, v=ldg
(E,B") — > (E, #') —> (E, B)
PZ pZ
vou=Idp
B!

P@

et il suffit d’écrire que la matrice de v o u est égal au produit des matrices de v et u.

o Démonstration plus élémentaire : (mais c’est en fait la méme..)
’ " "
Ennotant A= P% ,B= Pg, et C = Pg , et les autres notations « évidentes », on a :

n n n n n
Vke[i;n], e = Zbik"; = Zbl'k Z aje; | = Z Z aijiby | ei.
j=1 j=1 =1 j=1

i=1

Ainsi la coordonnée cj. de e,’(' sur e; est-elle égale a :

n
k=Y ajby
Jj=

ce qui signifie, par la formule du produit matriciel, que I'on a C = AB.

© On applique la relation précédente avec B’ = 2.
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Changements de bases

Formules de changement de bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, 2 et 8’ deux bases de E, et P la matrice de passage de &
ag.

Soit x un vecteur de E, X la matrice colonne de ses coordonnées dans Z et X’ celle de ses coordonnées
dans #’. On a alors la relation :

Proposition 23

ou encore | Mg(x) = P%, Mgz (x)
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Changements de bases

Formules de changement de bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, 2 et 8’ deux bases de E, et P la matrice de passage de &
ag.

Soit x un vecteur de E, X la matrice colonne de ses coordonnées dans Z et X’ celle de ses coordonnées
dans #’. On a alors la relation :

Proposition 23

ou encore | Mg(x) = Pg/ Mgz (x)

Démonstration

@ Démonstration savante : On a le diagramme suivant :

(£, %) —=> (£, %)
T

u=Id
(0 X)) L o (x, )
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Changements de bases

Formules de changement de bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, 2 et 8’ deux bases de E, et P la matrice de passage de &
ag.

Soit x un vecteur de E, X la matrice colonne de ses coordonnées dans Z et X’ celle de ses coordonnées
dans #’. On a alors la relation :

Proposition 23

ou encore | Mg(x) = Pg/ Mgz (x)

Démonstration

@ Démonstration savante : On a le diagramme suivant :
u=ldp
(£, B') —> (£, B)
P
u=ldp
(6 X") —— (x,X)

@ Démonstration plus élémentaire :
En notant P = (aj) et avec des notations « naturelles » on a, pour tout i € [1; n] :

N n o,
x:;xl.ej:Exj(iz:%a,-,-e,-):Z:(Za,-;x;)e,-

= =\ =1
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Changements de bases

Formules de changement de bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, 2 et 8’ deux bases de E, et P la matrice de passage de &
ag.

Soit x un vecteur de E, X la matrice colonne de ses coordonnées dans Z et X’ celle de ses coordonnées
dans #’. On a alors la relation :

Proposition 23

ou encore | Mg(x) = Pg/ Mgz (x)

Démonstration

@ Démonstration savante : On a le diagramme suivant :
u=ldp
(£, B') —> (£, B)
P
u=ldp
(6 X") —— (x,X)

@ Démonstration plus élémentaire :
En notant P = (aj) et avec des notations « naturelles » on a, pour tout i € [1; n] :

no, ., o s n oo
x=3 xe =3 x (Elﬂuei) => (ZG/’[X/')Q/'
i

= = i= = N =1

n
donc x; = Y ajjx; pour tout i, c’est-a-dire X = PX’ par la formule du produit matriciel.
Jj=
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Changements de bases

Proposition 24

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases % et 332
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases B et Z;..
P € GLy(K) la matrice de passage de Zr a By,
Q € GLy(K) la matrice de passage de %r a Bj.

Soient :

/
Soit enfin u € Z(E,F), A= Mg;(u) et A/ = Mgf(u) (A, A" € My o(K)).
E
On a alors la relation :

QAP

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Changements de bases

Proposition 24

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases % et 332
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases B et Z;..
P € GLy(K) la matrice de passage de Zr a By,
Q € GLp(K) la matrice de passage de Zr a B}

Soient :

Soit enfin u € Z(E,F), A= Mg;(u) et A/ = Mg:’(u) (A, A" € My o(K)).
E

On a alors la relation :

Démonstration

@ Démonstration savante :

Encore un beau diagramme qui explique tout...

g

(E, %)

(E, %)

uoldg (AP)
ul| A Alu
(04 )dpou
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Changements de bases

Proposition 24

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases % et 332
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases B et Z;..
P € GLy(K) la matrice de passage de Zr a By,
Q € GLy(K) la matrice de passage de %r a Bj.

Soient :

Soit enfin u € Z(E,F), A= Mg;(u) et A/ = Mg?(u) (A, A" € My o(K)).
3

On a alors la relation :

Démonstration

@ Démonstration plus élémentaire :
. ! . A /
Soit x un vecteur de E, et X, X’ les matrices colonnes de ses coordonnées dans & et ;.

Soit ensuite y = u(x), et ¥, ¥’ les matrices colonnes de ses coordonnées dans Br et %}
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Changements de bases

Proposition 24

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases % et U@é
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases B et Z;..
P € GLy(K) la matrice de passage de Zr a By,
Q € GLy(K) la matrice de passage de %r a Bj.

Soient :

Soit enfin u € Z(E,F), A= Mg;(u) et A/ = Mg?(u) (A, A" € My o(K)).
3

On a alors la relation :

Démonstration

@ Démonstration plus élémentaire :
Soit x un vecteur de E, et X, X’ les matrices colonnes de ses coordonnées dans ZBr et .93'5
Soit ensuite y = u(x), et ¥, ¥’ les matrices colonnes de ses coordonnées dans Br et %}
On a alors, d’apreés les résultats précédents :

X=pPX , vy=0V , Y=A et Y =AX.
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Changements de bases

Proposition 24

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases % et U@g
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases B et Z;..
P € GLy(K) la matrice de passage de Zr a By,
Q € GLy(K) la matrice de passage de %r a Bj.

Soient :

Soit enfin u € Z(E,F), A= Mg;(u) et A/ = Mg?(u) (A, A" € My o(K)).
3

On a alors la relation :

Démonstration

@ Démonstration plus élémentaire :
Soit x un vecteur de E, et X, X’ les matrices colonnes de ses coordonnées dans ZBr et .93'5
Soit ensuite y = u(x), et ¥, ¥’ les matrices colonnes de ses coordonnées dans Br et %}
On a alors, d’apreés les résultats précédents :

X=pPX , vy=0V , Y=A et Y =AX.

On en tire : ¥ = AX et ¥ = QY" impliquent AX = QA'X’ = QA'P™'X, et comme cela est vrai pour tout
X € Mgyi(K) on en déduit A= QA'P~".
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Changements de bases

Proposition 24

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases % et 332
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases B et Z;..
P € GLy(K) la matrice de passage de Zr a By,
Q € GLy(K) la matrice de passage de %r a Bj.

Soient :

/
Soit enfin u € Z(E,F), A= Mg;(u) et A/ = Mgf(u) (A, A" € My o(K)).
E
On a alors la relation :
QAP

Corollaire: Cas d'un endomorphisme
E un K-espace vectoriel de dimension n, muni de deux bases % et L%’é
Soient : | P € GLy(K) la matrice de passage de Br a .
ue Z(E), A= Mg, (u) et A = M@E(u) (A, A € My(K)).

On a alors la relation :

A= P7'AP| ou encore Mg/ (u) = Pg, Mgz (u) P%,
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Changements de bases

Théoréme 9

Toute matrice A € M, 4(K) de rang r # 0, peut s’écrire sous la forme :

avec: Q € GLy(K) , P € GL¢(K) et J; = 0 b OO"q_’ .
p—ror Op—r,g—r
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Changements de bases

Théoréme 9

Toute matrice A € M, 4(K) de rang r # 0, peut s’écrire sous la forme :

avec : Q € GLy(K) , P € GLy¢(K) et Jy = |: b Or,g—r ]
Op—r,r Op—r,g—r
Démonstration

Soit A € M, ¢(K), de rang r. Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base g et F
un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté & une base %, tels que A = Mg‘;(u)
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Changements de bases

Théoréme 9

Toute matrice A € M, 4(K) de rang r # 0, peut s’écrire sous la forme :

A

P

avec : Q € GLy(K) , P € GLy¢(K) et Jy = |:0 b OOr’q_r ]
p—r,r Up—r,g—r

Démonstration

Soit A € M, ¢(K), de rang r. Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base g et F
un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté & une base %, tels que A = Mg‘;(u)

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E (dim S = r par le théoréme du rang). Soit (e{, ..., e}) une base
de Set (e, ..., e;) une base de Ker u. On sait alors que % = (ef, ..., €}) est une base de E.
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Changements de bases

Théoréme 9

Toute matrice A € M, 4(K) de rang r # 0, peut s’écrire sous la forme :

A

P

avec : Q € GLy(K) , P € GLy¢(K) et Jy = |:0 b OOr’q_r ]
p—r,r Up—r,g—r

Démonstration

Soit A € M, ¢(K), de rang r. Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base g et F
un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté & une base %, tels que A = Mg‘;(u)

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E (dim S = r par le théoréme du rang). Soit (e{, ..., e}) une base
de Set (e, ..., e;) une base de Ker u. On sait alors que % = (ef, ..., €}) est une base de E.

On sait aussi que la restriction de u a S définit un isomorphisme de S sur Im u. Donc

e/ =u(e),..., e’ = u(e) forment une base de Im u, que 'on compléte en une base
/ /! /!
B = (e'y...,ey) deF.

s et compléments sur e caleul m Septembre 2022



Changements de bases

Théoréme 9

Toute matrice A € M, 4(K) de rang r # 0, peut s’écrire sous la forme :

A )P

avec : Q € GLy(K) , P € GLy¢(K) et Jy = b Org—r |
Op—r,r Op—r,g—r
Démonstration

Soit A € M, ¢(K), de rang r. Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base g et F
un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté & une base %, tels que A = Mg‘;(u)

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E (dim S = r par le théoréme du rang). Soit (e{, ..., e}) une base
de Set (e, ..., e;) une base de Ker u. On sait alors que % = (ef, ..., €}) est une base de E.

On sait aussi que la restriction de u a S définit un isomorphisme de S sur Im u. Donc

e/ =u(e),..., e’ = u(e,) forment une base de Im u, que 'on compléte en une base

PBr = (¢f’,...,e,) de F. Alors la matrice de u dans les bases % et % est égale a J;, et le résultat

découle des formules de changements de bases.

s et compléments sur e caleul m Septembre 2022



Changements de bases

Théoréme 9

Toute matrice A € M, 4(K) de rang r # 0, peut s’écrire sous la forme :

avec : Q € GLy(K) , P € GLy¢(K) et Jy = b Org—r |
Op—r,r Op—r,g—r
Démonstration

Soit A € M, ¢(K), de rang r. Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base g et F
un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté & une base %, tels que A = Mg‘;(u)

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E (dim S = r par le théoréme du rang). Soit (e{, ..., e}) une base
de Set (e, ..., e;) une base de Ker u. On sait alors que % = (ef, ..., €}) est une base de E.
On sait aussi que la restriction de u a S définit un isomorphisme de S sur Im u. Donc
e/ =u(e),..., e’ = u(e,) forment une base de Im u, que 'on compléte en une base
r=(¢’,...,¢ey) de F. Alors la matrice de u dans les bases B et % est égale a J;, et le résultat

découle des formules de changements de bases.

Rem : en Sup, ce résultat se démontre en utilisant la méthode du pivot. En effet, toute matrice de rang r
est équivalente a J; par une suite d'opérations élémentaires convenables sur les lignes et colonnes.

Or faire une opération élémentaire sur les lignes (resp. colonnes) revient a multiplier a gauche (resp. a
droite) par une matrice inversible convenable, d'ou le résultat.
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Changements de bases

inversibles, alors rgA =rgJ, = r.
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|
b

inversibles, alors rgA = rgJ; =

Corollaire:
| SiAe Mpo(K), rgA=rgAT.
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inversibles, alors rgA = rgJ; =

|
b

Corollaire:
| SiAe Mpo(K), rgA=rgAT.

Démonstration

Si A est de rang r, elle est équivalente 3J, = b Ora—r | . jl existe Q € GLy(K) et P € GLq¢(K)
Op—r,r Op—r,q—r

telles que A = Q7P
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Changements de bases

inversibles, alors rgA = rgJ; =

|
b

Corollaire:
| SiAe Mpo(K), rgA=rgAT.

Démonstration

Si A est de rang r, elle est équivalente 3J, = b Ora—r | . jl existe Q € GLy(K) et P € GLq¢(K)
Op—r,r Op—r,q—r

telles que A = Q7P

Alors AT = PTJT(Q™")T donc AT a méme rang que J,7 = I Or,p—r (invariance du rang par
Og—r,r Og—r,p—r
multiplication par une matrice inversible), et cette matrice est aussi de rang r.
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Changements de bases

Matrices semblables

Définition 19

On dit qu'une matrice carrée A* € M,(K) est semblable a la matrice A € M, (K) s'il existe P € GL,(K)
telle que A’ = P~'AP.
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Changements de bases

Matrices semblables

Définition 19

On dit qu'une matrice carrée A* € M,(K) est semblable a la matrice A € M, (K) s'il existe P € GL,(K)
telle que A’ = P~'AP.

Cela équivaut a dire que A et A’ sont les matrices, dans deux bases différentes, d’un méme
endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension n.
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Changements de bases

Matrices semblables

Définition 19

On dit qu'une matrice carrée A* € M,(K) est semblable a la matrice A € M, (K) s'il existe P € GL,(K)
telle que A’ = P~'AP.

Cela équivaut a dire que A et A’ sont les matrices, dans deux bases différentes, d’un méme
endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension n.

Il est facile de vérifier qu'il s’agit d’une relation d’équivalence dans M, (K) (réflexive, symétrique et
transitive).
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Changements de bases

Matrices semblables

Définition 19

On dit qu'une matrice carrée A* € M,(K) est semblable a la matrice A € M, (K) s'il existe P € GL,(K)
telle que A’ = P~'AP.

Cela équivaut a dire que A et A’ sont les matrices, dans deux bases différentes, d’un méme
endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension n.

Il est facile de vérifier qu'il s’agit d’une relation d’équivalence dans M, (K) (réflexive, symétrique et
transitive).

1 0 0 1 0 0
Montrer que la matrice: A= | 0 —5 —4 | est semblable a la matrice: B= [0 1 1
0 9 7 0 0 1

ns et compléments sur le calcul m: Septembre 2022



Changements de bases

Matrices semblables

Définition 19

On dit qu'une matrice carrée A* € M,(K) est semblable a la matrice A € M, (K) s'il existe P € GL,(K)
telle que A’ = P'AP.

Cela équivaut a dire que A et A’ sont les matrices, dans deux bases différentes, d’un méme
endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension n.

Il est facile de vérifier qu'il s’agit d’une relation d’équivalence dans M, (K) (réflexive, symétrique et
transitive).

1 0 0 1 0 0
Montrer que la matrice: A= | 0 —5 —4 | est semblable a la matrice: B= [0 1 1
0 9 7 0 0 1

Solution

Notons (ey, €2, e3) la base canonique de R? et a 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Lénoncé équivaut a la recherche d’une base (e, €}, €}) de R? telles que a(e]) = ], a(e}) = e} et
a(e)) = e} + e,
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Changements de bases

Matrices semblables

Définition 19

On dit qu'une matrice carrée A* € M,(K) est semblable a la matrice A € M, (K) s'il existe P € GL,(K)
telle que A’ = P'AP.

Cela équivaut a dire que A et A’ sont les matrices, dans deux bases différentes, d’un méme
endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension n.

Il est facile de vérifier qu'il s’agit d’une relation d’équivalence dans M, (K) (réflexive, symétrique et
transitive).

1 0 0 1 0 0
Montrer que la matrice: A= | 0 —5 —4 | est semblable a la matrice: B= [0 1 1
0 9 7 0 0 1

Solution

Notons (ey, €2, e3) la base canonique de R? et a 'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Lénoncé équivaut a la recherche d’une base (e, €}, €}) de R? telles que a(e]) = ], a(e}) = e} et
a(e)) = e} + e,

X KB X X=X
Soit X= |y | €R3 alors: AX = X <= { —6y —4z=0 < 3
z 9y +62=0 T
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Changements de bases

Solution (suite)

Lensemble des vecteurs invariants par a est donc un plan, et on peut choisir comme base de ce plan
el =(1,0,0) et &) = (0,2, —3).
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Changements de bases

Solution (suite)
Lensemble des vecteurs invariants par a est donc un plan, et on peut choisir comme base de ce plan
el =(1,0,0) et &) = (0,2, —3).

En notant alors e} = (x, y, z), la relation a(e}) = €} + e} équivaut alors a

X 0 X S eSS
Alyl =1 2 |+ |y] soita ¢ —6y—4z=2
Z = Z 9y + 62 = —3
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Changements de bases

Solution (suite)

Lensemble des vecteurs invariants par a est donc un plan, et on peut choisir comme base de ce plan
el =(1,0,0) et &) = (0,2, —3).

En notant alors e} = (x, y, z), la relation a(e}) = €} + e} équivaut alors a

X 0 X 2525
Alyl =1 2 |+ |y] soita ¢ —6y—4z=2
z -3 z 9y + 6z = —3

On peut alors choisir € = (0,0, —%), qui est bien linéairement indépendant des 2 précédents.
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Changements de bases

Solution (suite)

Lensemble des vecteurs invariants par a est donc un plan, et on peut choisir comme base de ce plan
el =(1,0,0) et &) = (0,2, —3).

En notant alors e} = (x, y, z), la relation a(e}) = €} + e} équivaut alors a

X 0 X 2525
Alyl =1 2 |+ |y] soita ¢ —6y—4z=2
z -3 z 9y + 6z = —3

On peut alors choisir € = (0,0, —%), qui est bien linéairement indépendant des 2 précédents.

1 0 0

En conclusion, ona B= P~ 'AP avec P = | 0 2 0
0o -3 -1

2
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Changements de bases

Solution (suite)

Lensemble des vecteurs invariants par a est donc un plan, et on peut choisir comme base de ce plan
el =(1,0,0) et &) = (0,2, —3).

En notant alors e} = (x, y, z), la relation a(e}) = €} + e} équivaut alors a

X 0 X 2525
Alyl =1 2 |+ |y] soita ¢ —6y—4z=2
z -3 z 9y + 6z = —3

On peut alors choisir € = (0,0, —%), qui est bien linéairement indépendant des 2 précédents.

1 0 0

En conclusion, ona B= P~ 'AP avec P = | 0 2 0
0o -3 -1

2

La méthode utilisée dans cet exercice est importante a retenir.
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=

Théoréme 10

@ Lapplication tr : Mp(K) — K est une forme linéaire.
Q VAE Mup(K) ,VBE Mpn(K), tr(AB) = tr(BA).
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=

Théoréme 10

@ Lapplication tr : Mp(K) — K est une forme linéaire.
Q VAE Mup(K) ,VBE Mpn(K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration

@ On vérifie facilement que tr(AA + B) = A tr(A) + tr(B). On peut aussi, plus astucieusement, remarquer que chaque
application A — aj; est linéaire (forme linéaire coordonnée), et que tr est la somme de ces applications.
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=

Théoréme 10

@ Lapplication tr : Mp(K) — K est une forme linéaire.
Q VAE Mup(K) ,VBE Mpn(K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration

@ On vérifie facilement que tr(AA + B) = A tr(A) + tr(B). On peut aussi, plus astucieusement, remarquer que chaque
application A — aj; est linéaire (forme linéaire coordonnée), et que tr est la somme de ces applications.

@ Avec des notations évidentes :

(AB) = Y-(AB)y = 3. ( b) = S aiby

i=1 i=1
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=

Théoréme 10

@ Lapplication tr : Mp(K) — K est une forme linéaire.
Q VAE Mup(K) ,VBE Mpn(K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration

@ On vérifie facilement que tr(AA + B) = A tr(A) + tr(B). On peut aussi, plus astucieusement, remarquer que chaque
application A — aj; est linéaire (forme linéaire coordonnée), et que tr est la somme de ces applications.

@ Avec des notations évidentes :

(AB) = Y-(AB)y = 3. ( b) = S aiby

i=1 i=1

i=1

tr(BA) = Zi:(BA),',' = Zn: <i bijaji> = > ajibj
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=

Théoréme 10

@ Lapplication tr : Mp(K) — K est une forme linéaire.
Q VAE Mup(K) ,VBE Mpn(K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration

@ On vérifie facilement que tr(AA + B) = A tr(A) + tr(B). On peut aussi, plus astucieusement, remarquer que chaque
application A — aj; est linéaire (forme linéaire coordonnée), et que tr est la somme de ces applications.

@ Avec des notations évidentes :

(AB) = Y-(AB)y = 3. ( b) = S aiby

tr(BA) = ’Z::I(BA),',' = ’Z::] <,Z::| b,‘,‘d,',') = ’Z}: ajibj;

d'ou I'égalité (en échangeant les roles de i et j dans les deux sommes).
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Définition 20

n
On appelle trace d’'une matrice carrée A = (aj;) € Mp(K) le scalaire : tr A =3 aj.
=

Théoréme 10

@ Lapplication tr : M,(K) — K est une forme linéaire.
Q VAE My p(K) , VB E M,y (K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration

@ On vérifie facilement que tr(AA + B) = A tr(A) + tr(B). On peut aussi, plus astucieusement, remarquer que chaque
application A — aj; est linéaire (forme linéaire coordonnée), et que tr est la somme de ces applications.

@ Avec des notations évidentes :

r(AB) = S-(AB)i = > (

i=1 i=1

J

g
aijbif> =2 ajb;
= 7

tr(BA) = ’Z::I(BA),',' = Zn: <,Z::| b,‘,‘U,',') = ’Z}: a,','b,','

i=1

d'ou I'égalité (en échangeant les roles de i et j dans les deux sommes).
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Théoréme 11

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.
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Théoréme 11

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.

Démonstration

En effet, en utilisant la propriété précédente et I'associativité de la multiplication :
tr(P~AP) = tr ((P7'A)P)) = tr (P(P~'A)) = tr ((PP")A) = tr A.
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Théoréme 11

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.

Démonstration

En effet, en utilisant la propriété précédente et I'associativité de la multiplication :
tr(P~AP) = tr ((P7'A)P)) = tr (P(P~'A)) = tr ((PP")A) = tr A.

Définition 21

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et u € Z(E).
Pour toute base % de E, le scalaire tr ( Mgg(u)) ne dépend donc pas de la base Z choisie.

Ce scalaire s’appelle la trace de 'endomorphisme u, noté tr u.
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Théoréme 11

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.

Démonstration

En effet, en utilisant la propriété précédente et I'associativité de la multiplication :
tr(P~AP) = tr ((P7'A)P)) = tr (P(P~'A)) = tr ((PP")A) = tr A.

Définition 21

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et u € Z(E).
Pour toute base % de E, le scalaire tr ( Mgg(u)) ne dépend donc pas de la base Z choisie.

Ce scalaire s’appelle la trace de 'endomorphisme u, noté tr u.
Propriétés :
@ Lapplication tr : Z(E) — K est une forme linéaire.

Q Vu,ve L(E), tr(vou) =tr(uov).
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Théoréme 11

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.

Démonstration

En effet, en utilisant la propriété précédente et I'associativité de la multiplication :
tr(P~AP) = tr ((P7'A)P)) = tr (P(P~'A)) = tr ((PP")A) = tr A.

Définition 21

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et u € Z(E).
Pour toute base % de E, le scalaire tr ( Mgg(u)) ne dépend donc pas de la base Z choisie.

Ce scalaire s’appelle la trace de 'endomorphisme u, noté tr u.
Propriétés :

@ Lapplication tr : Z(E) — K est une forme linéaire.

Q Vu,ve Z(E), tr(vou) =tr(uov).

Ces propriétés découlent directement de celles correspondantes sur les matrices.
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Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

@ Si p est un projecteur de E, alors : tr p = rg p.

Q Si E et E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par rapport
a E de direction E, alors : trs = dim(E) — dim(E).
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Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Si p est un projecteur de E, alors : tr p = rg p.

Q Si L et E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par rapport
a E de direction E, alors : trs = dim(E) — dim(E).

Démonstration

@ Le résultat est immédiat si p = 0.
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Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Si p est un projecteur de E, alors : tr p = rg p.

Q Si L et E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par rapport
a E de direction E, alors : trs = dim(E) — dim(E).

Démonstration

@ Le résultat est immédiat si p = 0.

Sinon, soit r = rg p, avec r # 0. On sait que E = Inv(p) & Ker p donc, en prenant une base de E
formée de la réunion d'une base de Inv(p) et d'une base de Ker p, la matrice de p dans cette base

sera de la forme J, = |:g 8:| , car r = 1g p = dimIm p = dim(Inv(p)).
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Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Si p est un projecteur de E, alors : tr p = rg p.

Q Si L et E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par rapport
a E de direction E, alors : trs = dim(E) — dim(E).

Démonstration
@ Le résultat est immédiat si p = 0.
Sinon, soit r = rg p, avec r # 0. On sait que E = Inv(p) & Ker p donc, en prenant une base de E

formée de la réunion d'une base de Inv(p) et d'une base de Ker p, la matrice de p dans cette base

I

0

Et puisque 'on a évidemment r = trJ,, on en déduit rg p = trJ, = tr p puisque la trace de p est aussi
celle de sa matrice dans n'importe quelle base.

sera de la forme J, = |: g:| , car r = 1g p = dimIm p = dim(Inv(p)).
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Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Si p est un projecteur de E, alors : tr p = rg p.

Q Si L et E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par rapport
a E de direction E, alors : trs = dim(E) — dim(E).

Démonstration

@ Le résultat est immédiat si p = 0.
Sinon, soit r = rg p, avec r # 0. On sait que E = Inv(p) & Ker p donc, en prenant une base de E
formée de la réunion d'une base de Inv(p) et d'une base de Ker p, la matrice de p dans cette base
Ir
0
Et puisque 'on a évidemment r = trJ,, on en déduit rg p = trJ, = tr p puisque la trace de p est aussi
celle de sa matrice dans n'importe quelle base.

sera de la forme J, = |: g:| , car r = 1g p = dimIm p = dim(Inv(p)).

@ On sait que E; = Inv(s) et que E;, = Opp(s) donc, en prenant une base de E formée de la réunion
Ir 0

0 _IJ,ou r=dimE

d’une base de E et d'une base de E,, la matrice de s dans cette base est |:

et s = dim K, d'ou le résultat.
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Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Si p est un projecteur de E, alors : tr p = rg p.

Q Si L et E sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par rapport
a E de direction E, alors : trs = dim(E) — dim(E).

Démonstration
@ Le résultat est immédiat si p = 0.

Sinon, soit r = rg p, avec r # 0. On sait que E = Inv(p) & Ker p donc, en prenant une base de E
formée de la réunion d'une base de Inv(p) et d'une base de Ker p, la matrice de p dans cette base
Ir
0
Et puisque 'on a évidemment r = trJ,, on en déduit rg p = trJ, = tr p puisque la trace de p est aussi
celle de sa matrice dans n'importe quelle base.

sera de la forme J, = |: g:| , car r = 1g p = dimIm p = dim(Inv(p)).

@ On sait que E; = Inv(s) et que E;, = Opp(s) donc, en prenant une base de E formée de la réunion

lr 0},oﬁr:dimE]

d’une base de E et d'une base de E,, la matrice de s dans cette base est |:0 |
—Is

et s = dim K, d'ou le résultat.

Rem : il était aussi possible d’écrire s = 2p — Idg et utiliser la linéarité de la trace...
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