CHAPITRE V -DETERMINANTS (COURS COMPLET) PSI* 22-23

DETERMINANTS I

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et n désigne un entier naturel non nul.

I. Applications p-linéaires

Soit p € IN*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace

vectoriel F est une application f: E¥ — F telle que :
E — F

Vj€l;pl, V(ai)iep;p)-;) Vapplication partielle f;: { x o flan. 8, a5, ap)

est une application linéaire.

On notera .Z,(E, F) I'ensemble des applications p-linéaires de E dans F. Il est facile de vérifier que
c’est un sous-espace vectoriel de A(E?, F).

§ Une forme p-linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application p-linéaire de EF dans K.

L'ensemble %, (E,K) des formes p-linéaires sur E se note simplement %, (E).

Exemples

1. Dans un espace préhilbertien E, le produit scalaire est, par définition, une forme bilinéaire.

2. Dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, le produit vectoriel est une application
bilinéaire.

3. Siles (¢;)1<i<p sont des formes linéaires sur E, I'application (x1,...,xp) — @1(x1) X - = - X @p(xp)
est une forme p-linéaire sur E.

f Rem : Ne pas confondre application p-linéaire sur E et application linéaire sur EP !
Par exemple, si f est linéaire de EP dans F on a

f(Axy, .., Axp) = f(A(x1,...,xp)) = Af(x1,...,%p)
alors que si f est p-linéaire, on a

Une application p-linéaire f € .%,(E, F) est dite :

fAxy, ..., Axp) = AP f(x1,...,Xp)

e symétrique si, pour tout (i,]) € [1;p]? aveci < j, pour tout (x;)1<i<p € EP,
f(xl,...,xi,...,xj,...,xp) :f(xl,...,xj,...,xi,...,xp)
(c’est-a-dire que la valeur de f est inchangée lorsque 'on permute deux arguments).
e antisymétrique si, pour tout (i,]) € [1;p]? aveci < j, pour tout (x;)1<i<p € EP,
f(xl,...,xl-,...,x]-,...,xp) = —f(xl,...,x]-,...,xi,...,xp)

(c’est-a-dire que la valeur de f est transformée en son opposée lorsque l'on permute deux
arguments)

Si f est une application p-linéaire antisymétrique alors, pour toute famille (x;)1<;<, € E¥,ona:

f(x1,...,xp) = 0 dés qu'il existe deux indices i # j tels que x; = x;.
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1&g Démonstration:

Soit f une forme p-linéaire antisymétrique, et soient i, j tels que 1 < i < j < p. Alors, pour toute famille (x;)1<;<p € E :

flx,..., xi ..., X s Xp) = —flx1,..., Xj e, X o Xp).
LV S~ S~ LV
i-eme place j-eme place i-eme place j-éme place

En particulier, si x; = x; on obtient f(x, oo, X L, X, ‘,xp) =0, cqfd.

~—~—

i-eme place j-éme place

Corollaire 1.1:
Si f est une application p-linéaire antisymétrique, alors :
1. (x1,...,xp) liée = f(x1,...,xp) =0.
2. On ne change pas la valeur de f(xi,...,xp) si on ajoute a un des vecteurs une combinaison
linéaire des autres.

1&g Démonstration:

1. Silafamille (xy,...,xp) estliée, un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. Pour simplifier I'écriture,

P
supposons que ¢a soit x1 : x; = ), A;x;. Alors
i=2

4 P
flxr,...,xp) = f(ZA,-x,-,xz,‘.‘,xp> = ZA,-f(x,-,xz,‘.‘,xp) =0
i=2 i=2 _26_’
car 2 vecteurs égaux
et f antisymétrique

2. Supposons, pour simplifier I'écriture, que 1'on ajoute & x; un vecteur y qui est combinaison linéaire de x»,...,x,. Alors
flei+y,x2,...,xp) = f(x1,...,%p) + f(y,%2,...,%p) = f(x1,...,%p) puisque la famille (y,x,...,xp) estliée.

II. Déterminant d’un systeme de vecteurs dans une base

. E désigne par la suite un K-espace vectoriel de dimension n (n € IN¥).
. #=(e,..., en) désigne une base de E.

. (vi)1<i<n désigne une famille de vecteurs de E.

Le théoréme suivant est admis :

(Théoreme 1:
1. Etant donnée une base Z = (e1,...,en) de E, il existe une et une seule forme n-linéaire
antisymétrique ¢ sur E telle que ¢(eq,...,en) = 1.
Elle s’appelle le déterminant dans la base & et est notée dety :
E" — K
(v1,...,00) +—— detg(vy,...,vn)

detg :

2. Pour toute forme n-linéaire antisymétrique ¢ sur E, il existe un scalaire A tel que ¢ = Adety
(ou, en termes savants, ’ensemble des formes n-linéaires antisymétriques est la droite vecto-
rielle engendrée par detsy).

& Démonstration: dans le cas n = 3

On suppose E de dimension 3 muni d’une base # = (ej,e;,e3). Soient v1,v;,v3 des vecteurs de E et A = (uz-]-) leur matrice
dans la base % (c’est-a-dire que les (a,-]-)lg,-gj sont les coordonnées dans % de v;).
Si ¢ est une forme 3-linéaire antisymétrique quelconque sur E on a alors, en développant par multilinéarité :

3 3 3
@(v1,02,03) = @ | L ainei, ¥ aipei,, Y aisei

=1 ir=1 i3=1

= r aj,18i528;,39(€iy, €3y, €i5)-
(inizdz) €[13]°

Or dans la somme ci-dessus (qui comporte 27 termes), le nombre ¢(e;, €;,,¢;,) estnul dés que deux des indices i ; sont égaux (car
¢ antisymétrique). Il reste donc :

P(v1,02,03) = L 4i10i,00:39(€i;, €y, €15)-

iy #ip iy

1l y a exactement 6 triplets (i1, i2,i3) € {1,2,3}" d’éléments distincts. De plus, en utilisant I'antisymétrie de ¢ ona :

@(ez,e1,e3) = @(es,ez,e1) = @(eq, e3,e2) = —@(eq, e2,e3)
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et
@(ez,e3,01) = @(es, e1,e2) = +@(e1, e2,€3).
1l reste donc

¢(v1,02,03) = ((ﬂn 20033 + 21832013 + A31412023) — (21012033 + 31422813 + 411 ﬂ32ﬂ23)) ¢(e1,e2,e3).
Donc sil’on impose ¢(e1,€2,e3) =1 ¢ est unique et vaut :
detgg (v1,v2,v3) = (a11422833 + 21032013 + 431412023) — (2112033 + 431422413 + A11432423)
et pour toute autre forme 3-linéaire antisymétrique on a
¢ = ¢(ey,ex,e3).detgg .

Remarque : en anticipant un peu sur les définitions qui vont suivre, on vient ici de démontrer que le déterminant d’une matrice
3 x 3 est donné par :

m1 a2 413
ayn  axp  ax| = (11422833 + 21032013 + A31812023) — (21012833 + 431022013 + 4114324023 ).
a3y  asy  as3

On en déduit la « regle de Sarrus > (voir détails plus loin).

Généralisation : Dans le cas d’un espace vectoriel E de dimension n € IN*, si & est une base de E etsi (vq,...,v,) est une
famille de vecteurs de E dont la matrice dans la base % est A = (a;;) € M;(K), la méme démonstration permet de montrer
que detg(vy,...,v,) est une somme de n! termes, tous de la forme

+a;18iy - - - iy

ou (iy,ip,...,in) est une permutation de [1;n], c’est-a-dire une somme (avec des signes +) de produits de n termes de la
matrice, o1 I'on a pris un terme dans chaque colonne avec des indices de lignes 2 a 2 distincts.

Puisque le déterminant est une forme n-linéaire antisymétrique, on en déduit immédiatement les propriétés
suivantes (toujours avec les notations précédentes).

Propriétés:
1. Pour tout couple d’indices (i,j) € [1;1]* avec i < j, ona

det@(vl,...,vi,...,v]-,...,vn) = —det@(vl,...,v]-,...,vi,...,vn).

Autrement dit, si 'on échange deux vecteurs dans la famille (vy,...,v,), le déterminant change de
signe.

2. Pour tout A € K, dety(Avy, ..., Avy) = A dety(vy, ..., 04).

3. Sila famille (y,...,,) est liée, le déterminant est nul.

N

4. On ne change pas le déterminant d’un systéme de vecteurs si 'on ajoute a 1'un d’entre eux une
combinaison linéaire des autres.

Soient # et %' deux bases de E. Alors :
1. dety = dety (A).dety c'est-a-dire

V(v1,...,0n) € E", detg (v1,...,vn) = detgy (). detg(vy,...,04).

2. detg (,@) X det!@(%’) =1.

1& Démonstration:

1. detgy est une forme n-linéaire antisymétrique, donc il existe A € K tel que detgg = A.detgz .
En particulier, on aura : detg (%) = A.detg (%) = A.

2. La relation précédente appliquée aux vecteurs de la base %’ donne :
det@/(z@/) = det@/(t@)‘det@ (@/) .
_zq_/

Théoréme 2:

Soit (v1,...,v,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension 7, et % une base de
E. Alors :

(v1,...,04) est une base de E <= dety(vy,...,v,) # 0.
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1&g Démonstration:

- On a déja vu que (vy,...,v,) liée = detg(v1,...,v4) = 0 puisque detg est antisymétrique. Par contraposition, on
obtient :
detg (v, ...,vn) #0 = (vy,...,vy) libre => (vy,...,v,) base.

— Réciproquement, si (vy,...,v,) est une base %' de E, la relation detg (%) x detg (#') =1 implique que detg (%) # 0.

ITII. Déterminant d’'un endomorphisme

(Théoréme 3:
E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).

1. Le scalaire dety (1()) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de 'endomorphisme u, noté detu.

2. On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (v;)1<;j<, € E" :
detg (u(v1),...,u(va)) = detu.dety(vy,...,vn)

1&g Démonstration:

— L'application ¢g : (v1,...,0,) — detg (u(vl),‘..,u(vn)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et dety est n-
linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).
Donc il existe A tel que ¢ = Ag.detg, soit
¥ (v1,...,0n) € E", detgg (u(v1),...,u(vn)) = Ag.detg(v1,...,00)
En particulier, puisque detg (%) =1, 0ona Ag = detg (u(8)).
— Ilrestea vérifier que A g ne dépend pasde 2.Si &' est une autre base de E, on a, par définitionde Agp : detgg (u(B')) = A detg (#')
Or detg (u(#')) = detgg (#').detg (u(#'), d'ott Aggr = Agg.
_\/_/

=A g

Propriétés:

1. detldg =1

2. u€ GL(E) <= detu #0.
En effet, u € GL(E) si et seulement si 1(%) est une base de E, ce qui équivaut a dety (u(£)) #0 en
vertu du théoreme 2.

3. Soient u,v € Z(E). Alors : det(u ov) = detu x detv.
En effet, det(u o v) = dety (1o v(B)) = dety (u[v(B)]) = detu.dety (v(AB)) = detu.detv.

4. Si u € GL(E), det(u~1) — deltu .

Car uou~! =Idg et on applique les deux résultats précédents.
5.Siue Z(E) et A € K, det(Au) = A" detu.

IV. Déterminant d’'une matrice carrée

Soit A = (aj)1<ij<n € Mn(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, %r une base de E, et u € Z(E) tel que
A= M@E (u) .

Soit (v;)1<i<n une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base

Alors, par définition :
det A = dety(vy,...,v,) = detu.
a1 ... A4ip
Notation : le déterminant de A se note aussi :

anl B ann
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Propriétés:
Les 5 premiéres propriétés ci-dessous découlent directement de celles concernant le déterminant d'un
endomorphisme.

1. detl, =1

2. AeGL;(K) <= detA #0

3. Si A,Be M;,(K), det(AB) = det A x detB

4. Si A € GLy(K) , det(A~1) = deltA

5. 51 A e Mu(K) et A € K, det(AA) = A"detA

6. Deux matrices semblables ont méme déterminant.

En effet, si A et A’ sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme u dans des bases
différentes, donc det A = detu = det A’.
On peut aussi utiliser la relation A’ = P~1AP avec P € GL,(K) : det(P~'AP) = det(P~!).det A.det P = det A.

| Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.

1&g Démonstration:

On peut supposer T triangulaire supérieure, le raisonnement est identique pour une matrice triangulaire inférieure.
a4 413 A1n
0 4 ax A2n
Soitdonc T = | © 0 4 #3n
0 e 0 am
1 app a a1n
0 an ax a2n
e N PN _ 0 0 ass asp
Par linéarité par rapport a la premiére colonne, on a detT = ay; .
0 ... ... 0 au
Puis en effectuant les opérations élémentaires C; +— C; — a1;Cy, qui ne changent pas le déterminant, on obtient
1 0 o ... 0
0 axn ax a2n
detT =an 0 0 33 a3n .
0 .. 0  auy
1 0 0 0
0 a3 azn
Par linéarité par rapport a la seconde colonne, on a ensuite detT = a11a 0 33 31| etc...
0 . 0  auy

| Si Aec My(K), det(AT) =detA .

1& Démonstration:

D’apres la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des éléments
diagonaux).
Dans le cas général, on sait, d’apres la méthode du pivot de Gauss, que A peuts’écrire A = QT ot Q est une matrice (inversible)
produit de matrices d’opérations élémentaires et ott T est triangulaire supérieure. Notons Q = E1E;...E, ot les E; sont des
matrices d’opérations élémentaires.
Or toute matrice d’opération élémentaire est soit symétrique (échange de lignes) soit triangulaire supérieure (transvection et
dilatation). On aura donc detE; = det’E; pour tout i d’oi1 I'on tire detQ = det!Q. Puisque l'on a aussi det T = det'T, on aura
det’A = det('T'Q) = det('T) det("Q) = det T.detQ = det A.
Précisions et rappels sur la méthode du pivot :

- Si A’ estla matrice obtenue a partir de A par l'opération L; <— L; +AL; (i #j),ona A’ = PA, ot P = I, + AE;;.

- Si A’ la matrice obtenue a partie de A par 'opération L; < AL; (A € K*),ona A’ = PA,ou P =1, + (A —1)E;;.

- Si A’ estla matrice obtenue a partie de A par l'opération L; <> Lj,ona: A'=PA,ou P=1,—E; — Ejj+ Eij+Ej.
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Rem: La proposition ci-dessus permet, pour calculer un déterminant, d’utiliser les mémes opérations
sur les lignes que sur les colonnes. En particulier :

e si on échange deux lignes d’une matrice, le déterminant change de signe;

e si I’on multiplie une ligne d’une matrice par un scalaire A, le déterminant est multiplié par
A;

e on ne change pas le déterminant d’une matrice en ajoutant a 1'une de ses lignes une
combinaison linéaire des autres lignes.

V. Calculs de déterminants

Lemme:

Si A € My (K) est écrite par blocs sous la forme A = |. A ,alors det A = det A’.

1& Démonstration:

D’abord, en effectuant les opérations élémentaires C; «— C; — a1;Cy, qui ne changent pas le déterminant, on obtient
10 ... 0
0
detA = |. A,
0
Alors, ennotant C, ..., C}; les colonnes de A’, il est clair que I'application (C},...,C;,) — det A sera une forme (n — 1)-linéaire
antisymétrique.

Il résulte alors du théoreme 1 qu'il existe un scalaire A indépendantde A’ tel que det A = A det A’. En prenantensuite A’ = I,,_q,
ontrouve A =1.

Soit A = (ajj)1<ij<n € Mu(K) , Cy,...,Cy les vecteurs colonnes de A (€ K"), et %, la base canonique
de K", de sorte que
det A =dety, (C1,...,Cp).

n
Soit j € [1;n]. On peut écrire C; = Z a;;E; ou les E; sont les vecteurs colonnes de la base canonique de

i=1
M n,1 (]K) .

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la j-éme variable on obtient :

n n
detA = det%, (Clr ey Cj—l/ Z aijEi/ Cj-l-l/ ey Cn) = Z {Ili]‘ det@n (Cl, ey Cj—l/ Ei/ Cj-l-l’ ey Cn)
i=1 i=1

n
Ainsi: detA = ) a;;det(A;;) (%), ott Aj; est la matrice :
i=1

0
A“ == Cl Cj—l 1 Cj+1 Cn — ién}eligrle
0

0
0

7M€ colonne

On a: det(A;;) = (—1)""/A;;, ot Ajj est le déterminant obtenu en supprimant la i ligne et la /"¢
colonne de la matrice A.
A;j s'appelle le mineur d'indice (i,j) de la matrice A, et (—1)""/A;; s’appelle le cofacteur d’indice

(i,])-
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1&g Démonstration:

Dans A,-]-, on effectue les j — 1 transpositions C]- “ C]-_l, C]-_l > C]-_z,m, Cy +» Cy. Le déterminant obtenu est celui de
) ) ) . ) 5 (_1\j-1 B . / 414
1r 7ty —1s VAR 7 1 .

(E;, Cy Ci—1,Cin1 Cy), etilest égala (—1)/~' det(A;;) puisque I'on a effectué j — 1 échanges de colonnes

Soient (Ly,Ly,...,Ly,) les lignes de la matrice obtenue.

Si on effectue maintenant sur les lignes de cette matrice i — 1 transpositions de fagon similaire a la précédente, on obtient le
1
0

déterminant de la matrice dontles lignes sont (L;, Ly, ..., Li_1,Liy1,...,Ly).Ce déterminant est en fait égala |. , ,
: Ajj
0

ol Aﬁ]- est la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i ligne et la j*"¢ colonne.

En utilisant le lemme précédent, on obtient det(A;;) = (—1)"~1(—1)/~! det(A%) = (—1)i+jdet(A,’-]-) .

La formule (*) s’écrit donc :

n . .
detA = Z(—1)1+]aiinj.
i=1

Cette formule s’appelle le développement de det A selon la j¢" colonne .

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la i ligne, que I'on écrit L; = il ajje; ou e; est le
jo™ vecteur ligne de la base canonique de K", on obtient de la méme fagon : "
detA = f(—l)”fa,-jA,-j
=1
Cette formule s’appelle le développement de detA] selon la i ligne .

Exemple

Calcul d’un déterminant d’ordre 3 et régle de Sarrus .

a11 412 413
Soit a calculer A = |ay1 app  anz|.
az1 4azy 4asz

— Sil'on développe par rapport a la lére colonne, on a :

i az a3 ap 13 ap 13
A =ay — + a31
asp 4ass asp 4ass azy a3
= a11(axazs — aznaxs — a1 (a12a33 — a13a3p) + az1 (12423 — a13a22)

— et en développant par rapport a la 2éme ligne par exemple on a :

_ a2 a3 a1 a3 a1 a2
A= —ay +axn — a3
asp 4ass as1 4ass asz1  asp

— Dans les deux cas on trouve A = 11022033 + 412023431 + A13421A432 — A12021433 — 411423432 — 13422431,
ce qui peut étre illustré par le schéma :

+ + +
a1 a2 a13

DN

az1 a az3

as1 asp ass

Théoréme 4: calcul d’un déterminant par blocs

Soit A € M, (KK), écrite par blocs sous la forme A = [ Aq B } 17

Alors : detA = det A; x det A,
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1&g Démonstration:

En faisant un produit par blocs, on remarque que :

A B]_[, B] [A 0
0 A |0 A 0 Ly
dong, en considérant les déterminants :
A B|_|L, B| A 0
0 Al |0 A ™[0 Ly
|, B ) o . A0 .
Puis 0 Ay = det A en développant p fois le déterminant selon la premiéere colonne, et 0 L, = det A; en développant
n — p fois selon la derniére colonne.
A]] . Alp
Rem: On en déduit facilement par récurrence que, si A s’écrit par blocs sous la forme R
APP
P
ol les Aj; sont des matrices carrées, alors det A = [T det(A;;).
i=1
Exemples a connaitre
1. Matrices tridiagonales
a 0 0
b c 0
Il s’agit de calculer, pour n > 2, le déterminant d’ordre n : Dy(a,b,c) = .
0 ... b a
0 0 b

La méthode consiste ici a développer ce déterminant selon la premiére colonne (par exemple). On obtient ainsi la relation de
récurrence linéaire d’ordre 2 :

Dn = llD,/,_l — bCDn,Z

ce qui permet de calculer D, en fonction de n (Rem : pour la résolution de la récurrence, il peut étre intéressant de poser
Dyp=1et D; =a).

2. Un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s’agit ici de calculer le déterminant d’ordre n > 2 : Dy(a,b) =
b b a b
b b b a
Plusieurs méthodes sont possibles :
e par récurrence...
e en utilisant la multilinéarité...
e en additionnant les n — 1 derniéres colonnes a la premiere...
a+X
a+X c+X
e On calcule le déterminant A, (X) = . , en remarquant qu’il s’agit d'un
b+ X ’
a+X

polynéme en X de degré <1 ...

e 1Iere solution

En soustrayant la leére ligne a toutes les autres, puis en développant le déterminant obtenu selon la derniére ligne, on
obtient :
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a b b
b—a a-b 0 0
D,=|b—a 0 a—>b 0
b—a 0 0 a-—b
b b ... b
a—"> 0 0
—@=b)Dy+ (-1 p-a)| O 700 0
0 0 ... a=b 0

Puis on développe le dernier déterminant (d’ordre n — 1) selon la derniére colonne et on obtient :
Dy = (a = b)Dy—1+ (=1)"" (b~ a)(=1)"b(a — b)"™* = (a — b)Dy—1 + b(a — b)" .
En supposant a # b cette relation s’écrit :
Dy Dy

@by 1~ (a2

autrement dit la suite de terme général # est arithmétique de raison b.
On en déduit : (ﬂ_'i’)l,,fl = % +(n—2)b=(a+b)+ (n—2)b=a+ (n—1)b et finalement :

VYn>2 Dy=(a+(n—1)b)(a—b)"",
la formule restant valable pour a = b car dans ce cas le déterminant est trivialement nul.

e 2¢me solution

Pour tout i € [1;n] notons E; le i-me vecteur de la base canonique de M, 1(K) et U le vecteur colonne
u=t1 1 ... 1.
Alors :

D, =det ((a—b)E; +bU, (a—b)E; +bU,...,(a—Db)E, +bU).

En développant ce déterminant par multilinéarité, puisque un déterminant est nul des qu'il y a deux colonnes proportion-
nelles, il reste seulement :

D, =det ((a—b)Ey, (a—b)Ey,...,(a—D)E,)

+det (bU, (a—b)Ey, ..., (a —b)E,) +det ((a—b)E;, bU,(a—Db)Es,...,(a—b)Ey)

+---+det((a—Db)Ey, (a—b)Ey,...,(a—b)E,_,bU).
Or en développant le déterminant det ((a — b)Ey, ..., (a —b)E;_1,bU, (a — b)Ei41,..., (a — b)E,) selon la i-eme ligne on
trouve qu'il est égal a b(a — b)"~! donc finalement :

Dy = (a—0b)"+nb(a—b)""'= (a—b)""1((a—b)+nb) = (a+ (n—1)b)(a—b)""L
o 3eme solution (la plus rapide ici)

L'opération C; «— C; +Co+ - - - +C;, donne:

1 v . b
1 b ... b a

En soustrayant alors la 1ére ligne a toutes les autres, on se raméne au déterminant d’une matrice triangulaire supérieure,
et c’est fini.

e 4eme solution

En soustrayant la 1ere ligne a toutes les autres puis en développant selon la 1ére ligne, il est facile de voir que A, (X)
est un polynéme en X de degré < 1.

Donc il existe &, B tels que Agp(X) = aX + B; on connait A,y (—b) = (a —b)" et Ayp(—c) = (a —c)" donc un calcul
rapide donne, pour b # c :

a—c)'—(a—b)" b(a—c)" —c(a—b)"
o et —amby o b —cla=b)"
b—c b—c
On a, en utilisant la continuité du déterminant par rapport a ses coefficients :

. . cla=b)"—bla—c)"
Dy = Dgpp(0) =1imA,p(0) = lim ( ) ( ) .
c—b c—b c—b

Cette limite n’est autre que la dérivée en b de la fonction ¢ +— c(a — b)" — b(a — ¢)" ; apres calcul, on retrouve le résultat
précédent.

Remarque : 1a méme méthode permet de calculer plus généralement le déterminant

X1 ¢ ... ... c
b x ¢ c
b b Xy_1 €
b b b X
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3. Déterminant de Vandermonde

1 o aij_l

1 ap as ay!
Il s’agit du déterminant (d’ordre n > 2): V(ay,ay,...,a,) =

1 a, a2 ... a'!

ot les a; sont des éléments de K.

e 1Iere solution

En faisant les opérations élémentaires C; <— C; —a,C;_1 pour i variant de n a 2 on obtient :

1 0 0 e 0
1 m-—a a3—map ... ay '—ma?
V(ay,ag,...,a,) =
1 ap—ay a2—may, ... al'—aa?
2 n—1 n—2
ap, —ay ay —a1az cee My —ma,
ay—ay a:—ma, ... al~l—aal?
n—2
1 ap a,
n
=(ay—a1)--(ap—m)|: = . =11 —a)Viay,...,a0),
Do : i
1 a, an=2

et il ne reste plus qu’a faire une récurrence sur n > 2.

o 2eéme solution
En considérant V(ay, ...,a,) comme une fonction en 4, , on voit, en développant (fictivement) le déterminant par rapport
a la derniere ligne, qu'il s’agit d"un polynéme en a,, de degré < n — 1 et de coefficient dominant V(ay,...,a4,-1).
Or ce polyndme est nul dés que a, = a; pour i € [1;n — 1] (car la matrice de Vandermonde a alors 2 lignes égales), donc
les a; (1 < i< n—1)sontracinesde V(ay,...,a,) considéré comme polyndme en a, .
Si l'on suppose les a; distincts, on a ainsi obtenu 7 — 1 racines distinctes d’'un polynéme de degré < n — 1 donc, par
factorisation de ce polynome :

n—1

V(ay,...,a0) = V(ay, ..., ay-1) [ [ (an — a;)
i=1
et 1a encore on conclut par récurrence (pour étre complet, il faut ajouter que la formule reste vraie lorsque les a; ne sont
pas distincts, car alors le déterminant est nul).

On en déduit en particulier que :
V(ay,ay,...,a,) # 0 <= les a; sont deux & deux distincts.

Lien avec les polyndmes d’interpolation de Lagrange

Etant donnés n + 1 scalaires deux a deux distincts ag,aq,...,a, et n+ 1 scalaires (non nécessairement
distincts) bo, by, . . ., by, on sait qu'il existe un unique polynéme P € K[X] tel que P(a;) = b; pour tout
i.

Si l'on écrit ce polyndme dans la base canonique de Kj,[X], sous la forme

n
P=) AX,
j=0
déterminer P revient a résoudre le systeme de 7 + 1 équations a n + 1 inconnues (les A;) suivant :

n .
Vie[0;n+1], Y Al =b;.
j=0
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Or la matrice de ce systéme n’est autre que la matrice de Vandermonde V(ag,a1,...,a4); puisque cette
matrice est inversible, le systeme posséde une et une seule solution, ce qui redémontre I'existence et
I'unicité du polyndme P.

Exemple
Déterminer 1'unique polyndme P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :
P(0O)=-1 , P(2)=1 , P(-2)=1 et P(-1)=2.

— 1ere méthode (déja vue)

On écrit les polynémes d’interpolation de Lagrange élémentaires pour les points a0 =0, a1 =2, ap = —2 et a3 = —1:
Lo = “‘f}%i?ff*” =X XX
Ly = W = 21—4X3+%X2+11—2X
L= (j(Z()Xxi[f)él()thi)l) = ‘§X3 * %X2 + X
Ls = }(c—()l();z()i};)tzl) = X - 5X
Donc P= —Lo+ L+ Ly +2L3 = gx3+ %XL 13*0)(71,

— 2eme méthode, résolution d'un systeme
On écrit le polyndme cherché sous la forme P = x + yX +zX? + tX3. Les quatre égalités données sont équivalentes au
systéme :
x=-1
x+2y+4z+8t=1
x—2y+4z-8t=1
xX—y+z—t=2

qui est ici tres facile a résoudre.

VI. Orientation d’un espace vectoriel réel

Soient & et #' deux bases d'un R-espace vectoriel de dimension finie (non réduit a {0}), et P la matrice
de passage de % a #'.

Puisque P est une matrice inversible, on a detP # 0, et puisque le corps de base est R, on a forcément
detP > 0 ou det P < 0. Cela conduit a la notion suivante :

‘Théoreme 5:

Dans I’ensemble des bases de E, on définit une relation binaire par :

BRAB — det P% > 0.

Cette relation est une relation d’équivalence; de plus, il y a exactement deux classes d’équivalence.

& Démonstration:
1. - Laréflexivité est évidente : on a ARH pour toute base & puisque P = I, dans ce cas.

n —1
- La relation est symétrique : si ZR%’ alors B'R% puisque Pg, = (Pg ) .

" ! "
- Larelation est transitive : si ZR%’ et B'RAB" alors BRA"' puisque P% =P% x PZ, .

Donc A est bien une relation d’équivalence.

2. Si = (ey,...,en) estunebase, Z est en relation avec elle-méme mais pas avec &' = (—ey, ez, ...,€,).
Donc il y a au moins 2 classes d’équivalence. Et si 28" est une autre base, si elle n’est pas en relation avec & elle est forcément
en relation avec 4’ (car Pg;/ = PZ, x Pg/ ).
Il n’y a donc que ces deux classes d’équivalence.

Orienter I'espace vectoriel E, c’est choisir une des deux classes d’équivalence, que 1’on appelle classe
des bases directes, I’autre étant alors appelée classe des bases indirectes. (il n'y a que deux orientations
possibles).
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VII. Annexe : rappels de Sup sur les suites récurrentes linéaires

Les suites arithmético-géométriques ou les suites récurrentes linéaires peuvent apparaitre dans plusieurs
types d’exercices (calculs de déterminants, calculs de probabilités. . .). Il est donc important d’apprendre les
méthodes et formules rappelées ci-apres.

VIIL.1. Suites arithmético-géométriques

On considere ici 'ensemble des suites (uy),en a valeurs dans K = R ou C vérifiant une relation de
récurrence de la forme :
VneNN, uy,p1 =au, +0b

avec a, b € K.

¢ Si a = 1, la suite est tout simplement arithmétique de raison b et 'on a alors u, = ugy + nb pour tout
entier 7.

® Si a # 1, la suite constante égale a ¢ = 1—Ea vérifie bien la relation de récurrence (il suffit de résoudre

I’équation ¢ = al 4 b). Si l'on pose alors v, = u, — £ pour tout n, on a:
Vpi1 =Uyy1 — € = (aup +b) — (al+b) = a(u, — £) = av,,

de sorte que la suite (v),eN est géométrique de raison a. On aura donc v, = a"vy pour tout n, d’ott
'on tire finalement :

b b
Vn eN, Mn:Z)n—|—€:g” (Mo—l_a>—|-1_a.

Remarques
1. II ne faut bien siir pas retenir cette derniére formule par cceur mais seulement la méthode; les calculs
sont alors faciles a refaire.
2. Il faut savoir adapter les résultats dans le cas ol la suite n’est définie qu’a partir d’un rang ny.
Pour cela, il suffit de se rappeler que les formules deviennent :
— Uy = Uy, + (1 — ng)b pour une suite arithmétique de raison b ;

- v, = a7y, pour une suite géométrique de raison a.
VIL.2. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

On considere ici ’ensemble des suites (u,),en & valeurs dans K = R ou C qui vérifient une relation de la
forme :
VnelN, auyyp+buyq +cuy =0 (L)

aveca, b, ce K, a#0.

On <« sait » alors que 'ensemble . des solutions est un K-espace vectoriel de dimension 2.

On peut alors chercher des éléments particuliers de . : une suite géométrique n — " avec r € K*
appartient a . si et seulement si :

VneN, ar" 2+ b 4" =0 soit ar®+br+c=0.

L'équation (E;) : ar? + br + ¢ = 0 s’appelle I'équation caractéristique de la récurrence.
On étudie alors ses solutions. I faut distinguer deux cas, selon que le corps de base est R ou C. En notant
A le discriminant de ’équation caractéristique, on a les résultats suivants.

e SiK=C

- Si A # 0, (E.) posseéde deux racines distinctes 7 et r,; dans ce cas, les suites n — rfetn—ry
sont deux solutions linéairement indépendantes de (L). L'ensemble des solutions de (L) est donc
I’ensemble des suites de la forme :

un = M7+ Aot (A, A) € C2.

-Si A=0, (E) posséde une racine double r; dans ce cas, les suites n — 1" et n — nr’" sont deux
solutions linéairement indépendantes de (L). L'ensemble des solutions de (L) est alors I’ensemble des
suites de la forme :

Uy = (An+p)r", (A, ) € C2.
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e SiK=R
- Si A >0, on a les mémes résultats que ci-dessus (mais avec ici A1, Ay, A et u réels).

- Si A < 0,1’équation (E.) admet deux racines complexes non réelles conjuguées re*i?, et alors les suites

n— r" cosnb et n +— r" sinnb sont deux solutions linéairement indépendantes de (L). L'ensemble des
solutions de (L) est ici 'ensemble des suites de la forme :

up = (Acosnf + usinnd)r" , (A, u) € R%.

* ok x %
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