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Dans tout le cours d’algébre linéaire, K désigne R ou C.
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Applications p-linéaires

Définition 1

Soit p € N*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace vectoriel
F est une application f: EP — F telle que :

E — F

V] € [[] i PH ’ V(ﬂi),‘e [:pl—{i} ]Yapplicaﬁon partie“e ﬁ { X = f(a], ces A1, X, Ty ey, Clp)

est une application linéaire.

Plus simplement, on dit que : f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.
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Applications p-linéaires

Définition 1

Soit p € N*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace vectoriel
F est une application f: EP — F telle que :
. ) . . . E — F
V] € [[] ' PH ’ V(a;),‘e [:pl—{i} ]apphcatlon partle“e ﬁ { X = f((l]7 ces A1, X, Ty ey, Clp)
est une application linéaire.
Plus simplement, on dit que : f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

On notera .%,(E, F) I'ensemble des applications p-linéaires de E dans F. Il est facile de vérifier que c’est
un sous-espace vectoriel de A(EP, F).
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Applications p-linéaires

Définition 1

Soit p € N*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace vectoriel
F est une application f: EP — F telle que :

E — F

V] € [[] i PH ’ V(aj),‘e [:pl—{i} ]'application partie“e f; { X = f((]]7 ces A1, X, Ty ey, Clp)
est une application linéaire.
Plus simplement, on dit que : f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

On notera %, (E, F) 'ensemble des applications p-linéaires de E dans F. Il est facile de vérifier que c’est
un sous-espace vectoriel de A(EP, F).

Définition 2

Une forme p-linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application p-linéaire de EP dans K.

Lensemble .Z,(E, K) des formes p-linéaires sur E se note simplement %}, (E).
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Applications p-linéaires

Définition 1

Soit p € N*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace vectoriel
F est une application f: EP — F telle que :

E — F

V] € II] i Pﬂ ’ V(ai)iE[[]?P]]_{j} ]'application partie"e f; { X = f((J], ces A1, X, Ty ey, ap)
est une application linéaire.
Plus simplement, on dit que : f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

On notera %, (E, F) 'ensemble des applications p-linéaires de E dans F. Il est facile de vérifier que c’est
un sous-espace vectoriel de A(EP, F).

Définition 2
Une forme p-linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application p-linéaire de EP dans K.

Lensemble .Z,(E, K) des formes p-linéaires sur E se note simplement %}, (E).

Exemples

@ Dans un espace préhilbertien E, le produit scalaire est, par définition, une forme bilinéaire (voir cours
de lere année et chapitre suivant).
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Applications p-linéaires

Définition 1

Soit p € N*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace vectoriel
F est une application f: EP — F telle que :

E — F

V] € II] i Pﬂ ’ V(ai)iE[[]?P]]_{j} ]'application partie"e f; { X = f((J], ces A1, X, Ty ey, ap)
est une application linéaire.
Plus simplement, on dit que : f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

On notera %, (E, F) 'ensemble des applications p-linéaires de E dans F. Il est facile de vérifier que c’est
un sous-espace vectoriel de A(EP, F).

Définition 2
Une forme p-linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application p-linéaire de EP dans K.

Lensemble .Z,(E, K) des formes p-linéaires sur E se note simplement %}, (E).

Exemples

@ Dans un espace préhilbertien E, le produit scalaire est, par définition, une forme bilinéaire (voir cours
de lere année et chapitre suivant).

O Dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, le produit vectoriel est une application
bilinéaire.
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Applications p-linéaires

Définition 1

Soit p € N*. Une application p-linéaire sur un K-espace vectoriel E a valeurs dans un K-espace vectoriel
F est une application f: EP — F telle que :

E — F

V] € II] i Pﬂ ’ V(ai)iE[[]?P]]_{j} ]'application partie"e f; { X = f((]], ces A1, X, Ty ey, ap)
est une application linéaire.
Plus simplement, on dit que : f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

On notera %, (E, F) 'ensemble des applications p-linéaires de E dans F. Il est facile de vérifier que c’est
un sous-espace vectoriel de A(EP, F).

Définition 2
Une forme p-linéaire sur un K-espace vectoriel E est une application p-linéaire de EP dans K.

Lensemble .Z,(E, K) des formes p-linéaires sur E se note simplement %}, (E).

Exemples

@ Dans un espace préhilbertien E, le produit scalaire est, par définition, une forme bilinéaire (voir cours
de lere année et chapitre suivant).

O Dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, le produit vectoriel est une application
bilinéaire.

O Siles (pi)icigp sont des formes linéaires sur E, Iapplication (xi, ..., Xp) = @i(x) X - - X @p(xp)
est une forme p-linéaire sur E.
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Applications p-linéaires
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Applications p-linéaires

alors que si f est p-linéaire, on a :
fOxi, .., Axp) = NPf(xi, ..., Xp).
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Applications p-linéaires

A FOX, - Ax) = F(A(x, -0, %)) = Af(x, -, xp)

alors que si f est p-linéaire, on a :
fOxi, .., Axp) = NPf(xi, ..., Xp).
Définition 3
Une application p-linéaire f € Z,(E, F) est dite :
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Applications p-linéaires

A FOX, - Ax) = F(A(x, -0, %)) = Af(x, -, xp)

alors que si f est p-linéaire, on a :
fOxi, .., Axp) = NPf(xi, ..., Xp).
Définition 3
Une application p-linéaire f € Z,(E, F) est dite :
@ symétrique si, pour tout (i,j) € [I; p]? avec i < j, pour tout (xi)i<i<p € EP,
fOa, Xy Xy Xp) = f(Xiy - oo, Xy ooy Xiy o ooy Xp)

(c'est-a-dire que la valeur de [ est inchangée lorsque I'on permute deux arguments).
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Applications p-linéaires

A FOX, - Ax) = F(A(x, -0, %)) = Af(x, -, xp)

alors que si f est p-linéaire, on a :
fOxi, .., Axp) = NPf(xi, ..., Xp).
Définition 3
Une application p-linéaire f € Z,(E, F) est dite :
@ symétrique si, pour tout (i,j) € [I; p]? avec i < j, pour tout (xi)i<i<p € EP,
fOa, Xy Xy Xp) = f(Xiy - oo, Xy ooy Xiy o ooy Xp)
(c'est-a-dire que la valeur de [ est inchangée lorsque I'on permute deux arguments).
@ antisymétrique si, pour tout (i, /) € [1; p]® avec i < j, pour tout (xi)i<i<p € EP,
f, o Xiy o s Xy ooy Xp) = —f(X1, ooy Xy ooy Xiy oo, Xp)

(c'est-a-dire que la valeur de f est transformée en son opposée lorsque 'on permute deux arguments)
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Applications p-linéaires
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Démonstration

Soit f une forme p-linéaire antisymétrique, et soient i, j tels que 1< i < j < p.
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Démonstration

Soit f une forme p-linéaire antisymétrique, et soient i, j tels que 1< i < j < p.
Alors, pour toute famille (x,-)1g,<p € EP .
fGa,ooos Xi ooy X ooxp)=—f(X,-o0, X oo, Xi ..., Xp).

i-éme place j-éme place i-eme place j-éme place
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Démonstration

Soit f une forme p-linéaire antisymétrique, et soient i, j tels que 1< i < j < p.
Alors, pour toute famille (x,-)1g,<p € EP .

fGa,ooos Xi ooy X ooxp)=—f(X,-o0, X oo, Xi ..., Xp).
~~ ~—~ ~—~ =~
i-éme place j-éme place i-eme place j-éme place

En particulier, si x; = xj on obtient : f(xi,..., X ,..., xi ,...,xp)=0,cqfd

i-eme place j-éme place
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Applications p-linéaires

Q (x,...,xp) lice = f(x,...,x) =0.

@ On ne change pas la valeur de f(xi, ..., xp) si on ajoute a un des vecteurs une
combinaison linéaire des autres.

PSI* (1
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Applications p-linéaires

Proposition 1

Si f est une application p-linéaire antisymétrique alors, pour toute famille (x;)i<i<p € EP, ona :

f(xi,...,xp) = 0 dés qu'il existe deux indices i # j tels que x; = x;.

Corollaire:
Si f est une application p-linéaire antisymétrique, alors :
Q (x,...,xp) lice = f(x,...,xp) =0.

@ On ne change pas la valeur de f(xi, ..., Xp) si on ajoute a un des vecteurs une
combinaison linéaire des autres.

Démonstration

@ Silafamille (xi, ..., x,) est liée, un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. Pour simplifier

p
I'écriture, supposons que ¢a soit x; : xi = »_ \iX;.
f=}
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Applications p-linéaires

Proposition 1

Si f est une application p-linéaire antisymétrique alors, pour toute famille (x;)i<i<p € EP, ona :

f(xi,...,xp) = 0 dés qu'il existe deux indices i # j tels que x; = x;.

Corollaire:
Si f est une application p-linéaire antisymétrique, alors :
Q (x,...,xp) lice = f(x,...,xp) =0.
@ On ne change pas la valeur de f(xi, ..., Xp) si on ajoute a un des vecteurs une

combinaison linéaire des autres.
Démonstration

@ Silafamille (xi, ..., x,) est liée, un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. Pour simplifier

p
I'écriture, supposons que ¢a soit x; : xi = »_ \;x;. Alors, en utilisant la linéarité par rapport a la 1ére variable :
=

p P
f(x, .-, xp) :f(z)\,-x,-,xz,...,xp) = > Nif(xi, X2, . .., xp) = 0.
= =2 N——

=0
car 2 vecteurs égaux
et f antisymétrique
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Applications p-linéaires

Proposition 1

Si f est une application p-linéaire antisymétrique alors, pour toute famille (x;)i<i<p € EP, ona :

f(xi,...,xp) = 0 dés qu'il existe deux indices i # j tels que x; = x;.

Corollaire:
Si f est une application p-linéaire antisymétrique, alors :
Q (x,...,xp) lice = f(x,...,xp) =0.
@ On ne change pas la valeur de f(xi, ..., Xp) si on ajoute a un des vecteurs une

combinaison linéaire des autres.
Démonstration

@ Silafamille (xi, ..., x,) est liée, un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. Pour simplifier

p
I'écriture, supposons que ¢a soit x; : xi = »_ \;x;. Alors, en utilisant la linéarité par rapport a la 1ére variable :
=
p P
PO ) = F( 5 A3,y 3p) = 35 A x5 0) = 0.
= =2 N——
=0

car 2 vecteurs égaux
et f antisymétrique

2. Supposons, pour simplifier 'écriture, que I'on ajoute & x; un vecteur y qui est combinaison linéaire de x,, . . . , x,.
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Applications p-linéaires

Proposition 1

Si f est une application p-linéaire antisymétrique alors, pour toute famille (x;)i<i<p € EP, ona :

f(xi,...,xp) = 0 dés qu'il existe deux indices i # j tels que x; = x;.

Corollaire:
Si f est une application p-linéaire antisymétrique, alors :
Q (x,...,xp) lice = f(x,...,xp) =0.
@ On ne change pas la valeur de f(xi, ..., Xp) si on ajoute a un des vecteurs une

combinaison linéaire des autres.
Démonstration

@ Silafamille (xi, ..., x,) est liée, un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. Pour simplifier

p
I'écriture, supposons que ¢a soit x; : xi = »_ \;x;. Alors, en utilisant la linéarité par rapport a la 1ére variable :
=

p P
f(x, .-, xp) :f(z)\,-x,-,xz,...,xp) = > Nif(xi, X2, . .., xp) = 0.
= =2 N——

=0
car 2 vecteurs égaux
et f antisymétrique

2. Supposons, pour simplifier 'écriture, que I'on ajoute & x; un vecteur y qui est combinaison linéaire de x,, . . . , x,.
Alors f(xi 4y, %2, -, Xp) = f(x1, -, %) + f(ys %2, - - -, %) = f(xi, - . -, xp) puisque la famille (y, x;, ..., xp)
est liée.
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Déterminant d’'un éme de vecteurs
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Déterminant d’un systéme de vecteurs
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

* (vi)igign désigne une famille de vecteurs de E.

Le théoréme suivant est admis dans le cas général :

Théoréme 1
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

* (vi)igign désigne une famille de vecteurs de E.

Le théoréme suivant est admis dans le cas général :

Théoréme 1

@ CEtant donnée une base % = (e, ..., e,) de E, il existe une et une seule forme n-linéaire
antisymétrique ¢ sur E telle que (e, ..., en) =1.

Chapitre V : Déterminants Septembre 2022



Déterminant d’un systéme de vecteurs

* (vi)igign désigne une famille de vecteurs de E.

Le théoréme suivant est admis dans le cas général :

Théoréme 1

@ CEtant donnée une base % = (e, ..., e,) de E, il existe une et une seule forme n-linéaire
antisymétrique ¢ sur E telle que (e, ..., en) =1.
Elle s’appelle le déterminant dans la base # et est notée detgz :
et E" — K
- (V|7"'7Vn) = det.@(vh"‘vvn)
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

* (vi)igign désigne une famille de vecteurs de E.

Le théoréme suivant est admis dans le cas général :

Théoréme 1

@ CEtant donnée une base % = (e, ..., e,) de E, il existe une et une seule forme n-linéaire
antisymétrique ¢ sur E telle que (e, ..., en) =1.
Elle s’appelle le déterminant dans la base # et est notée detgz :
et E" — K
- (V|7"'7Vn) = det.@(vh"‘vvn)

@ Pour toute forme n-linéaire antisymétrique ¢ sur E, il existe un scalaire A tel que ¢ = Adetgg (ou,
en termes savants, 'ensemble des formes n-linéaires antisymétriques est la droite vectorielle
engendrée par detg).
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Démonstration (dans le cas n = 3)

On suppose E de dimension 3 muni d'une base 28 = (e, ez, e3). Soient v, vz, v3 des vecteurs de E et A = (aj) leur
matrice dans la base 2 (c'est-a-dire que les (aj)i<i<; sont les coordonnées dans 2 de vj).
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Démonstration (dans le cas n = 3)

On suppose E de dimension 3 muni d'une base 28 = (e, ez, e3). Soient v, vz, v3 des vecteurs de E et A = (aj) leur
matrice dans la base 2 (c'est-a-dire que les (aj)i<;<; sont les coordonnées dans 2 de v)).
Si ¢ est une forme 3-linéaire antisymétrique quelconque sur E on a alors, en développant par multilinéarité :

3 3 3
o(v, v, 1) = @ | 30 apeq, 37 aioeiy, 3 apser; | = > ainaiaysp(e;, e, ej).
= =l =l (2o ) € 1313
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Démonstration (dans le cas n = 3)

On suppose E de dimension 3 muni d'une base 28 = (e, ez, e3). Soient v, vz, v3 des vecteurs de E et A = (aj) leur
matrice dans la base 2 (c'est-a-dire que les (aj)i<;<; sont les coordonnées dans 2 de v)).
Si ¢ est une forme 3-linéaire antisymétrique quelconque sur E on a alors, en développant par multilinéarité :

3 3 3
o(v, v, 1) = @ | 30 apeq, 37 aioeiy, 3 apser; | = > ainaiaysp(e;, e, ej).
A= =l 3=l (i»izi3) € [13]3
Or dans la somme ci-dessus (qui comporte 27 termes), le nombre (e;, ej,, e;,) est nul dés que deux des indices i sont
égaux (car @ antisymétrique). Il reste donc :

Pl w) = 3 apapane(e; e, o).
i s
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Démonstration (dans le cas n = 3)

On suppose E de dimension 3 muni d'une base 28 = (e, ez, e3). Soient v, vz, v3 des vecteurs de E et A = (aj) leur
matrice dans la base 2 (c'est-a-dire que les (aj)i<;<; sont les coordonnées dans 2 de v)).
Si ¢ est une forme 3-linéaire antisymétrique quelconque sur E on a alors, en développant par multilinéarité :

3 3 3
p(v, v, 1) = (Z apeq, 3 ey, 3 a/’339i3> = > ainai2ai3 (e, eiy, ei).
= = =1 (irsip»i3) €[13]3

Or dans la somme ci-dessus (qui comporte 27 termes), le nombre (e;, ej,, e;,) est nul dés que deux des indices i sont
égaux (car @ antisymétrique). Il reste donc :

p(vi,v2, ) = >0 anaipnaizp(ei, e, ei).
i s

Il'y a exactement 3! = 6 triplets (i, i2, ) € {1,2,3}° d’éléments distincts. De plus, en utilisant 'antisymétrie de ¢ on a :

p(ez, e, e3) = p(es, e, e) = (e, e3, &2) = — (e, e2, e3)

et
p(ez, e3, @) = @(es, 1, e2) = +p(er, €2, €3).
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Démonstration (dans le cas n = 3)

On suppose E de dimension 3 muni d'une base 28 = (e, ez, e3). Soient v, vz, v3 des vecteurs de E et A = (aj) leur
matrice dans la base 2 (c'est-a-dire que les (aj)i<;<; sont les coordonnées dans 2 de v)).
Si ¢ est une forme 3-linéaire antisymétrique quelconque sur E on a alors, en développant par multilinéarité :

3 3 3
p(v, v, 1) = (Z apeq, 3 ey, 3 a/’339i3> = > ainai2ai3 (e, eiy, ei).
= = =1 (irsip»i3) €[13]3

Or dans la somme ci-dessus (qui comporte 27 termes), le nombre (e;, ej,, e;,) est nul dés que deux des indices i sont
égaux (car @ antisymétrique). Il reste donc :

p(vi,v2, ) = >0 anaipnaizp(ei, e, ei).
i s

Il'y a exactement 3! = 6 triplets (i, i2, ) € {1,2,3}° d’éléments distincts. De plus, en utilisant 'antisymétrie de ¢ on a :

p(ez, e, e3) = p(es, e, e) = (e, e3, &2) = — (e, e2, e3)

et
p(ez, e3, @) = @(es, 1, e2) = +p(er, €2, €3).
Il reste donc :

p(v, v, v3) = ((011022033 + anas a3 + 031012023) - (021012033 + azapas + 011032023))4!7(91, e, e3).
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Démonstration (dans le cas n = 3)

On suppose E de dimension 3 muni d'une base 28 = (e, ez, e3). Soient v, vz, v3 des vecteurs de E et A = (aj) leur
matrice dans la base 2 (c'est-a-dire que les (aj)i<;<; sont les coordonnées dans 2 de v)).
Si ¢ est une forme 3-linéaire antisymétrique quelconque sur E on a alors, en développant par multilinéarité :

3 3 3
p(vi, v, v3) = @ (Z apeq, 3 ey, 3 a/’339i3> = > ainaiaysp(e;, e, ej).
= = =1 (irsip»i3) €[13]3

Or dans la somme ci-dessus (qui comporte 27 termes), le nombre (e;, ej,, e;,) est nul dés que deux des indices i sont
égaux (car @ antisymétrique). Il reste donc :

p(vi,v2, ) = >0 anaipnaizp(ei, e, ei).
i s

Il'y a exactement 3! = 6 triplets (i, i2, ) € {1,2,3}° d’éléments distincts. De plus, en utilisant 'antisymétrie de ¢ on a :

p(ez, e, e3) = p(es, e, e) = (e, e3, &2) = — (e, e2, e3)

et
p(ez, e3, @) = @(es, 1, e2) = +p(er, €2, €3).
Il reste donc :

p(v, v, v3) = ((Gnazzass + anas a3 + 031012023) - (021012033 + azapas + 011032023))4!7(91, e, e3).
Donc si l'on impose ¢ (e, ez, e3) = 1, ¢ est unique et vaut :
detgz (v, v2, v3) = (anazas3 + anasa + anapazs) — (anapass + asazas + anasazs)
et pour toute autre forme 3-linéaire antisymétrique on a

© = p(el, ez, e3). detgz .
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Remarque

En anticipant un peu sur les définitions qui vont suivre, on vient ici de démontrer que le déterminant
d’une matrice 3 x 3 est donné par :

an  ap ag
an  ap ap| = (mapap + anapaz + anapas) — (anapas + ananag + anasas).
a3 ap a3y

On en déduit la « régle de Sarrus » (voir détails plus loin).
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Remarque

En anticipant un peu sur les définitions qui vont suivre, on vient ici de démontrer que le déterminant
d’une matrice 3 x 3 est donné par :

ay  ap ag
an  ap 43| = (anapas + anapap + a310pax3) — (an0pa33 + a31a2a0;3 + anasazs).
a3 ap  axp

On en déduit la « régle de Sarrus » (voir détails plus loin).

Cas général

Dans le cas d'un espace vectoriel E de dimension n € N*, si Z est une base de E et si (v, ..., vy) est
une famille de vecteurs de E dont la matrice dans la base B est A = (a;;) € M,(K), la méme
démonstration permet de montrer que detgg (v, .. ., vn) est une somme de n! termes, tous de la forme

+apay - - - ajpn

ou (i, 2, - . ., In) est une permutation de [1; n], c’est-a-dire une somme (avec des signes ) de produits
de n termes de la matrice, ol 'on a pris un terme dans chaque colonne avec des indices de lignes 2 a 2
distincts.
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Remarque

En anticipant un peu sur les définitions qui vont suivre, on vient ici de démontrer que le déterminant
d’une matrice 3 x 3 est donné par :

ay  ap ag
an  ap 43| = (anapas + anapap + a310pax3) — (an0pa33 + a31a2a0;3 + anasazs).
a3 ap  axp

On en déduit la « régle de Sarrus » (voir détails plus loin).

Cas général

Dans le cas d'un espace vectoriel E de dimension n € N*, si Z est une base de E et si (v, ..., vy) est
une famille de vecteurs de E dont la matrice dans la base B est A = (a;;) € M,(K), la méme
démonstration permet de montrer que detgg (v, .. ., vn) est une somme de n! termes, tous de la forme

+apay - - - ajpn

ou (i, 2, - . ., In) est une permutation de [1; n], c’est-a-dire une somme (avec des signes ) de produits
de n termes de la matrice, ol 'on a pris un terme dans chaque colonne avec des indices de lignes 2 a 2
distincts.
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Déterminant d’un systéme de vecteurs
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Déterminant d’u éme de vecteurs
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Déterminant d’u éme de vecteurs

signe.

@ Pour tout A € K, detgg(Aw, ..., Avp) = A detgg (v, ..., Va).
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Déterminant d’u éme de vecteurs

signe.
@ Pour tout A € K, detgg(Aw, ..., Avp) = A detgg (v, ..., Va).

@ Sila famille (v, ..., vn) est liée, le déterminant est nul.

Chapitre V : Déterminants Septembre 2022



Déterminant d’un systéme de vecteurs

Autrement dit, si
signe.

‘on échange deux vecteurs dans la famille (v, ..., v,), le déterminant change de

@ Pour tout A € K, detgg(Aw, ..., Avp) = A detgg (v, ..., Va).
@ Sila famille (v, ..., vn) est liée, le déterminant est nul.

@ On ne change pas le déterminant d’un systéme de vecteurs si I'on ajoute a 'un d’entre eux une
combinaison linéaire des autres.
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Autrement dit, si Ton échange deux vecteurs dans la famille (v, ..., v»), le déterminant change de
signe.

@ Pour tout A € K, detgg(Aw, ..., Avp) = A detgg (v, ..., Va).
@ Sila famille (v, ..., vn) est liée, le déterminant est nul.

@ On ne change pas le déterminant d’un systéme de vecteurs si I'on ajoute a 'un d’entre eux une
combinaison linéaire des autres.

Proposition 2

Soient % et A’ deux bases de E. Alors :
Q V(v,...,vn) EE", detggr (v, ..., vn) = detg (B).detz(v,..., ).
9 det g/ () x det@(.@') =1
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Autrement dit, si Ton échange deux vecteurs dans la famille (v, ..., v»), le déterminant change de
signe.

@ Pour tout A € K, detgg(Aw, ..., Avp) = A detgg (v, ..., Va).
@ Sila famille (v, ..., vn) est liée, le déterminant est nul.

@ On ne change pas le déterminant d’un systéme de vecteurs si I'on ajoute a 'un d’entre eux une
combinaison linéaire des autres.

Proposition 2

Soient % et A’ deux bases de E. Alors :
Q V(v,...,vn) EE", detggr (v, ..., vn) = detg (B).detz(v,..., ).
9 det g/ () x det@(.@') =1

Démonstration

@ det/ est une forme n-linéaire antisymétrique, donc il existe A € K tel que detgs = . detgs.
En particulier, on aura : det g/ (2) = A. detg (%) = A
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Déterminant d’un systéme de vecteurs

Autrement dit, si Ton échange deux vecteurs dans la famille (v, ..., v»), le déterminant change de
signe.

@ Pour tout A € K, detgg(Aw, ..., Avp) = A detgg (v, ..., Va).
@ Sila famille (v, ..., vn) est liée, le déterminant est nul.

@ On ne change pas le déterminant d’un systéme de vecteurs si I'on ajoute a 'un d’entre eux une
combinaison linéaire des autres.
Proposition 2

Soient % et A’ deux bases de E. Alors :
Q V(v,...,vn) EE", detggr (v, ..., vn) = detg (B).detz(v,..., ).
9 det g/ () x det@(.@') =1

Démonstration

@ La relation précédente appliquée aux vecteurs de la base 28’ donne :
detgy/ (B') = det gy (B). detzn(B') .
———

=1
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Déterminant d’u éme de vecteurs

Théoréme 2

Soit (4, ..., vs) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n, et Z une base de E.
Alors :
(v, ..., vn) est une base de E <= detg(w,...,vn) # 0.
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Théoréme 2

Soit (4, ..., vs) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n, et Z une base de E.
Alors :

(v, ..., vn) est une base de E <= detg(w,...,vn) # 0.

Démonstration

@ On a déja vu que (v, ..., vy) litke = detgg (v, ..., v,) = 0 puisque detgz est antisymétrique. Par
contraposition, on obtient :

detgg(vi, ..., vn) Z0= (u,...,v) libre = (v, ..., v,) base.
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Théoréme 2

Soit (4, ..., vs) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n, et Z une base de E.
Alors :

(v, ..., vn) est une base de E <= detg(w,...,vn) # 0.

Démonstration
@ On a déja vu que (v, ..., vy) litke = detgg (v, ..., v,) = 0 puisque detgz est antisymétrique. Par
contraposition, on obtient :
detgg(vi, ..., vn) Z0= (u,...,v) libre = (v, ..., v,) base.
@ Réciproquement, si (v, . . ., v,) est une base %8’de L, la relation det /(%) X detg(%’) = 1implique que

detgs (B') # 0.
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Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
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Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgg (u(v),...,u(vn)) = detu.detgz(v,...,vn)
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgg (u(v),...,u(vn)) = detu.detgz(v,...,vn)

Démonstration

@ Lapplication ¢z : (v, ..., vn) —> detgg (u(w), ..., u(vs)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et detg
est n-linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Démonstration

@ Lapplication ¢z : (v, ..., vn) —> detgg (u(w), ..., u(vs)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et detg
est n-linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).

Donc il existe Ag tel que 0 = Ag. detg, soit
V(... va) € E", detgg (u(n), ..., u(va)) = Ag.detz(n,..., V)
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Démonstration
@ Lapplication ¢z : (v, ..., vn) —> detgg (u(w), ..., u(vs)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et detg
est n-linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).
Donc il existe Ag tel que 0 = Ag. detg, soit
V(... va) € E", detgg (u(n), ..., u(va)) = Ag.detz(n,..., V)
En particulier, puisque detgz(28) =1, 0n a A = detg (u(B)).
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Démonstration

@ Lapplication ¢z : (v, ..., vn) —> detgg (u(w), ..., u(vs)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et detg
est n-linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).
Donc il existe Ag tel que 0 = Ag. detg, soit
V(... va) € E", detgg (u(n), ..., u(va)) = Ag.detz(n,..., V)
En particulier, puisque detgz(28) =1, 0n a A = detg (u(B)).

@ Il reste a vérifier que Ag ne dépend pas de 2.
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(2)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Démonstration
@ Lapplication ¢z : (v, ..., vn) —> detgg (u(w), ..., u(vs)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et detg
est n-linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).
Donc il existe Ag tel que 0 = Ag. detg, soit
V(... va) € E", detgg (u(n), ..., u(va)) = Ag.detz(n,..., V)
En particulier, puisque detgz(28) =1, 0n a A = detg (u(B)).

@ |l reste a vérifier que Agg ne dépend pas de . Si %’ est une autre base de E, on a, par définition de \g :
detgg (u(@')) =z detg(@l)
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Démonstration

@ Lapplication ¢z : (v, ..., vn) —> detgg (u(w), ..., u(vs)) est une forme n-linéaire (car u est linéaire et detg
est n-linéaire) et antisymétrique (car on change son signe en échangeant deux des vecteurs).

Donc il existe Ag tel que 0 = Ag. detg, soit
V(... va) € E", detgg (u(n), ..., u(va)) = Ag.detz(n,..., V)
En particulier, puisque detgz(28) =1, 0n a A = detg (u(B)).

@ |l reste a vérifier que Agg ne dépend pas de . Si %’ est une autre base de E, on a, par définition de \g :
detgg (u(:@')) =z detg(;@l)

Or detgg (u(B')) = detz(B'). det gy (u(.%l), dou Az = Ag.
[ ——

=Aggr
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Propriétés

Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :

detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.

En effet, u € GL(E) si et seulement si u(28) est une base de E, ce qui équivaut a detgg (u(%)) # 0 en
vertu du théoréme 2.
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.
© Soient u,v € Z(E). Alors : det(uo v) = detu x detv.
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.

© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :

detgz (u(v),...,u(va)) = detu.detgg(v,...,vn)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.
© Soient u,v € Z(E). Alors : det(uo v) = detu x detv.

En effet, det(u o v) = detgg (uo v(#B)) = detg (u[v(#)]) = detu.detg (v(#)) = detu.detv.
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3
E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgg (u(v),...,u(vn)) = detu.detgg(v,...,va)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.
© Soient u,v € Z(E). Alors : det(uo v) = detu x detv.
1

Q Siu € GL(E), det(u™") = — -
detu

Septembre 2022
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3
E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgg (u(v),...,u(vn)) = detu.detgg(v,...,va)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.
© Soient u,v € Z(E). Alors : det(uo v) = detu x detv.
1

Q Siu€ GL(E), det(u™") = — -
detu

Car uo u~' = Idg et on applique les deux résultats précédents.

Septembre 2022
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Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 3

E désigne toujours un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € Z(E).
@ Le scalaire detgg (u(£)) est indépendant de la base Z choisie.
Ce scalaire s’appelle le déterminant de I'endomorphisme u, noté det u.
© On a alors : pour toute base % de E et toute famille de vecteurs (vi)i<i<n € E” :
detgg (u(v),...,u(vn)) = detu.detgg(v,...,va)

Propriétés
Q det(ldg) =1 (car detgg Z = 1)
Q uEGL(E) < detu##0.
© Soient u,v € Z(E). Alors : det(uo v) = detu x detv.
1

detu
Q Siue Z(E) et A € K, det(Au) = X detu.

Q Siu€ GL(E), det(u™") =
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Définition 4

Soit A = (a,-,-)lg,'d-g,, € M,(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vi)ici<n une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.
Alors, par définition :

detA =detg(vi,...,vs) = detu.

Chapitre V : Déterminants Septembre 2022



Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘/‘)]g,‘,ign E Mn(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.
Alors, par définition :

detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés

Q det/, =1
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘/‘)]g,‘,ign E Mn(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.
Alors, par définition :

detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés

Q det/, =1
Q A€ GL(K) <= detA#0
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘/‘)]g,‘,ign E Mn(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.
Alors, par définition :

detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés
Q det/, =1
Q A€ GL(K) <= detA#0
© SiA BE My(K), det(AB) = detA x det B
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (aj)i<ijcn € Ma(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.

Alors, par définition :
detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés

Q det/, =1
Q A€ GL(K) <= detA#0
© SiA BE My(K), det(AB) = detA x det B

Q SiA € GLy(K), det(A™") = o
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘/‘)]g,‘,ign E Mn(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.
Alors, par définition :

detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés
Q det/, =1
Q A€ GL(K) <= detA#0
© SiA BE My(K), det(AB) = detA x det B
Q SiA € GLy(K), det(A™") = o
@ SiAe My(K)et X € K, det(A) = \"det A
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (aj)i<ijcn € Ma(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.

Alors, par définition :
detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés
Q det/, =1
Q A€ GL(K) <= detA#0
© SiA BE My(K), det(AB) = detA x det B
Q SiA € GLy(K), det(A™") = o
@ SiAe My(K)et X € K, det(A) = \"det A

@ Deux matrices semblables ont méme déterminant.
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘,‘)]g,‘,l'gn E Mn(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.

Alors, par définition :
detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés
Q det/, =1
Q A€ GL(K) <= detA#0
© SiA BE My(K), det(AB) = detA x det B
Q SiA € GLy(K), det(A™") = o
Q SiAe My(K)et X € K, det(M) = X" detA

©Q Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration
Les 5 premiéres propriétés découlent directement de celles concernant le déterminant d’'un endomorphisme. Démontrons
la derniére.
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘,‘)]g,‘,l'gn € Mu(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.

Alors, par définition :
detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés
Q det/, =1
Q A€ GL(K) < detA# 0
Q SiA, B e My(K), det(AB) = detA x det B
Q SiA € GLy(K), det(A™") = o
Q SiAe My(K)et X € K, det(M) = X" detA

Q Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration
Les 5 premiéres propriétés découlent directement de celles concernant le déterminant d’'un endomorphisme. Démontrons
la derniére.
@ Si Aet A’ sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme u dans des bases différentes, donc
det A = detu = det A'.
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (a,‘,‘)]g,‘,/gn € M,(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.
Alors, par définition :

detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés
Q det/, =1
Q A€ GL(K) < detA# 0
Q SiA, B e My(K), det(AB) = detA x det B
Q SiA € GLy(K), det(A™") = o
Q SiAe My(K)et X € K, det(M) = X" detA

Q Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration
Les 5 premiéres propriétés découlent directement de celles concernant le déterminant d’'un endomorphisme. Démontrons
la derniére.
@ Si Aet A’ sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme u dans des bases différentes, donc
det A = detu = det A'.

@ On peut aussi utiliser la relation A’ = P~'AP avec P € GL,(K) : det(P~'AP) = det(P™"). det A. det P = det A.
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Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4

Soit A = (aj)i<ijcn € Ma(K) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ¢ une base de E, et u € Z(E) tel que A= Mgz, (u).
Soit (vihicicn une famille de vecteurs de E, telle que A est la matrice de cette famille dans la base 2.

Alors, par définition :
detA = detgg (v, ..., vn) = detu.

Propriétés

Q det/, =1

Q A€ GL(K) <= detA#0

© SiA BE My(K), det(AB) = detA x det B

Q SiA € GLy(K), det(A™") = o

@ SiAe My(K)et X € K, det(A) = \"det A

@ Deux matrices semblables ont méme déterminant.

an cee in

Notation : le déterminant de A = (a;) € M;(K) se note aussi :

am ... am
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Déterminant d’'une matrice carrée
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 3

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.

Démonstration

On peut supposer T triangulaire supérieure, le raisonnement est identique pour une matrice triangulaire
inférieure.
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 3

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.

Démonstration

On peut supposer T triangulaire supérieure, le raisonnement est identique pour une matrice triangulaire
inférieure.

ay az @3 ... ap 1T ap a3 ... ap
0 ap a3 ... an 0 ap a3 ... ap

Soitdonc T= |0 0 a8 - @0 Ajgrs detT = ap 0 0 ag ... ag , en utilisant la
0 0 Qann, 0 ... ... 0 Qnn

linéarité par rapport a la premiére colonne.
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 3

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.

Démonstration

On peut supposer T triangulaire supérieure, le raisonnement est identique pour une matrice triangulaire
inférieure.

ay az @3 ... ap 1T ap a3 ... ap
0 ap a3 ... an 0 ap a3 ... ap

Soitdonc T= |0 0 a8 - @0 Ajgrs detT = ap 0 0 ag ... ag , en utilisant la
0 0 Qann, 0 ... ... 0 Qnn

linéarité par rapport a la premiére colonne.

Puis en effectuant les opérations élémentaires C; «— G — a;G, qui ne changent pas le déterminant, on

1 0 0 . 0

0 ap a3 ... an
obtient det T = ay 0 0 as ... a4

0 0 Ann
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 3

Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux.

Démonstration

On peut supposer T triangulaire supérieure, le raisonnement est identique pour une matrice triangulaire
inférieure.

ay az @3 ... ap 1T ap a3 ... ap
0 ap a3 ... an 0 ap a3 ... ap

Soitdonc T= |0 0 a8 - @0 Ajgrs detT = ap 0 0 ag ... ag , en utilisant la
0 0 Qann, 0 ... ... 0 Qnn

linéarité par rapport a la premiére colonne.

Puis en effectuant les opérations élémentaires C; «— G — a;G, qui ne changent pas le déterminant, on

1 0 0 . 0 1 0 0 e 0

0 ap a3 ... an 0 1 a3 ... an
obtient det T = ay 0 0 as ... @ Ong, ensuite detT = anay 0 0 am ... as ,en

0 ... ... 0 Qnn 0 ... ... 0 Qnn

utilisant la linéarité par rapport a la seconde colonne, etc... jusqu’a arriver a det T = anaz - - - ann det(/n).
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Déterminant d’'une matrice carrée
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).

Dans le cas général, on sait, d'aprés la méthode du pivot de Gauss, que A peut s'écrire A = QT ou Q est une matrice
(inversible) produit de matrices d'opérations élémentaires et ou T est triangulaire supérieure. Notons Q = EE; . . . E, ou
les E; sont des matrices d'opérations élémentaires.
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).

Dans le cas général, on sait, d'aprés la méthode du pivot de Gauss, que A peut s'écrire A = QT ou Q est une matrice
(inversible) produit de matrices d'opérations élémentaires et ou T est triangulaire supérieure. Notons Q = EE; . . . E, ou
les E; sont des matrices d'opérations élémentaires.

Or toute matrice d'opération élémentaire est soit symétrique (échange de lignes) soit triangulaire supérieure (transvection
et dilatation). On aura donc det E; = det 'E; pour tout i d'oti I'on tire det Q = det ‘Q. Puisque I'on a aussi det T = det T,
on aura det ‘A = det('T'Q) = det('T) det('Q) = det T. det Q = det A.
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).
Dans le cas général, on sait, d'aprés la méthode du pivot de Gauss, que A peut s'écrire A = QT ou Q est une matrice
(inversible) produit de matrices d'opérations élémentaires et ou T est triangulaire supérieure. Notons Q = EE; . . . E, ou
les E; sont des matrices d'opérations élémentaires.
Or toute matrice d'opération élémentaire est soit symétrique (échange de lignes) soit triangulaire supérieure (transvection
et dilatation). On aura donc det E; = det 'E; pour tout i d'oti I'on tire det Q = det ‘Q. Puisque I'on a aussi det T = det T,
on aura det ‘A = det('T'Q) = det('T) det('Q) = det T. det Q = det A.
Précisions et rappels sur la méthode du pivot :
@ Si A" est la matrice obtenue a partir de A par lopération L; <— L + AL; (i # j), ona A’ = PA ot P = I, + AEj.
@ Si A’ la matrice obtenue a partie de A par lopération L; < AL; (A € K*), ona A’ = PA, o0 P = I, + (XA — 1)E;i.

@ Si A’ est la matrice obtenue a partie de A par l'opération L; <+ Lj,ona: A =PhouP=I,— Ei— Ej + Ej + Ej.
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).
Dans le cas général, on sait, d'aprés la méthode du pivot de Gauss, que A peut s'écrire A = QT ou Q est une matrice
(inversible) produit de matrices d'opérations élémentaires et ou T est triangulaire supérieure. Notons Q = EE; . . . E, ou
les E; sont des matrices d'opérations élémentaires.
Or toute matrice d'opération élémentaire est soit symétrique (échange de lignes) soit triangulaire supérieure (transvection
et dilatation). On aura donc det E; = det 'E; pour tout i d'oti I'on tire det Q = det ‘Q. Puisque I'on a aussi det T = det T,
on aura det ‘A = det('T'Q) = det('T) det('Q) = det T. det Q = det A.
Précisions et rappels sur la méthode du pivot :
@ Si A" est la matrice obtenue a partir de A par lopération L; <— L + AL; (i # j), ona A’ = PA ot P = I, + AEj.
@ Si A’ la matrice obtenue a partie de A par lopération L; < AL; (A € K*), ona A’ = PA, o0 P = I, + (XA — 1)E;i.

@ Si A’ est la matrice obtenue a partie de A par l'opération L; <+ Lj, ona: A =PhouP=I,— Ei— Ej + Ej + Eji.

Remarque : La proposition ci-dessus permet, pour calculer un déterminant, d'utiliser les mémes
opérations sur les lignes que sur les colonnes. En particulier :

@ si on échange deux lignes d'une matrice, le déterminant change de signe ;
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).
Dans le cas général, on sait, d'aprés la méthode du pivot de Gauss, que A peut s'écrire A = QT ou Q est une matrice
(inversible) produit de matrices d'opérations élémentaires et ou T est triangulaire supérieure. Notons Q = EE; . . . E, ou
les E; sont des matrices d'opérations élémentaires.
Or toute matrice d'opération élémentaire est soit symétrique (échange de lignes) soit triangulaire supérieure (transvection
et dilatation). On aura donc det E; = det 'E; pour tout i d'oti I'on tire det Q = det ‘Q. Puisque I'on a aussi det T = det T,
on aura det ‘A = det('T'Q) = det('T) det('Q) = det T. det Q = det A.
Précisions et rappels sur la méthode du pivot :
@ Si A" est la matrice obtenue a partir de A par lopération L; <— L + AL; (i # j), ona A’ = PA ot P = I, + AEj.
@ Si A’ la matrice obtenue a partie de A par lopération L; < AL; (A € K*), ona A’ = PA, o0 P = I, + (XA — 1)E;i.

@ Si A’ est la matrice obtenue a partie de A par l'opération L; <+ Lj, ona: A =PhouP=I,— Ei— Ej + Ej + Eji.

Remarque : La proposition ci-dessus permet, pour calculer un déterminant, d'utiliser les mémes
opérations sur les lignes que sur les colonnes. En particulier :

@ si on échange deux lignes d'une matrice, le déterminant change de signe ;
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Déterminant d’une matrice carrée

Proposition 4

Si A€ My(K), det("A) = detA .

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, le résultat est vrai si la matrice A est triangulaire (car le déterminant est le produit des
éléments diagonaux).
Dans le cas général, on sait, d'aprés la méthode du pivot de Gauss, que A peut s'écrire A = QT ou Q est une matrice
(inversible) produit de matrices d'opérations élémentaires et ou T est triangulaire supérieure. Notons Q = EE; . . . E, ou
les E; sont des matrices d'opérations élémentaires.
Or toute matrice d'opération élémentaire est soit symétrique (échange de lignes) soit triangulaire supérieure (transvection
et dilatation). On aura donc det E; = det 'E; pour tout i d'oti I'on tire det Q = det ‘Q. Puisque I'on a aussi det T = det T,
on aura det ‘A = det('T'Q) = det('T) det('Q) = det T. det Q = det A.
Précisions et rappels sur la méthode du pivot :
@ Si A" est la matrice obtenue a partir de A par lopération L; <— L + AL; (i # j), ona A’ = PA ot P = I, + AEj.
@ Si A’ la matrice obtenue a partie de A par lopération L; < AL; (A € K*), ona A’ = PA, o0 P = I, + (XA — 1)E;i.

@ Si A’ est la matrice obtenue a partie de A par l'opération L; <+ Lj, ona: A =PhouP=I,— Ei— Ej + Ej + Eji.
Remarque : La proposition ci-dessus permet, pour calculer un déterminant, d'utiliser les mémes
opérations sur les lignes que sur les colonnes. En particulier :

@ si on échange deux lignes d'une matrice, le déterminant change de signe ;

@ si 'on multiplie une ligne d’'une matrice par un scalaire A, le déterminant est multiplié par \;
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Calculs de déterminants

Si A € M,(K) est écrite par blocs sous la forme A= |. , alors det A = det A'.
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Calculs de déterminants

Si A € M,(K) est écrite par blocs sous la forme A= |. A , alors det A = det A'.

Démonstration

D'abord, en effectuant les opérations élémentaires C; <— C; — a;;G, qui ne changent pas le déterminant,

on obtient
1 0 ... 0

0
detA =
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Calculs de déterminants

Si A € M,(K) est écrite par blocs sous la forme A , alors det A = det A'.

AY

Démonstration

D'abord, en effectuant les opérations élémentaires C; <— C; — a;;G, qui ne changent pas le déterminant,
on obtient

10 ... 0
0
detA = ,
: A
0
Alors, en notant Cj, .. ., C; les colonnes de A, il est clair que l'application (Cj, ..., C}) — detA sera une

forme (n —1)-linéaire antisymétrique :
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Calculs de déterminants

Si A € M,(K) est écrite par blocs sous la forme A= |. A , alors det A = det A'.

Démonstration

D'abord, en effectuant les opérations élémentaires C; <— C; — a;;G, qui ne changent pas le déterminant,
on obtient

10 ... 0
0
detA = ,
: A
0
Alors, en notant Cj, .. ., C; les colonnes de A, il est clair que l'application (Cj, ..., C}) — detA sera une

forme (n —1)-linéaire antisymétrique :
(en effet, par exemple si on multiplie C; par A, cela revient a multiplier G, par A donc le déterminant est
multiplié par A, et si C/ = C/ avec i # j, on a aussi G; = j dont det A est nul)..
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Calculs de déterminants

Si A € M,(K) est écrite par blocs sous la forme A= |. A , alors det A = det A'.

Démonstration

D'abord, en effectuant les opérations élémentaires C; <— C; — a;;G, qui ne changent pas le déterminant,
on obtient

10 ... 0
0
detA = ,
: A
0
Alors, en notant Cj, .. ., C; les colonnes de A, il est clair que l'application (Cj, ..., C}) — detA sera une

forme (n —1)-linéaire antisymétrique :

(en effet, par exemple si on multiplie C; par A, cela revient a multiplier G, par A donc le déterminant est
multiplié par A, et si C/ = C/ avec i # j, on a aussi G; = j dont det A est nul)..

Il résulte alors du théoréme 1 page 26 qu'il existe un scalaire A indépendant de A’ tel que det A = X det A'.
En prenant ensuite A’ = I,_, on trouve X = 1.
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Calculs de déterminants
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Calculs de déterminants

M (K).
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Calculs de déterminants

i=1
M (K).

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la j-éme variable on obtient :

n n
detA = detgg, (Gi...,Go1, Y ki, Giyry. o, Co) = ajdeteg, (G,..., G1, B, G, oo, Ga).

i=1 i=1
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Calculs de déterminants

‘ =l
M (K).

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la j-éme variable on obtient :

n n
detA = detgg, (Gi...,Go1, Y ki, Giyry. o, Co) = ajdeteg, (G,..., G1, B, G, oo, Ga).

i=1 i=1

n
Ainsi : det A= 3" aj det(Aj) (*), ou Aj est la matrice :
=

Ai=1 G - Gl Gy - G < i ligne
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™
colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™

colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

Démonstration

Dans Aj, on effectue les j — 1 transpositions G <+ G_1, G_1 <+ G_3,..., G <> . Le déterminant obtenu
est celui de (E;, G, ..., G—1, G, ..., Gy), et il est égal a (—1)/~" det(Aj;) puisque I'on a effectué j — 1
échanges de colonnes.
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™

colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

Démonstration

Dans Aj, on effectue les j — 1 transpositions G <+ G_1, G_1 <+ G_3,..., G <> . Le déterminant obtenu
est celui de (E;, G, ..., G—1, G, ..., Gy), et il est égal a (—1)/~" det(Aj;) puisque I'on a effectué j — 1
échanges de colonnes.

Soient (L, Lz, . . ., Ln) les lignes de la matrice obtenue.
Si on effectue maintenant sur les lignes de cette matrice i — 1 transpositions de fagon similaire a la
précédente, on obtient le déterminant de la matrice dont les lignes sont (Lj, L, . . ., Li—1, Li+1, . . ., Ln).
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™

colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

Démonstration

Dans Aj, on effectue les j — 1 transpositions G <+ G_1, G_1 <+ G_3,..., G <> . Le déterminant obtenu
est celui de (E;, G, ..., G—1, G, ..., Gy), et il est égal a (—1)/~" det(Aj;) puisque I'on a effectué j — 1
échanges de colonnes.
Soient (L, Lz, . . ., Ln) les lignes de la matrice obtenue.
Si on effectue maintenant sur les lignes de cette matrice i — 1 transpositions de fagon similaire a la
précédente, on obtient le déterminant de la matrice dont les lignes sont (Lj, L, . . ., Li—1, Li+1, . . ., Ln).
1
0
Ce déterminant est en fait égal a |. ’ , ol A§l’ est la matrice obtenue a partir de A en
. A
0

supprimant la 7™ ligne et la j°™ colonne.
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™

colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

Démonstration

Dans Aj, on effectue les j — 1 transpositions G <+ G_1, G_1 <+ G_3,..., G <> . Le déterminant obtenu
est celui de (E;, G, ..., G—1, G, ..., Gy), et il est égal a (—1)/~" det(Aj;) puisque I'on a effectué j — 1
échanges de colonnes.
Soient (L, Lz, . . ., Ln) les lignes de la matrice obtenue.
Si on effectue maintenant sur les lignes de cette matrice i — 1 transpositions de fagon similaire a la
précédente, on obtient le déterminant de la matrice dont les lignes sont (Lj, L, . . ., Li—1, Li+1, . . ., Ln).
1
0
Ce déterminant est en fait égal a |. ’ , ol A§l’ est la matrice obtenue a partir de A en
. A
0
supprimant la i°™ ligne et la j*™ colonne.
En utilisant le lemme précédent, on obtient det(A;) = (—1)~'(=1)/~" det(A}) = (—])i+fdet(A§]-).

eme
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™
colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

La formule () s’écrit donc :

n

detA = Z(—])H—ia,‘,‘A,‘i.

i=1
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™
colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

La formule () s’écrit donc :

n

detA = Z(—l)f+iaiinj.

i=1

Cette formule s'appelle le développement de det A selon la j2™ colonne .
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™
colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

La formule () s’écrit donc :

n

detA = Z(—])H—ja,‘jA,‘j.

i=1

Cette formule s'appelle le développement de det A selon la j2™ colonne .

n
En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la ¢ ligne, que l'on écrit L; = ajie; ou e; est le
ij €j ]

=
jeme vecteur ligne de la base canonique de K", on obtient de la méme facon :
n
detA = > (-))"Ta;a;
=
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Calculs de déterminants

Proposition 5

On a : det(Aj) = (=1) Ay, ot Aj est le déterminant obtenu en supprimant la 7™ ligne et la j*™
colonne de la matrice A.

Aj; s'appelle le mineur d'indice (i, /) de la matrice A, et (—1)"" A s'appelle le cofacteur d’indice (i, /).

La formule () s’écrit donc :

n

detA = Z(—])H—ja,‘jA,‘j.

i=1

Cette formule s'appelle le développement de det A selon la j2™ colonne .

n
En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la i°™ ligne, que Ton écrit L; = Y ajjej ou & est le
Jj=1
jeme vecteur ligne de la base canonique de K", on obtient de la méme facon :
n
detA = > (-))"Ta;a;
=
Cette formule sappelle le développement de det A selon la i#™ ligne.
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Calculs de déterminants

Exemple : calcul d’'un déterminant 3 X 3 et régle de Sarrus
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Calculs de déterminants

Exemple : calcul d’'un déterminant 3 X 3 et régle de Sarrus

ay  ap  ag
Soit a calculer A = |ay  ax  ax|.

as azp  ass
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Calculs de déterminants

Exemple : calcul d’'un déterminant 3 X 3 et régle de Sarrus

ay  ap  ag
Soit a calculer A = |ay  ax  ax|.

as asy asz
@ Sil'on développe par rapport a la 1ére colonne, on a :

ap  ap ap ag ap ag
A=a —ax + a3
ap a3 ap  asn an  an

an(axas — apan — an(apas — azaz) + as(apas — azaxn)
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Calculs de déterminants

Exemple : calcul d’'un déterminant 3 X 3 et regle de Sarrus

ay  ap  ag
Soit a calculer A = |ay  ax  ax|.

as asy asz
@ Sil'on développe par rapport a la 1ére colonne, on a :

ap  ap ap ag ap ag
A=a —ax + a3
ap a3 ap  asn an  an

an(axnas — apan — an(apas;s — azaz) + as(apas — azax)
@ et en développant par rapport a la 2éme ligne par exemple on a :

ap ag i ap ay  ap
A= —ay + axn —axy
ap  axp ay  azp a3 axp
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Calculs de déterminants

Exemple : calcul d’'un déterminant 3 X 3 et regle de Sarrus

ay  ap  ag
Soit a calculer A = |ay  ax  ax|.

as as ass
@ Sil'on développe par rapport a la 1ére colonne, on a :

ap  ap ap ag ap ag
A=a —ax + a3
ap a3 ap  asn an  an

= an(azpas — anas — an(apas — a3an) + an(dras — azaz)
@ et en développant par rapport a la 2éme ligne par exemple on a :

ap ag i ap ay  ap
A= —ay + ax — axy
ap  axp ay  azp a3 axp

@ Dans les deux cas on trouve A = anaxas + apa3as + aanap — apdxas — anasas; — ad;as, ce qui peut
étre illustré par le schéma :
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Calculs de déterminants

Exemple : calcul d’'un déterminant 3 X 3 et regle de Sarrus

ay  ap  ag
Soit a calculer A = |ay  ax  ax|.

as as ass
@ Sil'on développe par rapport a la 1ére colonne, on a :

ap  ap ap ag ap ag
A=a —ax + a3
ap a3 ap  asn an  an

= an(axax — apap — an(apas — azasn) + ay(aaxs — azaz)

@ et en développant par rapport a la 2éme ligne par exemple on a :

ap ag i ap ay  ap
A= —ay + ax — axy
ap  axp ay  azp a3 axp

@ Dans les deux cas on trouve A = anaxas + apa3as + aanap — apdxas — anasas; — ad;as, ce qui peut
étre illustré par le schéma :

+ o+ o+
ayn a2 a3 ayn a2
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Théoréme 4: calcul d’un déterminant par blocs

A

0 A

o =

Soit A € M,(K), écrite par blocs sous la forme A = {

&
[E—
>
s T
<

A~

Alors : detA = det A X det Ay
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Calculs de déterminants

Théoréme 4: calcul d’un déterminant par blocs

A
Soit A € M,(K), écrite par blocs sous la forme A = { 0 A

o 5

P

< =
[E—
>
Tw
B~

Alors : detA = det A x det Ay

Démonstration

En faisant un produit par blocs, on remarque que : A By _ (b B X A 0 donc, en prenant
0 A 0 A 0 Infp

le déterminant :

A Bl _|h B|_|&4 o]
0 Al |0 A 0 Ih—p
|, B ) o .
Puis 0 A= det Ay en développant p fois le déterminant selon la premiére colonne, et
2
A0 . . "
0 1 = det Ay en développant n — p fois selon la derniére colonne.
n—p
An oot A]p
On en déduit facilement par récurrence que, si A s’écrit par blocs sous la forme © |, ou
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Exemple 1: calcul du déterminant d’'une matrice tridiagonale

Il s’agit de calculer, pour n > 2, le déterminant d'ordre n: Dy(a, b, c) =
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Exemple 1: calcul du déterminant d’'une matrice tridiagonale

Il s'agit de calculer, pour n > 2, le déterminant d'ordre n: Ds(a, b, c) =

Solution

La méthode consiste ici & développer ce déterminant selon la premiére colonne (par exemple). On obtient
ainsi la relation de récurrence linéaire d'ordre 2 :

D, = aD,_y — becD,_»
ce qui permet de calculer D, en fonction de n (Rem : pour la résolution de la récurrence, il peut étre
intéressant de poser Dy =1 et D} = a).
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Exemple 2 : un grand classique

a
b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b
b
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Exemple 2 : un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:
b b a b
b b b a
Solution
@ Jére solution : par récurrence
a b b
~ . . L, . —a a—b
A chaque ligne on soustrait la précédente, et on obtient : D, = 0
0
b—a a-—b
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Exemple 2 : un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:
b b a b
b b b a
Solution
@ Jére solution : par récurrence
a b b
A . : 2-A q a a—b
A chaque ligne on soustrait la précédente, et on obtient : D, = 0
0
b—a a-—b

puis en développant selon la derniére colonne :
Dy = (=1)""(b— a)"" + (a — b)Dy—y = b(a — b)"~' + (a — b)Dy—y (n > 2).
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

Il s’agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) =

b b a b
b b b a
Solution
@ Jére solution : par récurrence
a b b
A . : 2-A q a a—b
A chaque ligne on soustrait la précédente, et on obtient : D, = 0
0
b—a a-—b

puis en développant selon la derniére colonne :
Dy = (=1)""(b — a)"™" 4 (a — b)Dy—1 = b(a — b)"™" + (a — b)Dy—y  (n > 2).

Lorsque a = b, D, est nul et sinon, en divisant I'égalité précédente par (a — b)"~" et en posant u, = _— on

Dn
(a—b)
se rameéne a une suite arithmétique :

u, = b+ u,_y.
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

Il s’agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) =

b b a b
b b b a
Solution
@ Jére solution : par récurrence
a b b
o . . L, . b—a a—b
A chaque ligne on soustrait la précédente, et on obtient : D, = 0
0
b—a a-—b

puis en développant selon la derniére colonne :
Dy = (=1)""(b — a)"™" 4 (a — b)Dy—1 = b(a — b)"™" + (a — b)Dy—y  (n > 2).

Lorsque a = b, D, est nul et sinon, en divisant I'égalité précédente par (a — b)"~" et en posant u, = # on
se rameéne a une suite arithmétique :
u, = b+ u,_y.

On en déduit u, = a+ (n—1)b dot D, = (a+ (n—1)b)(a— b)"~" (cette formule restant valable lorsque a = b).

onval) Chapitre V : Déterminants Septembre 2022



Exemple 2 : un grand classique

a b ... b

b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b b a b

b b b a

Solution

@ 2eme solution : une astuce a retenir

On remarque que la somme des coefficients de chaque ligne est la méme. On effectue donc l'opération
G<+— G+ G+ -+ Gy, qui donne :

1 b b

1 a b b
D, = (a+(n—])b)£

1 b b

1 b b a
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Exemple 2 : un grand classique

a b ... b

b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b b a b

b b b a

Solution

@ 2eme solution : une astuce a retenir

On remarque que la somme des coefficients de chaque ligne est la méme. On effectue donc l'opération
G<+— G+ G+ -+ Gy, qui donne :

1 b b

1 a b b
D, = (a+(n—])b)£

1 b . b

1 b ... b a

En soustrayant alors la 1ére ligne a toutes les autres, on se raméne au déterminant d'une matrice triangulaire
supérieure, et c’est fini.
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b

b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b b a b

b b b a

Solution

© 3éme solution : utilisation de la multilinéarité

Pour tout i € [1; n] notons E; le i-éme vecteur de la base canonique de M, ;(K) et U le vecteur colonne
U= ).
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b

b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b b a b

b b b a

Solution

© 3éme solution : utilisation de la multilinéarité
Pour tout i € [1; n] notons E; le i-éme vecteur de la base canonique de M, ;(K) et U le vecteur colonne
U= ).
Alors : D, = det ((a — b)E + bU, (a — b)E, + bU, . .., (a — b)E, + bU)..
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b

b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b b a b

b b b a

Solution

© 3éme solution : utilisation de la multilinéarité

Pour tout i € [1; n] notons E; le i-éme vecteur de la base canonique de M, ;(K) et U le vecteur colonne
U= ).
Alors : D, = det ((a — b)E + bU, (a — b)E, + bU, . .., (a — b)E, + bU)..

En développant ce déterminant par multilinéarité, puisque un déterminant est nul dés qu'il y a deux colonnes
proportionnelles, il reste seulement :

D, =det ((a — b)E, (a — b)E, ..., (a— b)E,)
+ det (bU, (a — b)E, ..., (a— b)E,) + det ((a — b)E, bU,(a — b)Es, ..., (a — b)E,)
+ -+ +det ((a— b)E, (a — b)E, ..., (a— b)E,,bU).
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b

b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:

b b a b

b b b a

Solution

© 3éme solution : utilisation de la multilinéarité

Pour tout i € [1; n] notons E; le i-éme vecteur de la base canonique de M, ;(K) et U le vecteur colonne
U= ).
Alors : D, = det ((a — b)E + bU, (a — b)E, + bU, . .., (a — b)E, + bU)..

En développant ce déterminant par multilinéarité, puisque un déterminant est nul dés qu'il y a deux colonnes
proportionnelles, il reste seulement :

D, =det ((a — b)E, (a — b)E, ..., (a— b)E,)
+ det (bU, (a — b)E, ..., (a— b)E,) + det ((a — b)E, bU,(a — b)Es, ..., (a — b)E,)
+ -+ +det ((a— b)E, (a — b)E, ..., (a— b)E,,bU).

Or en développant le déterminant det ((a — b)E, ..., (a — b)Ei—1, bU, (a — b)Eiy1, . .., (a — b)E,) selon la
i-eme ligne on trouve qu'il est égal a b(a — b)"~' donc finalement :

Dy = (a—b)"+nb(a—b)"" = (a—b)""'((a—b)+nb) = (a+ (n—1b)(a—b)""".
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

Il s’agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) =

oo
oo
[Sali=}
Q

Solution

@ 4éme solution : une astuce pas a retenir X

a+ X c+ X
On introduit le déterminant dordre n: A, (X) =

b+ X
a+ X
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:
b b a b
b b b a
Solution
@ 4éme solution : une astuce pas d retenir X
a+ X c+X
On introduit le déterminant dordre n: A, (X) =
b+ X
a+ X

En soustrayant la lere ligne a toutes les autres puis en développant selon la lére ligne, il est facile de voir que
Ag p,c(X) est un polynome en X de degré < 1.
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:
b b a b
b b b a
Solution
@ 4éme solution : une astuce pas d retenir X
a+ X c+X
On introduit le déterminant dordre n: A, (X) =
b+ X
a+ X

En soustrayant la lere ligne a toutes les autres puis en développant selon la lére ligne, il est facile de voir que

Ag p,c(X) est un polynome en X de degré < 1.

Donc il existe a, 3 tels que A, (X) = aX + 8; on connait A, j (—b) = (a — b)" et Ay p (—c) = (a—¢)"
donc un calcul rapide donne, pour b # c:

(a—0c)"—(a—b)" et B= b(afc)';:i(afb)" .

—c

o =
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:
b b a b
b b b a
Solution
@ 4éme solution : une astuce pas d retenir X
a+ X c+X
On introduit le déterminant dordre n: A, (X) =
b+ X
a+ X

En soustrayant la lere ligne a toutes les autres puis en développant selon la lére ligne, il est facile de voir que
Ag p,c(X) est un polynome en X de degré < 1.
Donc il existe a, 3 tels que A, (X) = aX + 8; on connait A, j (—b) = (a — b)" et Ay p (—c) = (a—¢)"
donc un calcul rapide donne, pour b # c:
@ = (afc)":(cafb)" et B= b(afc)"'):i(afb)" .
On a ensuite, en utilisant la continuité du déterminant par rapport a ses coefficients :

. . c(a—=b)"—b(a—c)"
Dy = Bap(0) = lim Dy p,e(0) = lim L=t=plo=a".
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Calculs de déterminants

Exemple 2 : un grand classique

a b ... b
b a b b
Il s'agit ici de calculer le déterminant d'ordre n > 2 : Dy(a, b) = |:
b b a b
b b b a
Solution
@ 4éme solution : une astuce pas d retenir X
a+ X c+X
On introduit le déterminant dordre n: A, (X) =
b+ X
a+ X

En soustrayant la lere ligne a toutes les autres puis en développant selon la lére ligne, il est facile de voir que
Ag p,c(X) est un polynome en X de degré < 1.
Donc il existe a, 3 tels que A, (X) = aX + 8; on connait A, j (—b) = (a — b)" et Ay p (—c) = (a—¢)"
donc un calcul rapide donne, pour b # c:
_ (a=o)"—(a—hH)" __ bla—c)"—c(a—b)"
a=-—p——— et B="—pF—

On a ensuite, en utilisant la continuité du déterminant par rapport a ses coefficients :

Do = Dapp(0) = lim Ay (0) = lim o=t —bla=9"

o c—b c—b

Cette limite n'est autre que la dérivée en b de la fonction ¢ — c(a — b)" — b(a — ¢)"; aprés calcul, on retrouve le
résultat précédent.
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Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(aj, az, . .., an) = e ot les a; sont des

ar!

ExY

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a,a,...,an) = TI (a5 — a).
1<i<j<n
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Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(aj, az, . .., an) = , ol les aj sont des

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).
1<i<j<n

Solution

@ Jére fagon : en faisant les opérations élémentaires C; < C; — aC;—; pour i variant de n a 2 on obtient :

10 0 0 )
) T a ... a4
1 m—a ag —ma ... a;’_' = ala;_z
V(a, ap, .o yan) = | ) ) =(@—a) - (an — @)
T oa ... a7
1 a—a df, —ma, ... a:" - ma:’z " "
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Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(aj, az, . .., an) = , ol les aj sont des

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).
1<i<j<n

Solution

@ Jére fagon : en faisant les opérations élémentaires C; < C; — aC;—; pour i variant de n a 2 on obtient :

1 0 0 0 )
) T a ... a4

1 m—a ag—maz a;’_'—a]a;'_z

V(ia, az, ... 05) = | ] ) _ ) =(az—al)~~~(a,,—al)5
' n—2
1 ap—a d—aa @ — aal™? Ta @
n
soit : V(a, az, ..., an) = [[(qj — ) V(az, . . ., an),
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Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il sagit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(a, az, , ol les aj sont des

1 an @& ... al!
éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).
1<i<j<n

Solution

@ Jére fagon : en faisant les opérations élémentaires C; < C; — aC;—; pour i variant de n a 2 on obtient :

1 0 0 0 )
) T a ... a4
1 m—a a§ —ma ... a;’_' = ala;_z
V(a, az, . .. ay) = | =(@—a) - (an — @)
T oa ... a7
1 a—a df,—mu,, a::"—ma:’z " "
n
soit: V(a, az, ..., a,) = [I(aj — @)V(az, ..., ay), et il ne reste plus qu'a faire une récurrence sur n > 2
j=2

. N 1 ap—
jusqu'a V(an—ly an) = ’] H| = ap, — ap—.

an
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Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(aj, az, . .., an) = , ol les aj sont des

ar!

ExY

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).

1<i<j<n
Solution
© 2¢me facon :
En considérant V(aj, . . ., a,) comme une fonction en a,, on voit, en développant (fictivement) le déterminant par
rapport a la derniére ligne, qu'il s’agit d'un polynéme en a,, de degré < n — 1 et de coefficient dominant

V(ia, ..., ap—).

PSI* (Lycée d’ Vi Chapitre V : Déterminants Septembre 2022 27133



Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(aj, az, . .., an) = , ol les aj sont des

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).

1<i<j<n
Solution
O 20me fagon :
En considérant V(aj, . . ., a,) comme une fonction en a,, on voit, en développant (fictivement) le déterminant par
rapport a la derniére ligne, qu'il s’agit d'un polynéme en a,, de degré < n — 1 et de coefficient dominant
V(ia, ..., ap—).
Or ce polynéme est nul dés que a, = a; pour i € [[1; n — 1] (car la matrice de Vandermonde a alors 2 lignes
égales), donc les a; (I < i < n — 1) sont racines de V(ai, . .., a,) considéré comme polynome en a,.
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Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(ay, az, . .., an) = , ol les aj sont des

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).

1<i<j<n
Solution
O 20me fagon :
En considérant V(aj, . . ., a,) comme une fonction en a,, on voit, en développant (fictivement) le déterminant par
rapport a la derniére ligne, qu'il s’agit d'un polynéme en a,, de degré < n — 1 et de coefficient dominant
V(ia, ..., ap—).
Or ce polynéme est nul dés que a, = a; pour i € [[1; n — 1] (car la matrice de Vandermonde a alors 2 lignes
égales), donc les a; (I < i < n — 1) sont racines de V(ai, . .., a,) considéré comme polynome en a,.

Si T'on suppose les a; distincts, on a ainsi obtenu n — 1 racines distinctes d’'un polynéme de degré < n — 1 donc,

par factorisation de ce polynome :
=

Via,...,a,) = V(a,...,a.—1) H](a,, —a)

i=
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Calculs de déterminants

Exemple 3 : déterminant de VanderMonde

Il s'agit du déterminant (d'ordre n > 2) : V(ay, az, . .., an) = , ol les aj sont des

éléments de K. Nous allons montrer que :

V(a, a,...,an) = JI (aj— a).

1<i<j<n
Solution
O 20me fagon :
En considérant V(aj, . . ., a,) comme une fonction en a,, on voit, en développant (fictivement) le déterminant par
rapport a la derniére ligne, qu'il s’agit d'un polynéme en a,, de degré < n — 1 et de coefficient dominant
V(ia, ..., ap—).
Or ce polynéme est nul dés que a, = a; pour i € [[1; n — 1] (car la matrice de Vandermonde a alors 2 lignes
égales), donc les a; (I < i < n — 1) sont racines de V(ai, . .., a,) considéré comme polynome en a,.

Si T'on suppose les a; distincts, on a ainsi obtenu n — 1 racines distinctes d’'un polynéme de degré < n — 1 donc,

par factorisation de ce polynome :
=

Via,...,a,) = V(a,...,a.—1) H](a,, —a)

i=

et 1a encore on conclut par récurrence (pour étre complet, il faut ajouter que la formule reste vraie lorsque les a; ne
sont pas distincts, car alors le déterminant est nul).
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Calculs de déterminants

Si l'on écrit ce polyndme dans la base canonique de K,[X], sous la forme
n
P=> NX,
j=0
déterminer P revient a résoudre le systéme de n+1 équations a n + 1 inconnues (les \;) suivant :

Vie[oin+1], Y Nd = b;.

j=0
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Si l'on écrit ce polyndme dans la base canonique de K,[X], sous la forme
n .
P=> NX,
j=0

déterminer P revient a résoudre le systéme de n+1 équations a n + 1 inconnues (les \;) suivant :

Vie[oin+1], Y Nd = b;.

j=0

Or la matrice de ce systéme n’est autre que la matrice de Vandermonde V(ao, ai, . .., an); puisque cette
matrice est inversible, le systétme posséde une et une seule solution, ce qui redémontre I'existence et
I'unicité du polyndome P.

Chapitre V : Déterminants Septembre 2022



Calculs de déterminants

Déterminer 'unique polyndéme P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—1 , P@)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.
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Calculs de déterminants

Déterminer l'unique polynome P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

P(0) =—1 , P(=2)=1 et P(-1)=2.

Solution
lere fagon (déja vue) :

On applique bétement les formules vues dans le chapitre 2 : on écrit les polyndmes d’interpolation de

Lagrange élémentaires pour les points aqg = 0, @y =2, @y = —2 et a3 = —1:
X=2)(X+2)(x+1) Ts 1.,
Ly = =—-X" ==X X+1
0 (—2) x 2 x 1 P
X(X+2)(X+1 1 1 1
L = XX+2) (X +1) = X34 X2+ X
2x4x3 24 8 12
X(X —2)(X +1) T, 1., 1
=" 7 - x4 x4 X
P x [ x (-1 8 T8 i

_X(X=2)(X+2) 1., 4
b= < =3 3"

55,1, 10
DOnCP:—L0+L]+L2+2L3:EX +5X —EX—].
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Calculs de déterminants

Déterminer 'unique polyndéme P de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

PO)=—-1 , P(2)=1, P(-2)=1 et P(-1)=2.

Solution (suite)
2éme fagon, résolution d'un systéme

On écrit le polyndme cherché sous la forme P = x 4 yX + zX? + tX3. Les quatre égalités données sont
équivalentes au systéme :
x = —1

x+2y+4z4+8t=1
x—2y+4z—-8t=1
X—y+z—t=2

qui est ici trés facile a résoudre.
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Théoréme 5

Dans I'ensemble des bases de E, on définit une relation binaire par :

BRAB <~ det PZ >0.

Cette relation est une relation d’équivalence; de plus, il y a exactement deux classes d’équivalence.
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Calculs de déterminants

Théoréme 5

Dans I'ensemble des bases de E, on définit une relation binaire par :

BRB — det PZ >0.

Cette relation est une relation d’équivalence; de plus, il y a exactement deux classes d’équivalence.

Démonstration
o @ La réflexivité est évidente : on a B9 8 pour toute base 8 puisque P = [, dans ce cas.
7\ —1
@ La relation est symétrique : si BRI’ alors 2B’ R 2B puisque Pg/ = < Pg ) .

1" ’ 1
@ La relation est transitive : si BRZB’ et B'RAB'’ alors BRB'' puisque Pg = Pg X Pg/ .

Donc fR est bien une relation d’équivalence.
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Calculs de déterminants

Théoréme 5

Dans I'ensemble des bases de E, on définit une relation binaire par :

BRB — det PZ >0.

Cette relation est une relation d’équivalence; de plus, il y a exactement deux classes d’équivalence.

Démonstration
o @ La réflexivité est évidente : on a B9 8 pour toute base 8 puisque P = [, dans ce cas.
@ La relation est symétrique : si BRI’ alors 2B’ R 2B puisque Pg/ = < P§/> ].
@ La relation est transitive : si BRAB’ et B'RB'/ alors BRAB'' puisque Pg“ = Pg X P%“.
Donc fR est bien une relation d’équivalence.
Q Si B = (e,...,en) est une base, B est en relation avec elle-méme mais pas avec B’ = (—e, e, . . ., ey).

Donc il y a au moins 2 classes d'équivalence Et si Z" est une autre base, si elle n'est pas en relation avec 2 elle
est forcément en relation avec 98’ (car P@,, = P%,, X Pg )
Il n’y a donc que ces deux classes d’équivalence.
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Calculs de déterminants

Théoréme 5

Dans I'ensemble des bases de E, on définit une relation binaire par :

BRB — det PZ >0.

Cette relation est une relation d’équivalence; de plus, il y a exactement deux classes d’équivalence.

Définition 5

Orienter I'espace vectoriel E, c'est choisir une des deux classes d’équivalence, que I'on appelle classe des
bases directes, I'autre étant alors appelée classe des bases indirectes. (il n’y a que deux orientations
possibles).
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