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Dans ce chapitre, le corps de base est R.
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Produit scalaire

Définitions - Exemples

Définition 1

Une forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel E est une application ¢ de E X E dans R linéaire par
rapport a chacune des deux variables, c’est-a-dire telle que :

a) Pour tout y € E, l'application x — ¢(x, y) est une forme linéaire sur E.

b) Pour tout x € E, I'application y — ¢(x, y) est une forme linéaire sur E.
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Produit s

Définitions - Exemples

Définition 1

Une forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel E est une application ¢ de E X E dans R linéaire par
rapport a chacune des deux variables, c’est-a-dire telle que :

a) Pour tout y € E, l'application x — ¢(x, y) est une forme linéaire sur E.

b) Pour tout x € E, 'application y — ¢(x, y) est une forme linéaire sur E.

Pour vérifier qu'une application ¢ de E? dans R est une forme bilinéaire, il faut donc vérifier :
Y (x,%,y) € E5, YA ER, o(Ax + x2,¥) = Ap(x, y) + o(x2, y)

(linéarité par rapport a la 1ére variable), et :
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Produit scalaire

Définitions - Exemples

Définition 1

Une forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel E est une application ¢ de E X E dans R linéaire par
rapport a chacune des deux variables, c’est-a-dire telle que :

a) Pour tout y € E, l'application x — ¢(x, y) est une forme linéaire sur E.

b) Pour tout x € E, 'application y — ¢(x, y) est une forme linéaire sur E.

Pour vérifier qu'une application ¢ de E? dans R est une forme bilinéaire, il faut donc vérifier :
Y (x,%,y) € E, VA ER, oA+ x,y) = Ap(n,y) + ¢(x2,y)
(linéarité par rapport a la 1ére variable), et :
V(x,n,5) € B, YA ER, o(x, An +12) = Ao(x, 1) + ¢(x, 2)

(linéarité par rapport a la 2éme variable).
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Définition 2

Une application ¢ : E2 — R est dite symétrique lorsque pour tout (x,y) € E2, o(x,y) = @(y, x).
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Définition 2

Une application ¢ : E2 — R est dite symétrique lorsque pour tout (x,y) € E2, o(x,y) = @(y, x).

Remarque : Si ¢ est une application de E? dans R, symétrique et linéaire d'un coté, elle est bilinéaire.
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Produit scalaire

Définition 2

Une application ¢ : E2 — R est dite symétrique lorsque pour tout (x,y) € E2, o(x,y) = @(y, x).
Remarque : Si ¢ est une application de E? dans R, symétrique et linéaire d'un coté, elle est bilinéaire.

Définition 3
On appelle produit scalaire sur un R-espace vectoriel E une forme bilinéaire symétrique ¢ qui est de
plus :
e positive, c'est-a-dire : Vx € E, ¢(x,x) > 0.
o et définie, c’est-a-dire : Vx € E, ¢(x,x) =0 = x = 0.
Dire que ¢ est définie positive peut aussi s'écrire : Vx € E\ {0} , ¢(x,x) > 0.
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Produit scalaire

Définition 2

Une application ¢ : E2 — R est dite symétrique lorsque pour tout (x,y) € E2, o(x,y) = @(y, x).
Remarque : Si ¢ est une application de E? dans R, symétrique et linéaire d'un coté, elle est bilinéaire.

Définition 3

On appelle produit scalaire sur un R-espace vectoriel E une forme bilinéaire symétrique ¢ qui est de
plus :

o positive, cC'est-a-dire : Vx € E, ¢(x,x) > 0.
o et définie, c’est-a-dire : Vx € E, ¢(x,x) =0 = x = 0.
Dire que ¢ est définie positive peut aussi s'écrire : Vx € E\ {0} , ¢(x,x) > 0.

Définition 4

Si ¢ est un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E, le couple (E, ) s'appelle un
espace préhilbertien réel.

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y se note en général : ©(x, y) = (x|y) ou (x|y) ou (x, y).
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Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (x1,...,xn) et y = (Ji,...,yn), On pose :

<X|Y> :XI}’I+"'+XnYn:ZXiYi~

i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".
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Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,yn), On pose :

<X|Y> :XI}’I+"'+XnYn:ZXiYi~

i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

La démonstration du fait qu'il sagit bien d’un produit scalaire est élémentaire.
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Produit scalaire

Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :

n
<X|Y> :XI}’I+"‘+XnYn:ZXiYi~

i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

La démonstration du fait qu'il sagit bien d’un produit scalaire est élémentaire.

Démonstration

n
@ Lapplication ¢: (x,y) = >_ xiy; est bien définie sur (R")?, et a valeurs dans R.
=1
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Produit scalaire

Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :
n

<X|Y> =X+ -+ Xn¥n :in}/i~
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

La démonstration du fait qu'il sagit bien d’un produit scalaire est élémentaire.

Démonstration

n
@ Lapplication ¢: (x,y) = >_ xiy; est bien définie sur (R")?, et a valeurs dans R.
=1

@ Il est clair que pour tout (x,y) € (R")?, p(x,y) = ©(y, X) : @ est symétrique.
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Produit scalaire

Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :
n

<X|Y> =X+ -+ Xn¥n :iny:%
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

La démonstration du fait qu'il sagit bien d’un produit scalaire est élémentaire.

Démonstration

n
@ Lapplication ¢: (x,y) = >_ xiy; est bien définie sur (R")?, et a valeurs dans R.
=1

@ Il est clair que pour tout (x,y) € (R")?, p(x,y) = ©(y, X) : @ est symétrique.

@ A y fixé, chaque application x — x; est une forme linéaire sur R” (forme linéaire coordonnée) donc
I'application partielle x — ¢(x, y) est linéaire comme combinaison linéaire de formes linéaires.

Puisqu’elle est symétrique, ¢ est donc bilinéaire.
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Produit scalaire

Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :
n

<X|Y> =X+ -+ Xn¥n :iny:%
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

La démonstration du fait qu'il sagit bien d’un produit scalaire est élémentaire.

Démonstration

n
@ Lapplication ¢: (x,y) = >_ xiy; est bien définie sur (R")?, et a valeurs dans R.
=1

@ Il est clair que pour tout (x,y) € (R")?, p(x,y) = ©(y, X) : @ est symétrique.

@ A y fixé, chaque application x — x; est une forme linéaire sur R” (forme linéaire coordonnée) donc
I'application partielle x — ¢(x, y) est linéaire comme combinaison linéaire de formes linéaires.

Puisqu’elle est symétrique, ¢ est donc bilinéaire.

n
@ Pour tout x € R", ¢(x,x) = Y x? est un nombre réel positif, donc ¢ est positive.
i=1
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Produit scalaire

Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :
n

<X|Y> =X+t Xpyn = iny:ﬂ
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

La démonstration du fait qu'il sagit bien d’un produit scalaire est élémentaire.

Démonstration

n
@ Lapplication ¢: (x,y) = >_ xiy; est bien définie sur (R")?, et a valeurs dans R.
=1

@ Il est clair que pour tout (x,y) € (R")?, p(x,y) = ©(y, X) : @ est symétrique.

@ A y fixé, chaque application x — x; est une forme linéaire sur R” (forme linéaire coordonnée) donc
I'application partielle x — ¢(x, y) est linéaire comme combinaison linéaire de formes linéaires.

Puisqu’elle est symétrique, ¢ est donc bilinéaire.

n
@ Pour tout x € R", ¢(x,x) = Y x? est un nombre réel positif, donc ¢ est positive.
i=1
n
@ Enfin, ¢ est définie puisque, si p(x,x) = z:x;2 = 0 alors tous les x; sont nuls (ce sont des réels!),
i=1
donc x est nul.
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Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,yn), On pose :
n

<X|Y> =xiy+ -+ Xn¥n :ZXiYL
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

Remarque : En notant X € M,,;(R) le vecteur colonne (x1 . x,,)T et Y € Mp;(R) le

vecteur colonne (yi ... y,,)T, on a aussi : ‘ (x|y)y =XTy=vTx. ‘
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Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,yn), On pose :
n

<X|Y> =xiy+ -+ Xn¥n :ZXiYL
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

Remarque : En notant X € M,,;(R) le vecteur colonne (x1 . x,,)T et Y € Mp;(R) le
vecteur colonne (yi ... y,,)T, on a aussi : ‘ (x|y)y =XTy=vTx. ‘

@ De fagon plus générale, si E est un R-espace vectoriel rapporté a une base Z = (e, ..., ey), et si x
et y sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (xi, ..., Xn) et (1, ..., yn) dans cette base,

n
on définit un produit scalaire sur E en posant : (x|y) = >_ xiyi.
=
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Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :
n

<X|Y> =xiy+ -+ Xn¥n :iny:%
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

Remarque : En notant X € M,,;(R) le vecteur colonne (x1 . x,,)T et Y € Mp;(R) le
vecteur colonne (yi ... y,,)T, on a aussi : ‘ (x|y)y =XTy=vTx. ‘

@ De fagon plus générale, si E est un R-espace vectoriel rapporté a une base Z = (e, ..., ey), et si x
et y sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (xi, ..., Xn) et (1, ..., yn) dans cette base,

n
on définit un produit scalaire sur E en posant : (x|y) = >_ xiyi.
i=1
© Dans M, (R), si A= (aijh<ij<n et B= (bi)igij<n On pose :

(A|B) = tr(AT B) = Z a; b .

1<i,j<n

Il s'agit du produit scalaire canonique sur M, (R).
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Exemples de référence

@ Dans R”, pour x = (xi,...,xn) ety = (¥i,...,¥n), On pose :
n

<X|Y> =xiy+ -+ Xn¥n :iny:%
i=1

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R”".

Remarque : En notant X € M,,;(R) le vecteur colonne (x1 . x,,)T et Y € Mp;(R) le
vecteur colonne (yi ... y,,)T, on a aussi : ‘ (x|y)y =XTy=vTx. ‘

@ De fagon plus générale, si E est un R-espace vectoriel rapporté a une base Z = (e, ..., ey), et si x
et y sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (xi, ..., Xn) et (1, ..., yn) dans cette base,

n
on définit un produit scalaire sur E en posant : (x|y) = >_ xiyi.
i=1
© Dans M, (R), si A= (aijh<ij<n et B= (bi)igij<n On pose :

(A|B)=te(A"B) = > ajjbi,.

1<i,j<n

Il s'agit du produit scalaire canonique sur M, (R).
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© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

(A|B) =te(ATB) = > ajjbi;.
1<ii<n

Démonstration
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

(A|B) =te(ATB) = > ajjbi;.
1<ii<n

Démonstration

@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :

v (i,j) € [1; ], (/‘TB)"::é( VB = z;a,(,b,(,
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

(A|B) =te(ATB) = > ajjbi;.
1<ii<n

Démonstration

@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :

V(i,j) € [ nl?, (A" B); = g( VB = z;a,(,b,(,
dou : tr(AT B) = E(ATB),, = 3°3° awbe,

i=1 k=1
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

(A|B) =te(ATB) = > ajjbi;.
1<ii<n

Démonstration

@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :
n
V(i) € [inl?, (ATB)y = So(AT )aBy = Zak,bk,
=1

n n
dou : tr(A" B) = E(AT B)ii = > > akiby, ce qui aprés changement d'indices donne la formule annoncée.
= =
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

(A|B) =te(ATB) = > ajjbi;.
1<ii<n

Démonstration
@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :
n
v (i.j) € i nl?, (AT B)j = (AT )aBy = Zak,bk,

=

T n T n n
dou: tr(A" B) = >(A' B)ii = > > akibki, ce qui aprés changement d'indices donne la formule annoncée.

=l =1 k=1

@ Lapplication (A, B) — tr(A” B) est bien a valeurs dans R, et est symétrique puisque
tr(A" B) = tr((A" B)" ) = tr(B" A) (on peut aussi utiliser I'égalité démontrée précédemment).
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

(A|B) =te(ATB) = > ajjbi;.
1<ii<n

Démonstration
@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :
n
V(i) € [inl?, (ATB)y = So(AT )aBy = Z aiiby;
=1
T n T n n
dou : tr(A" B) = > (A" B)ii = > > aiiby, ce qui aprés changement d'indices donne la formule annoncée.
= = =1
@ Lapplication (A, B) — tr(A” B) est bien a valeurs dans R, et est symétrique puisque
tr(A" B) = tr((A" B)" ) = tr(B" A) (on peut aussi utiliser I'égalité démontrée précédemment).
@ Lapplication partielle A — tr(/‘\—r B) est linéaire, par linéarité de la transposition et de la trace (ceux qui ne sont pas
convaincus calculeront tr((AA + A )—r B) = .00)

Etant linéaire a gauche et symétrique, elle est bilinéaire.
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

<A | B) = tr(ATB) = E a;,jb;,j .
1<ij<n

Démonstration

@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :
n
v (i,j) € [;nl?, (A" B)j = S2(AT By = Z by
k=1

n n n
dou : tr(A" B) = S2(ATB)ii = 3 3 axiby, ce qui aprés changement d'indices donne la formule annoncée.
i=l ==

@ Lapplication (A, B) — tr(A” B) est bien a valeurs dans R, et est symétrique puisque
tr(A" B) = tr((A" B)" ) = tr(B" A) (on peut aussi utiliser I'égalité démontrée précédemment).

@ Lapplication partielle A — tr(A—r B) est linéaire, par linéarité de la transposition et de la trace (ceux qui ne sont pas
convaincus calculeront tr(()\A + A )—r B) = .00)
Etant linéaire a gauche et symétrique, elle est bilinéaire.

@ Pour tout A € M,(R), (A|A) = tr(A" A) = > af] est un réel positif, et s'il est nul, on a a;j = 0 pour tout (7, ;)

i
donc A= 0,,.

Lapplication (A, B) + tr(A" B) est donc définie positive, et finalement, c’est bien un produit scalaire sur M, (R).
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Produit scalaire

© Dans M, (R), si A= (ajjh<i,j<n €t B = (bi)igij<n on définit un produit scalaire par :

<A | B) = tr(ATB) = E a;,jb;,j .
1<ij<n

Démonstration

@ Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :
n
v (i,j) € [;nl?, (A" B)j = S2(AT By = Z by
k=1

n n n
dou : tr(A" B) = S2(ATB)ii = 3 3 axiby, ce qui aprés changement d'indices donne la formule annoncée.
= = =1
@ Lapplication (A, B) — tr(A” B) est bien a valeurs dans R, et est symétrique puisque
tr(A" B) = tr((A" B)" ) = tr(B" A) (on peut aussi utiliser I'égalité démontrée précédemment).
@ Lapplication partielle A — tr(A—r B) est linéaire, par linéarité de la transposition et de la trace (ceux qui ne sont pas
convaincus calculeront tr(()\A + A )—r B) = .00)
Etant linéaire a gauche et symétrique, elle est bilinéaire.
@ Pour tout A € M,(R), (A|A) = tr(A" A) = > af] est un réel positif, et s'il est nul, on a a;j = 0 pour tout (7, ;)

i
donc A= 0,,.

Lapplication (A, B) + tr(A" B) est donc définie positive, et finalement, c’est bien un produit scalaire sur M, (R).

@ Plus rapidement, on pouvait remarquer que, si A = (a; j)i<i,j<n les aj sont les coordonnées de A dans la base
canonique (Ej), donc la définition ci-dessus est la méme que celle de 'exemple 2 (somme des produits deux a deux
des coordonnées, avec ici un espace vectoriel de dimension ).
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Exemples de référence (suite)

n p min(n,p)
@ Dans R[X], pour P = > aqxX¥ et Q = 3 X, onpose:  (P|Q) = > aby.
k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].
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Exemples de référence (suite)

n P min(n, p)
@ Dans R[X], pour P = > aqxX¥ et Q = 3 X, onpose:  (P|Q) = > aby.
k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

Démonstration

Démonstration tout a fait similaire a celle pour le produit scalaire canonique dans R”".
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Exemples de référence (suite)

n p min(n,p)
@ Dans R[X], pour P = > aqxX¥ et Q = 3 X, onpose:  (P|Q) = > aby.
k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

© Dans I'ensemble €([a; b], R) des fonctions continues sur le segment [a; b] on peut définir un produit scalaire par :

b
Vi, g€ € (laiblR), (1) = [ f0g(
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Exemples de référence (suite)

n P min(n, p)
@ Dans R[X], pour P = > aqxX¥ et Q = 3 X, onpose:  (P|Q) = > aby.
k=0 k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

© Dans I'ensemble €([a; b], R) des fonctions continues sur le segment [a; b] on peut définir un produit scalaire par :

b
vf. g€ 6(ai bl R, (fle) = [ FOe(d

Démonstration

Le caractére bilinéaire symétrique ne pose pas de probléme.
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Exemples de référence (suite)

n P min(n, p)
@ Dans R[X], pour P = > aqxX¥ et Q = 3 X, onpose:  (P|Q) = > aby.
k=0 k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

© Dans I'ensemble €([a; b], R) des fonctions continues sur le segment [a; b] on peut définir un produit scalaire par :

b
vf. g€ 6(ai bl R, (fle) = [ FOe(d

Démonstration

Le caractére bilinéaire symétrique ne pose pas de probléme.
Le caractére positif non plus.
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Exemples de référence (suite)

n P min(n,p)
@ Dans R[X], pour P = > aqxX¥ et Q = 3 X, onpose:  (P|Q) = > aby.
k=0 k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

@ Dans I'ensemble €([a; b], R) des fonctions continues sur le segment [a ; b] on peut définir un produit scalaire par :

b
vf. g€ 6(ai bl R, (fle) = [ FOe(d

Démonstration

Le caractére bilinéaire symétrique ne pose pas de probléme.
Le caractére positif non plus.

b
Enfin, si f est une application continue telle que / f2 = 0 alors f est nulle sur [a; b], puisque 'intégrale

a
d’une fonction positive continue et non identiquement nulle est strictement positive (cf. théoréme dans un
chapitre d'intégration).
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Produit scalaire

rme associée a un produit scalaire

Définition 5

Si E est un espace préhilbertien réel, ot le produit scalaire est noté (- | - ), on appelle
norme (euclidienne) associée I'application :

N:x € Ew ||x|| =/ (x]|x).

(cela a bien un sens car (x|x) > 0).

Chapitre VI : Espaces préhilbertiens ré Octobre 2022



Norme associée a un produit scalaire

Définition 5

Si E est un espace préhilbertien réel, ot le produit scalaire est noté (- | - ), on appelle
norme (euclidienne) associée I'application :

N:x € Er x| =/ {x]|x).

(cela a bien un sens car (x|x) > 0).
Exemples

@ Dans R”, muni du produit scalaire canonique, si x = (xi,...,xn) ona: ||x|| =
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Produit scalaire

Norme associée a un produit scalaire

Définition 5

Si E est un espace préhilbertien réel, ot le produit scalaire est noté (- | - ), on appelle
norme (euclidienne) associée I'application :

N:x € Er x| =/ {x]|x).
(cela a bien un sens car (x|x) > 0).
Exemples
@ Dans R”, muni du produit scalaire canonique, si x = (xi,...,xn) ona: ||x|| =

@ Dans M,(R), muni du prodult scalaire canonique, si A = (a;,j)igij<n On a:

Al = /(AT A) =
l<t,1<n
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Produit scalaire

Norme associée a un produit scalaire

Définition 5

Si E est un espace préhilbertien réel, ot le produit scalaire est noté (- | - ), on appelle
norme (euclidienne) associée I'application :

N:x € Er x| =/ {x]|x).
(cela a bien un sens car (x|x) > 0).
Exemples
@ Dans R”, muni du produit scalaire canonique, si x = (xi,...,xn) ona: ||x|| =

@ Dans M,(R), muni du prodult scalaire canonique, si A = (a;,j)igij<n On a:

Al = /(AT A) =
l<:,1<n

© Dans I'ensemble €'([a; b],R) des fonctions continues sur le segment [a; b] muni du produit scalaire

b
vu ci-dessus, on aura : ||f|| = /[ f(¢)?dt.
a
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Produit scalaire

Propriétés

Q Vx€eE,|x]] =0 < x=0¢.
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Produit scalaire

Propriétés

Q Vx€eE,|x]] =0 < x=0¢.

Q VxeE, VAER, |[Ax|l =[] [x]| .
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Produit scalaire

Propriétés

Q VxEE,|x|| =0 < x=0¢.
Q VxeE,VAER, ||Xx|| = |A]|Ix]| -

© Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Produit scalaire

Propriétés

Q VxEE,|x|| =0 < x=0¢.
Q VxeE,VAER, ||Xx|| = |A]|Ix]| -

© Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

X
Si x est un vecteur non nul, alors ﬂ est unitaire.
X
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Produit scalaire

Propriétés

Q VxEE,|x|| =0 < x=0¢.
Q VxeE,VAER, ||Xx|| = |A]|Ix]| -

© Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

X
Si x est un vecteur non nul, alors ﬂ est unitaire.
X

Q V(x,y) €, |lx+ylP = lIxl* +2 (x| y) + lIylI* .
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Produit scalaire

Propriétés

Q VxEE,|x|| =0 < x=0¢.
Q VxeE,VAER, ||Xx|| = |A]|Ix]| -

© Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

Si x est un vecteur non nul, alors est unitaire.

X
[l
Q V(x,y) €, |lx+ylP = lIxl* +2 (x| y) + lIylI* .

1
@ Identité de polarisation : V (x,y) € E2, {x|y) = 1 (x4 ylIZ = lIx = ylI?) -
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Produit scalaire

Propriétés

Q VxEE,|x|| =0 < x=0¢.
Q VxeE,VAER, ||Xx|| = |A]|Ix]| -

© Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

X
Si x est un vecteur non nul, alors ﬂ est unitaire.
X

Q V(xy) € B, IIx+ylP = lIxI® +2 (x| y) + lIyll* -
1
@ Identité de polarisation : V (x,y) € E2, {x|y) = 1 (x4 ylIZ = lIx = ylI?) -

O Yy €E, xtylx—y) = lIxI* = lIyl* .
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Produit scalaire

Propriétés

Q Vx€eE,|x]] =0 < x=0¢.

Q VxeE, VAER, |[Ax|l =[] [x]| .

© Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.
X
Si x est un vecteur non nul, alors ﬂ est unitaire.
X
Q V(xy) € B, IIx+ylP = lIxI® +2 (x| y) + lIyll* -
1
@ Identité de polarisation : V (x,y) € E2, {x|y) = 1 (x4 ylIZ = lIx = ylI?) -
O V(xy) B, (x+ylx—y) = IIxIP = IylI* .

@ Identité du parallélogramme :

Y (x,y) € E,

llx 4y + = w1 = 2 (111 + 1) -
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration

@ lére démonstration
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration

e Siy =0, le résultat est immédiat.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration
e Siy =0, le résultat est immédiat.

@ Sinon, on écrit que pour tout t € R le réel ||x + ty||* est positif.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration
e Siy =0, le résultat est immédiat.
o Sinon, on écrit que pour tout ¢ € R le réel ||x + ty|| est positif.

Or |Ix + ty]|> = & |Iyll* + 2t (x| y) + ||x||* . | Sagit ]a d'un trindme en ¢ (car le coefficient de ¢, ||y||* est

ici non nul);
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration
e Siy =0, le résultat est immédiat.
o Sinon, on écrit que pour tout ¢ € R le réel ||x + ty|| est positif.

Or |Ix + ty]|> = & |Iyll* + 2t (x| y) + ||x||* . | Sagit ]a d'un trindme en ¢ (car le coefficient de ¢, ||y||* est
ici non nul); puisque ce trindme est de signe constant sur R, son discriminant est négatif; cela donne :
(x| y)? — |Ix|I* llyll* < 0, dou 'inégalité cherchée.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration
e Siy =0, le résultat est immédiat.
o Sinon, on écrit que pour tout ¢ € R le réel ||x + ty|| est positif.

Or |Ix + ty]|> = & |Iyll* + 2t (x| y) + ||x||* . | Sagit ]a d'un trindme en ¢ (car le coefficient de ¢, ||y||* est
ici non nul); puisque ce trindme est de signe constant sur R, son discriminant est négatif; cela donne :
(x| y)? — |Ix|I* llyll* < 0, dou 'inégalité cherchée.
@ Supposons qu'il y ait égalité :
- siy =0, la famille {x, y} est bien liée.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration
e Siy =0, le résultat est immédiat.
o Sinon, on écrit que pour tout ¢ € R le réel ||x + ty|| est positif.

Or |Ix + ty]|> = & |Iyll* + 2t (x| y) + ||x||* . | Sagit ]a d'un trindme en ¢ (car le coefficient de ¢, ||y||* est
ici non nul); puisque ce trindme est de signe constant sur R, son discriminant est négatif; cela donne :
(x| y)? — |Ix|I* llyll* < 0, dou 'inégalité cherchée.
@ Supposons qu'il y ait égalité :
- siy =0, la famille {x, y} est bien lice.
- sinon, cela signifie que le trindme précédent a un discriminant nul, donc posséde une racine double f ;
on aura alors ||x + foy||> = 0, dod x + fyy = 0 et x est bien colinéaire a y.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ lére démonstration
e Siy =0, le résultat est immédiat.
o Sinon, on écrit que pour tout ¢ € R le réel ||x + ty|| est positif.

Or |Ix + ty]|> = & |Iyll* + 2t (x| y) + ||x||* . | Sagit ]a d'un trindme en ¢ (car le coefficient de ¢, ||y||* est
ici non nul); puisque ce trindme est de signe constant sur R, son discriminant est négatif; cela donne :
(x| y)? — |Ix|I* llyll* < 0, dou 'inégalité cherchée.
@ Supposons qu'il y ait égalité :
- siy =0, la famille {x, y} est bien lice.
- sinon, cela signifie que le trindme précédent a un discriminant nul, donc posséde une racine double f ;
on aura alors ||x + foy||> = 0, dod x + fyy = 0 et x est bien colinéaire a y.

@ Pour terminer, il est facile de vérifier directement que, si la famille {x, y} est liée, il y a bien égalité.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration

@ 2éme démonstration
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ 2éme démonstration
2
Dans le cas non trivial ot x et y sont non nuls, on écrit que : H ﬁ + HTyH ||

deux inégalités voulues. Par exemple :

> 0 et en développant on trouve les
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ 2éme démonstration

2
Dans le cas non trivial ot x et y sont non nuls, on écrit que : H L‘ + HTyH || > 0 et en développant on trouve les

[+ Il 2o L) =2 (- i)

deux inégalités voulues. Par exemple :

N |
[E3] K] K]
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ 2éme démonstration
2
Dans le cas non trivial ot x et y sont non nuls, on écrit que : H ﬁ + HTyH || > 0 et en développant on trouve les
deux inégalités voulues. Par exemple :
2 2 2 {x|y)
IR 2 | L | N 2 | A N2 _ X
v = we = s+l =2 (i [ ) =2 (‘ el I
2

donc la relation || ™~ II%HH > 0 implique (x| y) < ||x]| |Iy]l-
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ 2éme démonstration
2
Dans le cas non trivial ot x et y sont non nuls, on écrit que : H ﬁ + HTyH || > 0 et en développant on trouve les
deux inégalités voulues. Par exemple :
2 2 2 {x|y)
IR 2 | L | N 2 | A N2 _ X
v = we = s+l =2 (i [ ) =2 (‘ el I
2

donc la relation || ™~ II%HH > 0 implique (x| y) < ||x]| |Iy]l-

2
De la méme fagon, la relation H ™t H_iH H > 0 implique — (x| y) < ||x]| ||y]|, et en réunissant les deux
résultats, on obtient I'inégalité cherchée.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Démonstration
@ 2éme démonstration
2
Dans le cas non trivial ot x et y sont non nuls, on écrit que : H ﬁ + HTyH || > 0 et en développant on trouve les
deux inégalités voulues. Par exemple :
2 2 2 {x|y)
IR 2 | L | N 2 | A N2 _ X
v = we = s+l =2 (i [ ) =2 (‘ el I
2

donc la relation || ™~ II%HH > 0 implique (x| y) < ||x]| |Iy]l-

2
De la méme fagon, la relation H ™t H_iH H > 0 implique — (x| y) < ||x]| ||y]|, et en réunissant les deux
résultats, on obtient I'inégalité cherchée.

2
Et ce qui précéde montre qu'il y a égalité si et seulement si || T £ H_iH H =0, ce qui entraine [ = :I:”y—‘

donc {x, y} lié.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c'est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c'est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Démonstration

O [lx+ yll* = llxll* +2 (x| y) + Iyl < Il + 21l -yl =+ [lyl* = (Ul + llylD?
CS

Chapitre VI : Espaces préhilbertiens réels Octobre 2022



Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c’est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Démonstration

O [lx+ yll* = llxll* +2 (x| y) + Iyl < Il + 21l -yl =+ [lyl* = (Ul + llylD?
CS

@ Il y a égalité si et seulement si (x| y) = ||x]| . ||y]|, ce qui équivaut a dire qu'il y a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et que le produit scalaire (x | y) est positif, d'ou le résultat.
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Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c'est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Corollaire:

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

Xl = Iyl < x4yl
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Produit scalaire

Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c’est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Corollaire:

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

Xl = Iyl < x4yl

Démonstration

En appliquant I'inégalité triangulaire a x + y et —y on obtient :

_ Il < Hx 4yl =yl = i+ yIE+ vl
soit: x| = Iyl < [Ix+yll -
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Produit scalaire

Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c’est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Corollaire:

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

Xl = Iyl < x4yl

Démonstration
En appliquant I'inégalité triangulaire a x + y et —y on obtient :

_ Il < Hx 4yl =yl = i+ yIE+ vl
soit: x| = Iyl < [Ix+yll -

De la méme fagon, en échangeant les roles de x et y, on obtient : ||y|| — ||x|| < |Ix+ y]| -
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Produit scalaire

Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

[ Ly < HIx]]- 1y
et il y a égalité si et seulement si le systeme {x, y} est lié.

Corollaire: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

P+ vl < lxll + iyl

et il y a égalité si et seulement si la famille {x, y} est positivement liée (c’est-a-dire qu'il existe
un réel A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Corollaire:

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x, y dans E on a :

Xl = Iyl < x4yl

Démonstration
En appliquant I'inégalité triangulaire a x + y et —y on obtient :

_ Il < Hx 4yl =yl = i+ yIE+ vl
soit: x| = Iyl < [Ix+yll -

De la méme fagon, en échangeant les roles de x et y, on obtient : ||y|| — ||x|| < |Ix+ y]| -

La juxtaposition de ces deux résultats donne bien I'inégalité voulue.
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Exemples

@ Dans R”, muni du produit scalaire canonique, si x = (xi, ..., Xn) et y = (4, - - - , ¥n, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz s’écrit :
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Exemples

@ Dans R”, muni du produit scalaire canonique, si x = (xi, ..., Xn) et y = (4, - - - , ¥n, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz s’écrit :

<

n
2w
i=1

n
v
i

Q Dans M,(R), muni du produit scalaire canonique, si A, B € M, (R), l'négalité de Cauchy-Schwarz s'écrit :

|tr(ATB| < VATAVETB.
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Exemples

@ Dans R”, muni du produit scalaire canonique, si x = (xi, ..., Xn) et y = (4, - - - , ¥n, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz s’écrit :

n
2
v
=
Q Dans M,(R), muni du produit scalaire canonique, si A, B € M, (R), l'négalité de Cauchy-Schwarz s'écrit :
|tr(ATB| < VATAVETB.

@ Dans l'espace vectoriel E = €([a; b], R) des fonctions continues sur le segment [a; b] muni du produit scalaire
usuel, si f, g € E, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit :

/abf(f)g(t)dt‘ < \//abf(t)zdt \//abg(r)z ar.
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Orthogonal d’'une partie
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Orthogonalité

Orthogonal d’'une partie

Définition 6

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

Chapitre VI : Espaces préhilbertiens réels Octobre 2022



Orthogonal d’'une partie

Définition 6

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

emarque : (x|y 0 <= (y|x a relation d'orthogonalité est donc symétrique.
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Orthogonalité

Orthogonal d’'une partie

Définition 6

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

Remarque : (x|y) = 0 <=> (y|x) = 0. La relation d'orthogonalité est donc symétrique.

Définition 7
Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal & A si il est orthogonal & tous les vecteurs de A.

Lensemble des vecteurs orthogonaux a A s'appelle Forthogonal de A, noté AL, Ainsi :

At ={x€E|VacA (x|a)=0}
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Orthogonalité

Orthogonal d’'une partie

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

Définition 6

Remarque : (x|y) = 0 <= (y|x) = 0. La relation d'orthogonalité est donc symétrique.

Définition 7
Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal & A si il est orthogonal & tous les vecteurs de A.

Lensemble des vecteurs orthogonaux a A s'appelle Forthogonal de A, noté AL, Ainsi :

At ={x€E|VacA (x|a)=0}

Théoréme 2

Si x est un vecteur non nul de E, alors {x}l est un hyperplan de E.
Un supplémentaire en est la droite vectorielle K.x.
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Orthogonalité

Orthogonal d’'une partie

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

Définition 6

Remarque : (x|y) = 0 <= (y|x) = 0. La relation d'orthogonalité est donc symétrique.

Définition 7
Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal & A si il est orthogonal & tous les vecteurs de A.

Lensemble des vecteurs orthogonaux a A s'appelle Forthogonal de A, noté AL, Ainsi :

AL ={x€E|Va€A (x|a)=0}

Théoréme 2

Si x est un vecteur non nul de E, alors {x}l est un hyperplan de E.
Un supplémentaire en est la droite vectorielle K.x.

Démonstration
@ Lapplication py : E — R est une forme linéaire (par définition du produit scalaire euclidien ou hermitien),
y > (x]y)
non nulle (car ¢y(x) = ||x||2 #0).
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Orthogonalité

Orthogonal d’'une partie

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

Définition 6

Remarque : (x|y) = 0 <= (y|x) = 0. La relation d'orthogonalité est donc symétrique.

Définition 7
Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal & A si il est orthogonal & tous les vecteurs de A.

Lensemble des vecteurs orthogonaux a A s'appelle Forthogonal de A, noté AL, Ainsi :

AL ={x€E|Va€A (x|a)=0}

Théoréme 2

Si x est un vecteur non nul de E, alors {x}l est un hyperplan de E.
Un supplémentaire en est la droite vectorielle K.x.

Démonstration
@ Lapplication py : E — R est une forme linéaire (par définition du produit scalaire euclidien ou hermitien),
y > (x]y)
non nulle (car ¢, (x) = ||x||* # 0).{x} en est le noyau, c'est donc un hyperplan.
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Orthogonalité

Orthogonal d’'une partie

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) = 0.

Définition 6

Remarque : (x|y) = 0 <= (y|x) = 0. La relation d'orthogonalité est donc symétrique.

Définition 7
Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal & A si il est orthogonal & tous les vecteurs de A.

Lensemble des vecteurs orthogonaux a A s'appelle Forthogonal de A, noté AL, Ainsi :

AL ={x€E|Va€A (x|a)=0}

Théoréme 2

Si x est un vecteur non nul de E, alors {x}l est un hyperplan de E.
Un supplémentaire en est la droite vectorielle K.x.

Démonstration
@ Lapplication py : E — R est une forme linéaire (par définition du produit scalaire euclidien ou hermitien),
y > (x]y)
non nulle (car ¢, (x) = ||x||* # 0).{x} en est le noyau, c'est donc un hyperplan.

@ La droite vectorielle R.x n'est pas incluse dans {x}* (car x orthogonal a x implique x = 0), donc en est un
supplémentaire d’aprés le cours sur les hyperplans.
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Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors A~ est un sous-espace vectoriel de E.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors A~ est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ 0; € AL puisque (0| a) = 0 pour tout a € A;
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors A~ est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ 0; € AL puisque (0| a) = 0 pour tout a € A;

@ Si x et y appartiennent a AL, alors pour tout a € A, (x| a) = (y|a) = 0 donc pour tout A € R,
(Ax+y|a) =0don Ax+y € AL,
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors A~ est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

@ 0; € AL puisque (0| a) = 0 pour tout a € A;
@ Si x et y appartiennent a AL, alors pour tout a € A, (x| a) = (y|a) = 0 donc pour tout A € R,
(Ax+y|a) =0don Ax+y € AL,

On pouvait aussi écrire : AL = ﬂ {a}J‘ et utiliser le théoréme précédent puisque l'intersection d’'une
acA
famille quelconque de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
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Orthogonalité
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors A~ est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés

Q rt = {0} et {O}J‘ = 53

Démonstration

e Soit y € E-; alors pour tout x € E on a (y|x) = 0; en particulier, on a (y|y) = 0 dou y = 0; cela
montre linclusion EX C {0}, linclusion réciproque étant évidente.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors A~ est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés

Q rt = {0} et {O}J‘ = 53

Démonstration

e Soit y € E-; alors pour tout x € E on a (y|x) = 0; en particulier, on a (y|y) = 0 dou y = 0; cela
montre linclusion EX C {0}, linclusion réciproque étant évidente.

o Tout vecteur x est orthogonal a 0, donc E C {0} C E, d'ott la deuxieme égalité.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés

Q EX = {0} et {0} =E;
Q V(A B) € P(E}, AC B= B- C A+;

Démonstration

Soient A et B deux parties de E telles que A C B. Soit alors x € B. Pour tout b € B, (x| b) = 0. En
particulier, pour tout @ € A, on a a € B donc (x| a) = 0. D'ott x € AL et l'inclusion s'ensuit.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX = {0} et {0} =E;
Q V(A B) € P(E}, AC B= B- C A+;

Q VAE P(E), AL = Vect(A)L; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F si et seulement si pour tout i € / on a (x | f;) = 0;
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX = {0} et {0} =E;
Q V(A B) € P(E}, AC B= B- C A+;

Q VAE P(E), AL = Vect(A)L; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F si et seulement si pour tout i € / on a (x | f;) = 0;

Démonstration

o Soit F = Vect(A). A C F donc d’aprés la propriété n°2, F- C AL,
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AT = Vect(A)™ ; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Démonstration
o Soit F = Vect(A). A C F donc d’aprés la propriété n°2, F- C AL,

P
® Réciproquement, soit x € AL et y € F. Puisque F = Vect(A), on peut écrire y = >~ Aiaj avec \j € R et

i=1

a; € A
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AT = Vect(A)™ ; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Démonstration
o Soit F = Vect(A). A C F donc d’aprés la propriété n°2, F- C AL,

P
® Réciproquement, soit x € AL et y € F. Puisque F = Vect(A), on peut écrire y = >~ Aiaj avec \j € R et

i=1

a;j € A. On aalors (x|y) = <x

p P
> )\fﬂi> =2 i {x]|a).
i=l1 =l
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AT = Vect(A)™ ; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Démonstration
o Soit F = Vect(A). A C F donc d’aprés la propriété n°2, F- C AL,

P
® Réciproquement, soit x € AL et y € F. Puisque F = Vect(A), on peut écrire y = >~ Aiaj avec \j € R et

i=1

P P
a;i € A. On a alors (x|y) = <x > )\;ai> = > Xi{x]|a). Or {x|a;) = 0 pour tout i puisque a; € A et
= i=1

x € AL, Donc (x|y) = 0 et ce pour tout y € F.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AT = Vect(A)™ ; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Démonstration
o Soit F = Vect(A). A C F donc d’aprés la propriété n°2, F- C AL,

P
® Réciproquement, soit x € AL et y € F. Puisque F = Vect(A), on peut écrire y = >~ Aiaj avec \j € R et

i=1

P P
a;i € A. On a alors (x|y) = <x > )\,-ai> = > Xi{x]|a). Or {x|a;) = 0 pour tout i puisque a; € A et
= i=1

x € AL. Donc (x|y) = 0 et ce pour tout y € F. Ainsi, x € F-, ce qui prouve l'nclusion AL C FL.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;
Q VA€ P(E), AT = Vect(A)™ ; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ie/ est une base

de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Q VAe Z(E), AC (AL)L;
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés

Q EX ={0}et {0} =E;

Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AL = Vect(A)L; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ic/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Q VAe Z(E), AC (AL)L:

Démonstration

Soit @ € A. Pour tout b € AL, (a|b) = 0 donc a L b donc a € (Al)l.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AL = Vect(A)L; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ic/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Q VAe Z(E), AC (AL)L:

@ Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E : (F + G)~ = F- nG*.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AL = Vect(A)L; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ic/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;

Q VAe Z(E), AC (AL)L:

@ Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E : (F + G)~ = F- nG*.

Démonstration

® Déja, les inclusions F C F 4 G et G C F + G impliquent d’aprés la propriété n°2, (F 4+ G)~ C FL et
(F+ G)* c G+ donc (F+G)* Cc F-nGt.
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Orthogonalité

Proposition 1

Si A est une partie non vide de E, alors AL est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés
Q EX ={0}et {0} =E;
Q V(A B) € P(E)?, ACB= B- CA-;

Q VA€ P(E), AL = Vect(A)L; il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)ic/ est une base
de F, un vecteur x appartient a F- si et seulement si pour tout i € / on a (x|f;) = 0;
n

Q vVAe Z(E), AC (Ai) :

@ Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E : (F + G)~ = F- nG*.

Démonstration

o Déja, les inclusions F C F + G et G C F 4 G impliquent d’aprés la propriété n°2, (F 4 G)- C FL et
(F+ G)* c G+ donc (F+G)* Cc F-nG*t.

o Ensuite, si x € F- N G, alors x est orthogonal 4 tout vecteur de F et de G, donc par linéarité il est
orthogonal a tout vecteur de F + G, ce qui donne l'inclusion réciproque.
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Définition 8

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(xy) EFXG, (x|y)=0,
autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivaut a: F C G+ et/ou G C F*.
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Orthogonalité

Définition 8

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(x,y) EFx G, (x]y)=0,
autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivaut 4 : F C G etlou G C F-.

Proposition 2

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E. On suppose que l'on dispose
d’une base (f)ic; de F et d'une base (gj)jc; de G.

Alors F et G sont orthogonaux si et seulement si pour tout (i,/) € I X J, fi L gj.
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Orthogonalité

Définition 8

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(x,y) EFx G, (x]y)=0,
autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivaut 4 : F C G etlou G C F-.

Proposition 2

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E. On suppose que l'on dispose
d'une base (fi)ic/ de F et d’une base (gj)je; de G.

Alors F et G sont orthogonaux si et seulement si pour tout (i,j) € I X J, fi L gj.

Démonstration

@ Si F L G alors tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G, donc en particulier les f; sont orthogonaux
aux g.
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Orthogonalité

Définition 8

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(x,y) EFx G, (x]y)=0,
autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivaut 4 : F C G etlou G C F-.

Proposition 2

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E. On suppose que l'on dispose
d'une base (fi)ic/ de F et d’une base (gj)je; de G.

Alors F et G sont orthogonaux si et seulement si pour tout (i,j) € I X J, fi L gj.

Démonstration
@ Si F L G alors tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G, donc en particulier les f; sont orthogonaux
aux g.

@ Réciproquement, si les f; sont orthogonaux aux g;, alors pour toutes familles de réels (\;) et (1) a support fini on
a, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

<Z>\fﬁ’ Zﬂié’i> =22 i lfilg) =0
i€l iclie

i€l
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Orthogonalité

Définition 8

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(x,y) EFx G, (x]y)=0,
autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivaut 4 : F C G etlou G C F-.

Proposition 2

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E. On suppose que l'on dispose
d'une base (fi)ic/ de F et d’une base (gj)je; de G.

Alors F et G sont orthogonaux si et seulement si pour tout (i,j) € I X J, fi L gj.

Démonstration
@ Si F L G alors tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G, donc en particulier les f; sont orthogonaux
aux g.

@ Réciproquement, si les f; sont orthogonaux aux g;, alors pour toutes familles de réels (\;) et (1) a support fini on
a, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

<Z>\fﬁ’ Eu/g;> =22 i (filg) =0
icl i€l i€l jel
donc tout vecteur de F = Vect ({f;, i € I}) est orthogonal a tout vecteur de G = Vect ({g;, j € J} ).
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Exemples

@ Dans R®, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.es et le plan G = Vect(e; — ez, e/ + 2e;). Alors
F L G. En fait, ici, F©- = G.
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Exemples

@ Dans R®, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.es et le plan G = Vect(e; — ez, e/ + 2e;). Alors
F L G. En fait, ici, F- = G.
Si H=R.e, on a aussi F L H,, mais seulement F~ O H.
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Exemples

@ Dans R®, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.es et le plan G = Vect(e; — ez, e/ + 2e;). Alors
F L G. En fait, ici, F- = G.
Si H=R.e, on a aussi F L H,, mais seulement F~ O H.

@ Dans R?, muni du produit scalaire canonique, soit F = Vect(er, e2) et G = Vect(es, e, + e3). Onn'apas F L G
mais par contre F- 1 G
Les deux plans F et G sont alors dits perpendiculaires.
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Exemples

@ Dans R®, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.es et le plan G = Vect(e; — ez, e/ + 2e;). Alors
F L G. En fait, ici, F- = G.
Si H=R.e, on a aussi F L H,, mais seulement F~ O H.

@ Dans R?, muni du produit scalaire canonique, soit F = Vect(er, e2) et G = Vect(es, e, + e3). Onn'apas F L G
mais par contre F- 1 G
Les deux plans F et G sont alors dits perpendiculaires.

Ainsi, dire que F et G sont orthogonaux ne veut PAS dire que I'un est l'orthogonal de

: Les exemples précédents montrent qu'il faut faire attention a la terminologie employée.
l'autre !
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Exemples

@ Dans R®, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.es et le plan G = Vect(e; — ez, e/ + 2e;). Alors
F L G. En fait, ici, F- = G.
Si H=R.e, on a aussi F L H, , mais seulement F~ D H.

@ Dans R?, muni du produit scalaire canonique, soit F = Vect(er, e;) et G = Vect(es, e; 4 e3). On n'a pas F L G
mais par contre Ft 1 Gt
Les deux plans F et G sont alors dits perpendiculaires.

Ainsi, dire que F et G sont orthogonaux ne veut PAS dire que I'un est l'orthogonal de

2 Les exemples précédents montrent qu'il faut faire attention a la terminologie employée.
l'autre !

Proposition 3

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, alors F N G = {0}.
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Exemples

@ Dans R®, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.es et le plan G = Vect(e; — ez, e/ + 2e;). Alors
F L G. En fait, ici, F= = G.
Si H=R.e, on a aussi F L H,, mais seulement F~ O H.

@ Dans R?, muni du produit scalaire canonique, soit F = Vect(er, e;) et G = Vect(es, e; 4 e3). On n'a pas F L G
mais par contre Ft 1 Gt

Les deux plans F et G sont alors dits perpendiculaires.

Ainsi, dire que F et G sont orthogonaux ne veut PAS dire que I'un est l'orthogonal de

2 Les exemples précédents montrent qu'il faut faire attention a la terminologie employée.
l'autre !

Proposition 3
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, alors F N G = {0}.

Démonstration

Soit x € FN G. Alors x € F est orthogonal a x € G, donc (x|x) = 0, donc x = 0.
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Orthogonalité

Familles orthogonales, orthonormales (ou orthonormées)
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Orthogonalité

Familles orthogonales, orthonormales (ou orthonormées)

Définition 9
Une famille (x;)ie/ de vecteurs d’'un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si :

V(i,j) €, i# = (xi]x)=0.
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Orthogonalité

Familles orthogonales, orthonormales (ou orthonormées)

Définition 9
Une famille (x;)ie/ de vecteurs d’'un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si :
V(i) € P, i#j=> (xi|x) =0.
Elle est dite orthonormée si, en plus, ||xi|| =1 pour tout i € /, c'est-a-dire si
V(i) € P, (x| x) = di.
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Orthogonalité

Familles orthogonales, orthonormales (ou orthonormées)

Définition 9
Une famille (x;)ie/ de vecteurs d’'un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si :
V(i) € P, i#j= (xi|x)=0.
Elle est dite orthonormée si, en plus, ||xi|| =1 pour tout i € /, c'est-a-dire si
Y (i,j) € P, {xi| %) = 6i.
Remarque : Si (x;)ics est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille des vecteurs

Xi .
—) est orthonormée.
[l i€l
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Orthogonalité

Familles orthogonales, orthonormales (ou orthonormées)

Définition 9
Une famille (x;)ics de vecteurs d’un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si :
V(i,j) € P, i#j=> (xi|x) =0.
Elle est dite orthonormée si, en plus, ||xj|| =1 pour tout i € /, c’est-a-dire si
Y (i,j) € P, {xi| %) = 6i.
Remarque : Si (x;)ics est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille des vecteurs
X

—) est orthonormée.
i€l

[Ixil
Proposition 4: Relation de Pythagore

Si (xi,...,Xp) est une famille orthogonale d’'un espace préhilbertien réel, alors :

A )
Z]Xi = Z] fIxi[l* -
= =
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Orthogonalité

Familles orthogonales, orthonormales (ou orthonormées)

Définition 9
Une famille (x;)ics de vecteurs d’un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si :
V(i,j) € P, i#j= (xi|x)=0.
Elle est dite orthonormée si, en plus, ||xj|| =1 pour tout i € /, c’est-a-dire si
Y (i,j) € P, {xi| %) = 6i.

Remarque : Si (x;)ics est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille des vecteurs

Xi .
(—) est orthonormée.
||Xi|| i€l

Proposition 4: Relation de Pythagore

Si (xi,...,Xp) est une famille orthogonale d’'un espace préhilbertien réel, alors :

P |2 P 5
Z]Xi = E] [Ixi]l= -
= =

Démonstration

1<ij<p i=

p |2 P
En effet: ||> xi :<in
=l =

p p
£x)= T (ula) = 35 (o) puisque G ) =)0 pour 1 .
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Orthogonalité

Théoréme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x, y € E. Alors :
2 2 2
x Ly = lx+ 1" = [IxI"+ lIylI*-




Orthogonalité

Théoréme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x, y € E. Alors :
XLy <= llx+yl* = IxIP + Iyl

Démonstration

Découle directement de la relation : ||x 4 y||* = ||x||* + 2 (x| y) + |Iy|I*.
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Orthogonalité

Théoréme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x, y € E. Alors :
XLy <= llx+yl* = IxIP + Iyl

Démonstration

Découle directement de la relation : ||x 4 y||* = ||x||* + 2 (x| y) + |Iy|I*.

Théoréme 4

Si (xi)ies est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.
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Orthogonalité

Théoréme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x, y € E. Alors :
2 2 2
x Ly <= [x+yllI” = IxI"+ Iyvl°-

Démonstration

Découle directement de la relation : ||x + y||> = [|x]|> + 2 (x| y) + |ly||*.

Théoréme 4

Si (xi)ies est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.

Démonstration

En effet, si l'on a > A\jx; = 0 (avec \; scalaires tous nuls sauf un nombre fini), alors, pour tout j € /,

i€l

> )\,-x,'> =0, c'est-a-dire > Aj (xi | x;) = 0 donc A; (x; | x;) = 0 d'ou \; = 0 puisque ||x;|| # 0.
iel iel
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Orthogonalité

Théoréme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x, y € E. Alors :
2 2 2
x Ly <= [x+yllI” = IxI"+ Iyvl°-

Démonstration

Découle directement de la relation : ||x + y||> = [|x]|> + 2 (x| y) + |ly||*.

Théoréme 4

Si (xi)ies est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.

Démonstration

En effet, si l'on a > A\jx; = 0 (avec \; scalaires tous nuls sauf un nombre fini), alors, pour tout j € /,

i€l

Corollaire:

> )\fo> =0, c'est-a-dire > Aj (xi | x;) = 0 donc A; (x; | x;) = 0 d'ou \; = 0 puisque ||x;|| # 0.
icl i€l

| Toute famille orthonormée est libre.
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Orthogonalité

Théoréme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x, y € E. Alors :
2 2 2
x Ly <= [x+yllI” = IxI"+ Iyvl°-

Démonstration

Découle directement de la relation : ||x + y||> = [|x]|> + 2 (x| y) + |ly||*.

Théoréme 4

Si (xi)ies est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.

Démonstration

En effet, si l'on a > A\jx; = 0 (avec \; scalaires tous nuls sauf un nombre fini), alors, pour tout j € /,

i€l

Corollaire:

%A,‘X,‘> =0, c'est-a-dire %)\f (xi|x) = 0 donc \; (x; | xj) = 0 d'ou A; = 0 puisque ||x;|| # 0.
1 1
| Toute famille orthonormée est libre.

Exemple

Dans E = €'([0; 7], R) muni du produit scalaire : (f | g) % J f(£)g(t) dt, la famille de fonctions
0

fn i t — cos nt, avec n € N*, est orthonormée.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu’une famille (x, ..., x,) de vecteurs d’'un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- et que n=dimE.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu'une famille (xi, ..., x,) de vecteurs d’'un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- et que n=dimE.

Théoréme 5

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormée.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu'une famille (xi, ..., x,) de vecteurs d’un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- et que n=dimE.

Théoréme 5

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormée.

Démonstration
Par récurrence sur n = dimE :
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu'une famille (xi, ..., x,) de vecteurs d’un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- et que n=dimE.

Théoréme 5

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormée.

Démonstration
Par récurrence sur n = dimE :
e si n =1, E est une droite vectorielle, et si {x} en est une base, alors {H%H} en sera une base

orthonormée.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu'une famille (xi, ..., x,) de vecteurs d’un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- et que n=dimE.

Théoréme 5

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormée.

Démonstration
Par récurrence sur n = dimE :
e si n =1, E est une droite vectorielle, et si {x} en est une base, alors {H%H} en sera une base

orthonormée.
® Supposons le résultat acquis pour tout espace euclidien de dimension n — 1, et soit E euclidien de
dimension n.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu'une famille (xi, ..., x,) de vecteurs d’un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- etque n=dimE.

Théoréme 5

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormée.

Démonstration
Par récurrence sur n = dimE :
e si n =1, E est une droite vectorielle, et si {x} en est une base, alors {H%H} en sera une base

orthonormée.

® Supposons le résultat acquis pour tout espace euclidien de dimension n — 1, et soit E euclidien de
dimension n.

Il existe dans E un vecteur unitaire e, ; d’aprés le théoréme 2, le sous-espace vectoriel H = {e,} est un
hyperplan de E.
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Orthogonalité

Orthogonalité en dimension finie

Définition 10
On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E
qui est aussi une famille orthonormée.

Remarque : En vertu du théoréme 4, pour qu'une famille (xi, ..., x,) de vecteurs d’un espace euclidien
forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
- la famille soit orthonormée, c'est-a-dire : ¥ (i, ) € [1; n]?, (xi|x) = &,
- etque n=dimE.

Théoréme 5

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) posséde une base orthonormée.

Démonstration
Par récurrence sur n = dimE :
e si n =1, E est une droite vectorielle, et si {x} en est une base, alors {H%H} en sera une base

orthonormée.
® Supposons le résultat acquis pour tout espace euclidien de dimension n — 1, et soit E euclidien de
dimension n.
Il existe dans E un vecteur unitaire e, ; d’aprés le théoréme 2, le sous-espace vectoriel H = {e,} est un
hyperplan de E. D'aprés I'hypothése de récurrence, H posséde une base orthonormée (ey, . .., e,—1). Il est
clair alors que la famille (e, . .., e,) sera orthonormée, donc sera une base orthonormée de E, ce qui
achéve la récurrence.
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Orthogonalité

Exemples
@ Dans R” muni du produit scalaire canonique, défini par :
n
six= (-0 xm) ety = (ns- oo p) s (x[y) = 3oai
=

la base canonique est une base orthonormée.
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Orthogonalité

Exemples
@ Dans R” muni du produit scalaire canonique, défini par :
= () ety = (o) (X9 = S
la base canonique est une base orthonormée.
@ Dans M,(R) muni du produit scalaire canonique défini par :

si A= (ai)i<ij<n et B= (bijhi<ijcm (AIB) = tr(ATB) = 3= aijbi
1<ij<n

la base canonique (E; ;)< j<n est une base orthonormée.

Chapitre VI : Espaces préhilbertiens réels Octobre 2022



Orthogonalité

Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Proposition 5

Soit E un espace euclidien et #Z = (e, . .., ep) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (xi, . .., Xx;) d’un vecteur x dans cette base sont données par :

n
Ainsi:|[Vx€E, x=> (ei|x)ei.

i=1
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Orthogonalité

Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Proposition 5
Soit E un espace euclidien et #Z = (e, . .., ep) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (xi, . .., Xx;) d’un vecteur x dans cette base sont données par :

n
Ainsi:|[Vx€E, x=> (ei|x)ei.

i=1

Démonstration

n
On a par définition des coordonnées : x = > x;e. Donc pour tout i € [1; nf], compte tenu de la linéarité

k=1
n n
a droite du produit scalaire : {ej |x) = ( ej | > xker ) = D x¢ (ei | ex) = xi.
k=1 k=1
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Orthogonalité

Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Proposition 5
Soit E un espace euclidien et #Z = (e, . .., ep) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (xi, . .., Xx;) d’un vecteur x dans cette base sont données par :

n
Ainsi:|[Vx€E, x=> (ei|x)ei.

i=1

Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée % = (ej,. .., es) et x, y deux vecteurs de E :
n

x=3
=
X n

n
ei ety=> ye avec(x,...,xn)et(y,...,yn) € R"

i=1

On notera aussi X = | : | et Y= : | les matrices colonnes formées des coordonnées dans & des

Xn Yn

vecteurs x et y.

Chapitre VI : Espaces préhilbertiens réels Octobre 2022



Orthogonalité

Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Proposition 5
Soit E un espace euclidien et #Z = (e, . .., ep) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (xi, . .., Xx;) d’un vecteur x dans cette base sont données par :

n
Ainsi:|[Vx€E, x=> (ei|x)ei.

i=1

Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée % = (ej,. .., es) et x, y deux vecteurs de E :
n

n
x=>Y_xiei ety=> yej avec(x,...,xn)et(y,...,yn) € R"
7 =l
x "
On notera aussi X = | : | et Y= : | les matrices colonnes formées des coordonnées dans & des
Xn Vi
vecteurs x et y.
n n
Par bilinéarité du produit scalaire : (x|y) = ( D xiei| Y yje ) = > xiyj(eile)
i=1 = ISij<n N—~—"

=0i,j
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Orthogonalité

Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Proposition 5
Soit E un espace euclidien et #Z = (e, . .., ep) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (xi, . .., Xx;) d’un vecteur x dans cette base sont données par :

n
Ainsi:|[Vx€E, x=> (ei|x)ei.

i=1

Soit E un espace euclidien muni d’'une base orthonormée % = (ej,. .., es) et x, y deux vecteurs de E :
n

n
x=>Y_xiei ety=> yej avec(x,...,xn)et(y,...,yn) € R"
7 =l
x "
On notera aussi X = | : | et Y= : | les matrices colonnes formées des coordonnées dans & des
Xn Vi
vecteurs x et y.
n n
Par bilinéarité du produit scalaire : (x|y) = ( D xiei| Y yje ) = > xiyj(eile)
i=1 = ISij<n N—~—"

=9,
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Démonstration

@ Le résultat étant évident si F = {0}, on supposera F de dimension n > 1. F posséde alors une base orthonormée
(e, ..., en)
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Démonstration
@ Le résultat étant évident si F = {0}, on supposera F de dimension n > 1. F posséde alors une base orthonormée
(er, - - en)
Soit x € E. On cherche a écrite x = y + z avec y € F et z € F, donc on cherche \,..., A\, € Retz € F+
n
tels que x = >~ Ajej + z.
=l
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Démonstration

@ Le résultat étant évident si F = {0}, on supposera F de dimension n > 1. F posséde alors une base orthonormée
(er, - - en)
Soit x € E. On cherche a écrite x = y + z avec y € F et z € F, donc on cherche \,..., A\, € Retz € F+

n
tels que x = >~ Ajej + z.

=
Or z € F* si et seulement si pour tout j € [1; n], (e; | z) = 0 ce qui équivaut a :

n n
Vvje[l;n], <"i X—Z)\;e;> = 0soit: (g |x) = > Ai (e |ei) = \j.
i=1 i SN——

i=1

=0ij
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Démonstration

@ Le résultat étant évident si F = {0}, on supposera F de dimension n > 1. F posséde alors une base orthonormée
(er, - - en)
Soit x € E. On cherche a écrite x = y + z avec y € F et z € F, donc on cherche \,..., A\, € Retz € F+

n
tels que x = >~ Ajej + z.

=
Or z € F* si et seulement si pour tout j € [1; n], (e; | z) = 0 ce qui équivaut a :

n n
Vvje[l;n], <"i X—Z)\;e;> = 0soit: (g |x) = > Ai (e |ei) = \j.
i=1 i SN——

i=1

=0ij

Ce qui précéde démontre I'existence et 'unicité de la décomposition cherchée :

x:i<e,-\x>e,-+<x—i<e,-|x>e,-).
& 9 7

i=1 i=1

er erd
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Démonstration

i
© On a déja vu linclusion : F C (FJ‘) .
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :
€
Q@ E=Fart. o (rt) =r.
Démonstration
A8\ oo eyl L)
© On a déja vu linclusion : F C (F ) .
1
Réciproquement, soit x € (Fl) . D’apreés le résultat précédent, x s’écrit de fagon unique sous la forme

xX=y-+zavecy € Fetz e Ft.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :
€
Q@ E=Fart. o (rt) =r.
Démonstration
A8\ oo eyl L)
© On a déja vu linclusion : F C (F ) .
1
Réciproquement, soit x € (Fl) . D’apreés le résultat précédent, x s’écrit de fagon unique sous la forme

i
x=y+zavecy € Fetz € F-. Puisque x € (Fl) etz € F&, ona (x|z) = 0soit (y|z) + (z|2) = 0.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Démonstration
© On a déja vu linclusion : F C (FJ‘)J_‘
Réciproquement, soit x € (FL) J_‘ D’aprés le résultat précédent, x s’écrit de fagon unique sous la forme
x=y+zavecy € Fetz € F-. Puisque x € (Fl)l etz € F&, ona (x|z) = 0soit (y|z) + (z|2) = 0.

Mais (z | y) = 0 puisque y € F et z € F- donc on en déduit (z|z) = 0, dot z = 0 et x = y appartient a F,ce
L
qui démontre l'inclusion (Fl) C F.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Définition 11

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, on a: E = F @ F*.

F1 sappelle le supplémentaire orthogonal de F.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Définition 11

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, on a: E = F @ F*.

F1 sappelle le supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire:
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien de dimension finie E on a :

(FNG)*+ =rt +c6t.

PSI* (Lycé / Chapitre VI : Espaces préhilbertiens réels Octobre 2022



Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Définition 11

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, on a: E = F @ F*.

F1 sappelle le supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire:
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien de dimension finie E on a :

(FNG)*+ =rt +c6t.

Démonstration

On a vu (propriétés de l'orthogonal d’'une partie) que, si F’ et G’ sont des sous-espaces vectoriels de E, on
a (F' + G')* = F/- 0 G’ Il suffit dappliquer ce résultat avec F’ = F- et G’ = G, en utilisant le
deuxiéme résultat du théoréme précédent.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Définition 11

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, on a: E = F @ F*.

F1 sappelle le supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire:
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien de dimension finie E on a :

(FNG)*+ =rt +c6t.
Théoréme 7: Théoréme de la base orthonormée incompléte

Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormée de vecteurs de E peut étre
complétée en une base orthonormée.
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Projections orthogonales

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :

O E=FoF.. o (FH'=F.

Définition 11

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien E, on a: E = F @ F*.

FL sappelle le supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire:
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien de dimension finie E on a :

(FNG)*+ =rt +c6t.

Théoréme 7: Théoréeme de la base orthonormée incompléte

Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormée de vecteurs de E peut étre
complétée en une base orthonormée.

Démonstration

Si (e, ..., ep) est une famille orthonormée dans E, soit F = Vect(ey, . . ., ep). Il suffit alors de la
compléter par une base orthonormée dans F- (il en existe d’aprés le théoréme 5).
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Projections orthogonales

Projection orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. On appelle :

Définition 12

o projection orthogonale sur F, notée pr, la projection sur F de direction F--.

o symétrie orthogonale par rapport a F, notée sr, la symétrie par rapport & F et de direction FL.

Rappel : sr = 2pr — IdE.
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Projections orthogonales

Projection orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. On appelle :

Définition 12

o projection orthogonale sur F, notée pr, la projection sur F de direction F--.

o symétrie orthogonale par rapport a F, notée sr, la symétrie par rapport & F et de direction FL.

Rappel : sr = 2pr — IdE.

/= pro)
e On a, pour tout x € E: pr(x) L x — pr(x).
e Par définition d’'une projection, y = pr(x) est
'unique vecteur de E vérifiant y € F et
xyert Pr(x)
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Projections orthogonales

Théoréme 8

Si (el ..., en) est une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :

n

pr(x) =3 (ei| x) e .

i=1
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Projections orthogonales

Théoréme 8

Si (er, ..., en) est une base orthonormée d'un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :

n

pr(x) = >_(ei|x)ei.

i=1

Démonstration

En effet on a vu dans la démonstration du théoréme 6 que pour tout x € E on a :

x:z";<e,|x>e,-+<x—z"%(e,|x)ei).
NS =

1= 1=
€Fr cFl
Le résultat découle alors de la définition de la projection sur F parallélement a FL.
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Projections orthogonales

Théoréme 8

Si (er, ..., en) est une base orthonormée d'un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :
n
pr(x) = >_(ei|x)ei.

=
Remarque : Si l'on connait seulement une base orthogonale (e, ..., e,) de F, on a, pour tout x € E :
7, {ei|x)

prix) =3

= leill®
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Projections orthogonales

Théoréme 8

Si (er, ..., en) est une base orthonormée d'un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :

n

pr(x) = >_(ei|x)ei.

i=1

Remarque : Si l'on connait seulement une base orthogonale (e, ..., e,) de F, on a, pour tout x € E :

pr(v) =35 ),
2 el

Remarque : Dans le cas particulier oi H est un hyperplan, et si n est un vecteur orthogonal & H, la
(nlx) |

ou :
[Inlf?

formule précédente donne le projeté orthogonal de x sur la droite K.n: p,,1 (x) =
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Projections orthogonales

Théoréme 8

Si (er, ..., en) est une base orthonormée d'un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :

pr(x) = >_(ei|x)ei.

i=

n

1
Remarque : Si l'on connait seulement une base orthogonale (e, ..., e,) de F, on a, pour tout x € E :
7, {ei|x)

prix) =3

= leill®

e.

Remarque : Dans le cas particulier oi H est un hyperplan, et si n est un vecteur orthogonal & H, la
() e
n dou :

formule précédente donne le projeté orthogonal de x sur la droite K.n: p,1 (x) = T
n

(n]x) (nlx)
pr(x) = x — T Iz "
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Projections orthogonales

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur le plan P d’équation : x + y + z = 0.
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ons orthogonales

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
q q
projection orthogonale sur le plan P d’équation : x + y + z = 0.

Solution

Soit p la projection orthogonale sur le plan P et ¢ = Idgs — p celle sur la droite D orthogonale a P. D a
pour base n = (1,1,1).




ons orthogonales

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur le plan P d’équation : x + y + z = 0.

Solution

Soit p la projection orthogonale sur le plan P et ¢ = Idgs — p celle sur la droite D orthogonale a P. D a
pour base n = (1,1,1).

Soit u = (x,y,z) € R® et g(u) = (x',y’, Z’) son image par q. Trouver la matrice de q revient a trouver
son expression analytique, c’est-a-dire a exprimer x’, )’ et z’ en fonction de x, y et z.
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Projections orthogonales

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur le plan P d’équation : x + y + z = 0.

Solution

Soit p la projection orthogonale sur le plan P et ¢ = Idgs — p celle sur la droite D orthogonale a P. D a
pour base n = (1,1,1).

Soit u = (x,y,z) € R® et g(u) = (x',y’, Z’) son image par q. Trouver la matrice de q revient a trouver
son expression analytique, c’est-a-dire & exprimer x’, )’ et z’ en fonction de x, y et z. D’aprés les formules

ci-dessus :
(nlv) _ xtytz

q(u) = n=
Inlf® 3
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Projections orthogonales

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur le plan P d’équation : x + y + z = 0.

Solution

Soit p la projection orthogonale sur le plan P et ¢ = Idgs — p celle sur la droite D orthogonale a P. D a
pour base n = (1,1,1).

Soit u = (x,y,z) € R® et g(u) = (x',y’, Z’) son image par q. Trouver la matrice de q revient a trouver
son expression analytique, c’est-a-dire & exprimer x’, )’ et z’ en fonction de x, y et z. D’aprés les formules

ci-dessus :
(o), _xiviz,
[Inll 3

q(u) =

donc on a
X,_x+y+z ., xty+z Z,_x+y+z

3 3 3
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Projections orthogonales

Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur le plan P d’équation : x + y + z = 0.

Solution

Soit p la projection orthogonale sur le plan P et ¢ = Idgs — p celle sur la droite D orthogonale a P. D a
pour base n = (1,1,1).

Soit u = (x,y,z) € R® et g(u) = (x',y’, Z’) son image par q. Trouver la matrice de q revient a trouver
son expression analytique, c’est-a-dire & exprimer x’, )’ et z’ en fonction de x, y et z. D’aprés les formules
ci-dessus :

(nlw) _ x+y+z
q(u) = n=——_"—mn
[Eell 3

donc on a

3 3 3

X,_x+y+z ., xty+z Z,_x+y+z

1
Par suite la matrice de g est : M(q) = 5 1 1 1], etcellede pest
1 1

1 g < =
M(p) = I3 — M(q) = g —1 2 —1
=] =l 2
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Projections orthogonales

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la

symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :
XNit+tx+x3+x=0 , x+2x+3x3+4%=0.
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Projections orthogonales

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la

symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :
XNit+tx+x3+x=0 , x+2x+3x3+4%=0.

Solution

® On remarque déja que F est bien un sous-espace vectoriel de R? (intersection d’hyperplans), et que c’est
un plan (car le systéme d’équations est de rang 2, voir cours sur les formes linéaires).
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Projections orthogonales

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la

symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :
XNit+tx+x3+x=0 , x+2x+3x3+4%=0.

Solution

® On remarque déja que F est bien un sous-espace vectoriel de R? (intersection d’hyperplans), et que c’est
un plan (car le systéme d’équations est de rang 2, voir cours sur les formes linéaires).

® Si s est la symétrie orthogonale par rapport au plan F, on a s = 2p — Idps ot p est la projection
orthogonale sur F. Il suffit donc de trouver la matrice de p.
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Projections orthogonales

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :

xtx+xs+x=0 , x+2x+33+4xy=0.

Solution
® On remarque déja que F est bien un sous-espace vectoriel de R? (intersection d’hyperplans), et que c’est
un plan (car le systéme d’équations est de rang 2, voir cours sur les formes linéaires).
® Si s est la symétrie orthogonale par rapport au plan F, on a s = 2p — Idps ot p est la projection
orthogonale sur F. Il suffit donc de trouver la matrice de p.
En soustrayant les deux lignes, on trouve que le systéme définissant F est équivalent a

X = X3+ 2x4

. En choisissant (x3, xs) = (1,0) on trouve qu’un vecteur de F est uy = (1, —2,1,0).
X2 = —2X3 - 3X4
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Projections orthogonales

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :

xtx+xs+x=0 , x+2x+33+4xy=0.

Solution

® On remarque déja que F est bien un sous-espace vectoriel de R? (intersection d’hyperplans), et que c’est
un plan (car le systéme d’équations est de rang 2, voir cours sur les formes linéaires).

® Si s est la symétrie orthogonale par rapport au plan F, on a s = 2p — Idps ot p est la projection
orthogonale sur F. Il suffit donc de trouver la matrice de p.
En soustrayant les deux lignes, on trouve que le systéme définissant F est équivalent a

X1 = x3 + 2x4
. En choisissant (x3, xs) = (1,0) on trouve qu’un vecteur de F est uy = (1, —2,1,0).
X2 = —2X3 - 3X4
Pour trouver une base orthogonale de F il reste a trouver un vecteur u, = (xi, X2, X3, x4) de F qui est de
plus orthogonal a 1 donc qui vérifie les deux équations précédentes ainsi que 'équation x; — 2x, + x3 = 0.
Cela conduit a 6x3 + 8x; = 0. En prenant x4 = 3 et x3 = —4 on obtient u, = (2, —1, —4, 3).
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Projections orthogonales

Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de la
symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :

xtx+xs+x=0 , x+2x+33+4xy=0.

Solution

® On remarque déja que F est bien un sous-espace vectoriel de R? (intersection d’hyperplans), et que c’est
un plan (car le systéme d’équations est de rang 2, voir cours sur les formes linéaires).

® Si s est la symétrie orthogonale par rapport au plan F, on a s = 2p — Idps ot p est la projection
orthogonale sur F. Il suffit donc de trouver la matrice de p.
En soustrayant les deux lignes, on trouve que le systéme définissant F est équivalent a

X1 = x3 + 2x4
. En choisissant (x3, xs) = (1,0) on trouve qu’un vecteur de F est uy = (1, —2,1,0).
X2 = —2X3 - 3X4

Pour trouver une base orthogonale de F il reste a trouver un vecteur u, = (xi, X2, X3, x4) de F qui est de
plus orthogonal a 1 donc qui vérifie les deux équations précédentes ainsi que 'équation x; — 2x, + x3 = 0.
Cela conduit a 6x3 + 8x; = 0. En prenant x4 = 3 et x3 = —4 on obtient u, = (2, —1, —4, 3).

On a ainsi trouvé une base orthogonale du plan F. Si x = (x, X2, x3, X4) est un vecteur quelconque de R*
et si f'on note p(x) = (x/, x;, x§, x;), les formules du cours donnent;

(LI] |X> <U2 |X> X — 2X2 + X3 2X] — X2 — 4X3 + 3X4
p(x) = 5 U+ 5 U = u + up

[leall |zl 6 30

X — 2x2 + x3 — X — 4x3 + 3x4

2x
1,—2,1,0) +
6 ( ) 30

(2,—1,—4,3).
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Projections orthogonales

Solution (suite)

p(x) = (u | x) T (up | x) " — X —2X2+X3u]+ 2x1 — X2 —4X3+3X4uz
llanll? llu? 6 30
X — 2x2 + x3 2x1 — xp — 4x3 + 3x4
= 76 (1,-2,1,0) + 730 (2, —1,—-4,3).
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Projections orthogonales

Solution (suite)

() = (u | x) - (up | x) " — X]—2X2+X3u " 2X]—X2—4X3+3X4u
PO Nl T e T e 30 :
_ X — 2x2 + x3 (]’ _27]’0) i 2x — X2 — 4x3 + 3x4 (2’ 1, —a, 3).
6 30
On en tire les coordonnées de p(x) :
0 X — 2Xy + X3 2xi — X3 — 4x3 4+ 3xy 9x; — 12x2 — 3x3 + 6x4
N = -1+ -2 =
6 30 30
X1 — 2x2 + x: 2x; — xo — 4x3 + 3x —12x + 21xp — 6x3 — 3x.
h = { 2 3.(_2)_’_ { 2 3 4‘(_]) _ { 2 3 4
6 30 30
xé: X — 2Xy + X3 a4 2xi — X — 4x3 4+ 3xy - (—4) _ —3x; — 6x2 + 2Ix3 — 12x4
6 30 30
=3 2% — xp — 4x3 + 3 2% — X2 — 4x3 + 3
X£:X1 X2+X3.0+ X — X2 X3 + X4.3 _X—x X3 + 3x4
6 30 10
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Projections orthogonales

Solution (suite)

(%) (u1|x)u+(uz|x)u X]—2X2+X3u+2X]—X2—4X3+3X4u
= | 2 = {l 2
flull? flul? 6 30
X = 2xy + X3 (]’ _27]’0) i 2x — X2 — 4x3 + 3x4 (2’ 1, —a, 3) .
6 30
On en tire les coordonnées de p(x) :
0 X — 2Xy + X3 2xi — X3 — 4x3 4+ 3xy 9x; — 12x2 — 3x3 + 6x4
N = -1+ -2 =
6 30 30
X1 — 2x2 + x: 2x; — xo — 4x3 + 3x —12x + 21xp — 6x3 — 3x.
h = { 2 3.(_2)_’_ { 2 3 4‘(_]) _ i ¢) 3 4
6 30 30
xé _ X — 2Xy + X3 a4 2xi — X — 4x3 4+ 3xy - (—4) _ —3x; — 6x2 + 2Ix3 — 12x4
6 30 30
=3 2% — xp — 4x3 + 3 2% — X2 — 4x3 + 3
X£:X1 X2+X3.0+ X — X2 X3 + X4.3 _X—x X3 + 3x4
6 30 10
3 -4 -1 2
s : . -4 7 2 4
d'ou la matrice de p: M(p) = ol 2 7 s
2 -1 —4 3]
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Projections orthogonales

Solution (suite)

(%) (u1|x)u+(uz|x)u X]—2X2+X3u+2X]—X2—4X3+3X4u
= h ) = h 2
llanll? llu? 6 30
X — 2x2 + x3 2x — X2 — 4x3 + 3x4
=—(0,-2,1,0) + ———— (2, -1, —4,3) .

6 30
On en tire les coordonnées de p(x) :

0 X — 2Xy + X3 2xi — X3 — 4x3 4+ 3xy 9x; — 12x2 — 3x3 + 6x4
N = -1+ -2 =
6 30 30
’ X]—2X2+X3 2X]—X2—4X3+3X4 —]2X]+2]X2—6X3—3X4
2 g (-2) o (-1 o
=2 2x1 — x» — 4 3 —3x —6 2lx3 — 12
xéle X2+X3~H— Xl — X2 X3 + X4‘(_4) _ X| X2 + 2Ix3 X4
6 30 30
X£:X]—2X2+X3.0+2X]—X2—4X3+3X4.3 :2X]—X2—4X3+3X4
6 30 10

3 -4 -1 2

- . . M- 7 2
doulamatrlcedep.M(p)—ﬁ 9 @ 7 A

-1 —4 3
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Projections orthogonales

Définition 13
Soit E un espace préhilbertien réel.

On appelle distance entre deux vecteurs x et y de E le réel

d(x,y) =[x =yl
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Projections orthogonales

Définition 13
Soit E un espace préhilbertien réel.

On appelle distance entre deux vecteurs x et y de E le réel
d(x,y) = llx=yll-

Définition 14

Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.

si x est un vecteur de E, on appelle distance de x a A le réel :
d(x,A) = inf{d(x,a) , a€ A} =inf{||x—aq| , a€ A}

(cette borne inférieure existe bien car c’est celle d’'une partie non vide et minorée (par 0) de R).
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Projections orthogonales

Définition 13
Soit E un espace préhilbertien réel.

On appelle distance entre deux vecteurs x et y de E le réel

d(x,y) = llx =yl -

Définition 14

Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.

si x est un vecteur de E, on appelle distance de x a A le réel :
d(x,A) = inf{d(x,a) , a€ A} =inf{||x—aq| , a€ A}
(cette borne inférieure existe bien car c’est celle d’'une partie non vide et minorée (par 0) de R).

Dans le cas ol A est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien, on a le résultat
suivant :
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Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x,y) .
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x,y).
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Démonstration

e Déja, cela a bien un sens de parler de la projection ortho-
gonale pr sur F : puisque F est de dimension finie, F et F-
sont supplémentaires.
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x, y) .
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Démonstration

e Déja, cela a bien un sens de parler de la projection ortho-
gonale pr sur F : puisque F est de dimension finie, F et F-
sont supplémentaires.

e Soit z un vecteur quelconque de F. Puisque x — pr(x)
appartient a F1 (par définition de pr) et que pr(x) — z
appartient a F (car F sous-espace vectoriel), ces deux vecteurs
sont orthogonaux donc d’aprés la relation de Pythagore :

llx = zll* = llx = prCOII* + llpr(x) — 2lI* (%)
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x,y).
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Démonstration

e Déja, cela a bien un sens de parler de la projection ortho-
gonale pr sur F : puisque F est de dimension finie, F et F-
sont supplémentaires.

e Soit z un vecteur quelconque de F. Puisque x — pr(x)
appartient a FL (par définition de py) et que pr(x) — z
appartient & F (car F sous-espace vectoriel), ces deux vecteurs
sont orthogonaux donc d’aprés la relation de Pythagore :

lIx = 21" = llx = peCON® + llpe(x) — 2I1® (%)
On en déduit :
VzeF, |lx—zl| =[x — pr(x)]l (i

donc

lIx = pr()ll < inf{llx — 2|l , z € F} = d(x, F).
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x, y) .
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Démonstration

e Déja, cela a bien un sens de parler de la projection ortho-
gonale pr sur F : puisque F est de dimension finie, F et F-
sont supplémentaires.

e Soit z un vecteur quelconque de F. Puisque x — pr(x)
appartient a FL (par définition de py) et que pr(x) — z
appartient & F (car F sous-espace vectoriel), ces deux vecteurs
sont orthogonaux donc d’aprés la relation de Pythagore :

lIx = 21" = llx = peCON® + llpe(x) — 2I1® (%)
On en déduit :
VzeF, |lx—zl| =[x — pr(x)]l (i

donc
lIx = pr()ll < inf{llx— 2|l , z € F} =d(x, F).
Mais comme z = pr(x) est aussi élément de F, cela implique ||[x — pr(x)|| =inf{||x — z|| , z € F} = d(x, F).

e Unicité : Sl existe z € F tel que d(x, z) = d(x, F) = ||x — pr(x)||, alors la relation (x) implique ||pr(x) — z||* = 0
d'ou z = pr(x).
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x,y).
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Remarques

@ En reprenant les mémes notations, si (e, . . . , e,) est une base orthonormée de F, on sait que
n

Pr(x) = 3= (ei | x) ei.

i=1
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x,y).
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Remarques

@ En reprenant les mémes notations, si (e, . . ., e,,) est une base orthonormée de F, on sait que
pr(x) = Z (ej | x) ej. On a donc ||pr(x)||* = Z (ej | x)? puis, d’aprés la relation de Pythagore (les vecteurs
X — pp(x) et pr(x) étant orthogonaux),
llx = peGII® = 11xN1% = [lpr (11,
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x,y).
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Remarques

@ En reprenant les mémes notations, si (e, . . ., e,,) est une base orthonormée de F, on sait que
pr(x) = Z (ej | x) ej. On a donc ||pr(x)||* = Z (ej | x)? puis, d’aprés la relation de Pythagore (les vecteurs
X — pp(x) et pr(x) étant orthogonaux),
llx = peGII® = 11xN1% = [lpr (11,

ce qui donne la formule :

d(x. F)* = [l = 3 (er] 0?
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Projections orthogonales

Théoréme 9

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que d(x, F) = d(x, y) .
Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

Remarques

@ En reprenant les mémes notations, si (e, . . . , e,) est une base orthonormée de F, on sait que
n n

pr(x) = 3 (ei | x) ei. On a donc ||pr(x)||* = 3= (ei | x)? puis, d’aprés la relation de Pythagore (les vecteurs
=

i=1

x — pr(x) et pr(x) étant orthogonaux),

llx = peGII® = 11xN1% = [lpr (11,

ce qui donne la formule :

d(x. F)* = [l = 3 (er] 0

@ Dans le cas particulier oti F est un hyperplan H, et si n est un vecteur orthogonal a H, on a vu que le projeté
(n[x)

l|lf?

orthogonal de x sur la droite K.n est : p, 1 (x) = n d'ou :
)]

d(x, H) = llx = pu()|l = ||y ()| = il

(voir figure sur une page précédente).
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Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, soit le vecteur u = (1,1,1,3) et P le plan dont un
x+y+z+t=0
xX—y+z—t=0 ’

systéeme d’équations est :

Déterminer la distance de u a P.
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Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, soit le vecteur u = (1,1,1,3) et P le plan dont un
x+y+z+t=0
xX—y+z—t=0 ’

Déterminer la distance de u a P.

systéeme d’équations est : {

Solution

X P At -  Jx+z=0 ’ )
Le systéme d’équations définissant P est équivalent a I " donc facilement, une base orthonormée
y

de P est formée des vecteurs ¢ = %(I,O, —1,0) et e, = %(0,],0, =1).
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Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, soit le vecteur u = (1,1,1,3) et P le plan dont un
x+y+z+t=0
xX—y+z—t=0 ’

systéeme d’équations est : {

Déterminer la distance de u a P.

Solution

X P At -  Jx+z=0 ’ )
Le systéme d’équations définissant P est équivalent a I " donc facilement, une base orthonormée
y

de P est formée des vecteurs ¢ = %(I,O, —1,0) et e, = %(0,],0, =1).

Inutile ici de chercher la matrice de la projection orthogonale sur P; on se contente d’appliquer bétement
la formule précédente :

d(x, P) = /llull* = (@] 0 = (er |u)* = ViZ=T=1= V0.
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Projections orthogonales

1
Déterminer (a, b, ¢) € R? tels que / x*(In x — ax? — bx — ¢)? dx soit minimum, et calculer la valeur de
0

ce minimum.
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ons orthogonales

1
Déterminer (a, b, ¢) € R3 tels que / x3(In x — ax? — bx — ¢)? dx soit minimum, et calculer la valeur de
0

ce minimum.

Solution

On se place dans I'espace vectoriel E = %([0;1], R), muni du produit scalaire usuel défini par :

Y(f,g) € E, (f|g) = / F(x)g(x) dx.
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Projections orthogonales

1
Déterminer (a, b, ¢) € R3 tels que / x*(In x — ax* — bx — ¢)? dx soit minimum, et calculer la valeur de
0

ce minimum.

Solution

On se place dans I'espace vectoriel E = %([0;1], R), muni du produit scalaire usuel défini par :

Y(f,g) € E, (f|g) = /0 F(x)g(x) dx.

Notons f I'application : x € ]0;1] = x In x, prolongée par continuité en 0 en posant f(0) =0, et f, 1,
Tapplication : x € [0;1] — ax® + bx® + cx.
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Projections orthogonales

1
Déterminer (a, b, ¢) € R3 tels que / x*(In x — ax* — bx — ¢)? dx soit minimum, et calculer la valeur de
0

ce minimum.

Solution

On se place dans I'espace vectoriel E = %([0;1], R), muni du produit scalaire usuel défini par :

1
W(Fe) € B (Fle) = [ fp
Notons f I'application : x € ]0;1] = x In x, prolongée par continuité en 0 en posant f(0) =0, et f, 1,

Tapplication : x € [0;1] — ax® + bx® + cx.

1
Alors / x*(Inx — ax? — bx — ¢)?dx = ||f — I‘;J,b,c||2~ Le minimum cherché est donc la distance au carré
0

de la fonction f au sous-espace vectoriel F des fonctions de la forme x > ax3 4+ bx? + cx (c’est bien un
sous-espace vectoriel de E de dimension finie, car engendré par les trois fonctions x — x pour
ke {1,2,3).
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Projections orthogonales

1
Déterminer (a, b, ¢) € R3 tels que / x*(In x — ax* — bx — ¢)? dx soit minimum, et calculer la valeur de
0

ce minimum.

Solution

On se place dans I'espace vectoriel E = %([0;1], R), muni du produit scalaire usuel défini par :

(f8) € B2, (flg) = /0 F(x)g(x) dx.

Notons f I'application : x € ]0;1] = x In x, prolongée par continuité en 0 en posant f(0) =0, et f, 1,
Tapplication : x € [0;1] — ax® + bx® + cx.

1
Alors / x*(Inx — ax? — bx — ¢)?dx = ||f — ﬁJ,b,c”2~ Le minimum cherché est donc la distance au carré
0

de la fonction f au sous-espace vectoriel F des fonctions de la forme x > ax3 4+ bx? + cx (c’est bien un
sous-espace vectoriel de E de dimension finie, car engendré par les trois fonctions x — x pour

k € {1,2,3}). D'apres le théoreme 9, ce minimum existe et est atteint lorsque f; j, . est le projeté
orthogonal de la fonction f sur F.
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Projections orthogonales

1
Déterminer (a, b, c) € R? tels que / x*(In x — ax* — bx — ¢)? dx soit minimum, et calculer la valeur de
0

ce minimum.

Solution

On se place dans I'espace vectoriel E = %([0;1], R), muni du produit scalaire usuel défini par :

(f8) € B2, (flg) = /0 F(x)g(x) dx.

Notons f I'application : x € ]0;1] = x In x, prolongée par continuité en 0 en posant f(0) =0, et f, 1,
Tapplication : x € [0;1] — ax® + bx® + cx.

1
Alors / x*(Inx — ax? — bx — ¢)?dx = ||f — ﬁ,’[w”z. Le minimum cherché est donc la distance au carré
0

de la fonction f au sous-espace vectoriel F des fonctions de la forme x > ax3 4+ bx? + cx (c’est bien un
sous-espace vectoriel de E de dimension finie, car engendré par les trois fonctions x — x pour

k € {1,2,3}). D'apres le théoreme 9, ce minimum existe et est atteint lorsque f; j, . est le projeté
orthogonal de la fonction f sur F.

Il ne reste plus qu'a chercher ce projeté. Nous n’allons pas ici utiliser la formule du cours, qui exige de
connaitre une base orthonormée de F. Il est plus rapide de revenir a la définition de la projection
orthogonale, c'est-a-dire d'écrire que f — f; ,  est orthogonal & F, donc orthogonal aux trois fonctions

x + xk pour k € {1,2,3}. Cela conduit aux équations :
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Projections orthogonales

Solution (suite)

1 1 1
/(xInx—ax3—bx2—cx)x3dx:/(xInx—axS—bxz—cx)xzdxz/(xInx—ax3—bx2—cx)xdx=O.
0 0 0
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Projections orthogonales

Solution (suite)
1 1 1

/ (xInx—ax®* —bx® —cx)x3 dx = / (xInx—ax* —bx®—ex)x? dx = / (xInx—ax® —bx®—cx)xdx = 0.
0 0 0

On calcule d’abord, en intégrant par parties et par une récurrence simple :

1

1
VkeN,/ Flnxdx=—-———.
o T Tk
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Projections orthogonales

Solution (suite)
1 1 1
/ (xInx—ax®* —bx® —cx)x3 dx = / (xInx—ax* —bx®—ex)x? dx = / (xInx—ax® —bx®—cx)xdx = 0.
0 0 0

On calcule d’abord, en intégrant par parties et par une récurrence simple :

1
1
VkEN,/ *lnxdx = —
0

(k+1)?
Le systéme des trois équations précédentes s’écrit alors :
a+b+c 1 a+b+c 1 a+b+c_ 1
7 6 5 25 6 5 4 6 5 4 3 9
5 137
On trouve aprés quelques calculs : a= —-, b=4, ¢ = ==
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Projections orthogonales

Solution (suite)
1 1 1
/ (xInx—ax®* —bx® —cx)x3 dx = / (xInx—ax* —bx®—ex)x? dx = / (xInx—ax® —bx®—cx)xdx = 0.
0 0 0
On calcule d’abord, en intégrant par parties et par une récurrence simple :

1
1
VkEN,/ *Inxdx =
0

NG
Le systéme des trois équations précédentes s’écrit alors :
a+b+c_ 1 a+b+c_ 1 a+b+c_ 1
7 6 5 25 6 5 4 6 5 4 3 9
. 7 137
On trouve aprés quelques calculs : a = =7 b=4 c= R

Le minimum cherché vaut alors 6% ot

62 = ||f_ fa,b,c”z = <f_ fa,b,c |f _fa,b,c> \:/ <f|f_ fa,b,c>(car f_ fu,b,c € FL donc est | a fa,b,c)

astuce!

1
:/ xInx(xInx — ax® — bx* + cx) dx
0

U2 2 A ! U2 2 a b ¢ 1
:/x(lnx) dx—a/xInxdx—b/x3|nxdx—c/xInxdx:—+—+7+—:—~
0 0 0 0 212 169 2700
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 10: Procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (ai)re; une famille libre de vecteurs de E, o / désigne N ou un
intervalle d’entiers de la forme [1; n] avec n € N*.
Alors il existe une et une seule famille orthonormée (e )¢/ telle que :

@ Pour tout k € /, Vect{e, ..., e} = Vect{ay, ..., ar};

@ Vkel, (e]ar) > 0 (cette condition assure I'unicité).
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 10: Procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (ai)re; une famille libre de vecteurs de E, o / désigne N ou un
intervalle d’entiers de la forme [1; n] avec n € N*.

Alors il existe une et une seule famille orthonormée (e )¢/ telle que :
@ Pour tout k € /, Vect{e, ..., e} = Vect{ay, ..., ar};

@ Vkel, (e]ar) > 0 (cette condition assure I'unicité).

Démonstration

On construit la suite (e )re; par récurrence sur k. Pour cela, on notera pour k € I, Fp = Vect{a, ..., a;}.
On remarque que, puisque la famille (a;) est libre, on a dim F;. = k.
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 10: Procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (ai)re; une famille libre de vecteurs de E, o / désigne N ou un
intervalle d’entiers de la forme [1; n] avec n € N*.
Alors il existe une et une seule famille orthonormée (e )¢/ telle que :

@ Pour tout k € /, Vect{e, ..., e} = Vect{ay, ..., ar};

@ Vkel, (e]ar) > 0 (cette condition assure I'unicité).

Démonstration

On construit la suite (e )re; par récurrence sur k. Pour cela, on notera pour k € I, Fp = Vect{a, ..., a;}.
On remarque que, puisque la famille (a;) est libre, on a dim F;. = k.

@ La propriété est trivialement réalisée pour k =1: e est nécessairement égal a ”Z‘]—H (ce qui est possible
car @y # 0).
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 10: Procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (ai)re; une famille libre de vecteurs de E, o / désigne N ou un
intervalle d’entiers de la forme [1; n] avec n € N*.
Alors il existe une et une seule famille orthonormée (e )¢/ telle que :

@ Pour tout k € /, Vect{e, ..., e} = Vect{ay, ..., ar};

@ Vkel, (e]ar) > 0 (cette condition assure I'unicité).

Démonstration
On construit la suite (e )re; par récurrence sur k. Pour cela, on notera pour k € I, Fp = Vect{a, ..., a;}.
On remarque que, puisque la famille (a;) est libre, on a dim F;. = k.

@ La propriété est trivialement réalisée pour k =1: e est nécessairement égal a ”Z‘]—H (ce qui est possible
car @y # 0).

@ Supposons construits e, . . ., ex_;, famille orthonormée vérifiant les conditions du théoréme jusqu’a
l'ordre k — 1.
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 10: Procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit E un espace préhilbertien et (ai)re; une famille libre de vecteurs de E, o / désigne N ou un
intervalle d’entiers de la forme [1; n] avec n € N*.
Alors il existe une et une seule famille orthonormée (e )¢/ telle que :
@ Pour tout k € /, Vect{e, ..., e} = Vect{ay, ..., ar};

@ Vkel, (e]ar) > 0 (cette condition assure I'unicité).

Démonstration

On construit la suite (e )re; par récurrence sur k. Pour cela, on notera pour k € I, Fp = Vect{a, ..., a;}.
On remarque que, puisque la famille (a;) est libre, on a dim F;. = k.

@ La propriété est trivialement réalisée pour k =1: e est nécessairement égal a ”Z‘]—H (ce qui est possible
car @y # 0).

@ Supposons construits e, . . ., ex_;, famille orthonormée vérifiant les conditions du théoréme jusqu’a
l'ordre k — 1.

@ La condition « {ey, ..., e} est une famille orthogonale » est équivalente a e, orthogonal a ey, . . ., e,y puisque
T'on sait déja {e, ..., ec_i} orthonormée, c’est-a-dire a e, € F,(J;]‘
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Projections orthogonales

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 10: Procédé dorthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (ai)re; une famille libre de vecteurs de E, o / désigne N ou un
intervalle d’entiers de la forme [1; n] avec n € N*.
Alors il existe une et une seule famille orthonormée (e )¢/ telle que :

@ Pour tout k € /, Vect{e, ..., e} = Vect{ay, ..., ar};

@ Vkel, (e]ar) > 0 (cette condition assure I'unicité).

Démonstration

On construit la suite (e )re; par récurrence sur k. Pour cela, on notera pour k € I, Fp = Vect{a, ..., a;}.
On remarque que, puisque la famille (a;) est libre, on a dim F;. = k.

@ La propriété est trivialement réalisée pour k =1: e est nécessairement égal a ”Z‘]—H (ce qui est possible
car @y # 0).

@ Supposons construits e, . . ., ex_;, famille orthonormée vérifiant les conditions du théoréme jusqu’a
l'ordre k — 1.

@ La condition « {ey, ..., e} est une famille orthogonale » est équivalente a e, orthogonal a ey, . . ., e,y puisque
T'on sait déja {e, ..., ec_i} orthonormée, c’est-a-dire a e, € F,(J;]‘

@ La condition « Vect{ey, ..., et} = Vect{a, ..., ar} = Fi» est équivalente & e; € Fi puisque l'on sait déja que
Vect{e, ..., e} = Vect{a, ..., a1}
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Projections orthogonales

Démonstration (suite)

e, appartient donc a lorthogonal de F;_; dans F; cet
orthogonal est une droite, celle de base le vecteur a; —
p(ax), ot p(ar) est le projeté orthogonal de ar sur
Fie—1.
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Projections orthogonales

Démonstration (suite)

e, appartient donc a lorthogonal de F;_; dans F; cet
orthogonal est une droite, celle de base le vecteur ap —
p(ai), ot p(ar) est le projeté orthogonal de ar sur
Fk_]¢

(e, . .., ex—) étant une base orthonormée de Fi_, la
formule du théoréme 8 donne :

k—1
play) = Z (ei| ar) ei .
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Projections orthogonales

Démonstration (suite)

e, appartient donc a l'orthogonal de Fy_; dans F; cet
orthogonal est une droite, celle de base le vecteur ap —
p(ax), ou p(ai) est le projeté orthogonal de a; sur
Fie—.

(er, . - ., ex—1) étant une base orthonormée de F_;, la
formule du théoréme 8 donne :
k—1

pla) = (eila) e

i=1

k—1
En notant by = ay — p(ay) = ap — Y (ei | ax) e, on

i=1

doit donc avoir e; colinéaire a by.
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Projections orthogonales

Démonstration (suite)

e, appartient donc a l'orthogonal de Fy_; dans F; cet
orthogonal est une droite, celle de base le vecteur ap —

p(ax), ou p(ai) est le projeté orthogonal de a; sur 4
Fie—. A —
(er, . - ., ex—1) étant une base orthonormée de F_;, la
formule du théoréme 8 donne :

k—1

pla) = Z (ej| ai) ei. €k

i=1

k—1
En notant by = ay — p(ay) = ap — Y (ei | ax) e, on

i=1

doit donc avoir e; colinéaire a by.

k—1 i
[
- o . . by . )
@ La condition « e, unitaire » conduit ensuite a e = em avec £ = =1 (le vecteur by ne peut pas étre nul, sinon
'k
on aurait @y = p(ag) € Fr—; ce qui est impossible puisque la famille (a, . . ., ax) est libre).
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Projections orthogonales

Démonstration (suite)

e, appartient donc a l'orthogonal de Fy_; dans F; cet
orthogonal est une droite, celle de base le vecteur ap —

p(ax), ou p(ai) est le projeté orthogonal de a; sur 4
Fie—. A —
(e, ..., ex—y) étant une base orthonormée de Fy_, la
formule du théoréme 8 donne :

k—1

pla) = Z (ej| ai) ei. €k

i=1

k—1
En notant by = ay — p(ay) = ap — Y (ei | ax) e, on

i=1

doit donc avoir e; colinéaire a by.

k=1
[
- o . . by . )
@ La condition « e, unitaire » conduit ensuite a e = em avec £ = =1 (le vecteur by ne peut pas étre nul, sinon
'k
on aurait @y = p(ag) € Fr—; ce qui est impossible puisque la famille (a, . . ., ax) est libre).

@ Enfin, la condition (e, | ax) > 0 permet de choisir €, c'est-a-dire détermine e, de fagon unique.
En effet, (e | ax) = (ex | ar — p(ax)) + (ex | p(ar)) = (ex | bx) = € ||bk||, donc il faut e = +1.
—_——

=0
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Projections orthogonales

Remarques

k—1

@ Les formules by = ap — > (e | ai) e; puis ep = ”bk” i
i= N

orthonormée (e;) de proche en proche a partir des ai, sont a retenir (mais il est tout aussi facile de
retenir la facon dont elles ont été obtenues.)

qui permettent de construire la famille
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Projections orthogonales

Remarques

k—1

@ Les formules by = ar — > (ei| ax) ej puis ey = m
i=1 k

orthonormée (e;) de proche en proche a partir des ai, sont a retenir (mais il est tout aussi facile de
retenir la facon dont elles ont été obtenues.)

, qui permettent de construire la famille

@ Si lon veut seulement construire une famille orthogonale a partir des qy, il suffit de ne pas normer
les by a la fin du calcul, donc d'utiliser la formule
k

k—1

e | a
ej

i=1
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Projections orthogonales

Remarques

k—1

@ Les formules by = ar — > (ei| ax) ej puis ey = m
i=1 k

orthonormée (e;) de proche en proche a partir des ay, sont a retenir (mais il est tout aussi facile de
retenir la facon dont elles ont été obtenues.)

, qui permettent de construire la famille

@ Si lon veut seulement construire une famille orthogonale a partir des qy, il suffit de ne pas normer
les by a la fin du calcul, donc d'utiliser la formule
k

k—1

(ei | ar)
e = ak—ZWei.

i=1

@ Si E est un espace euclidien, Z = (a, . . ., ay) une base de E et si &' = (e, ..., en) est la base
orthonormée de E obtenue par le procédé de Schmidt, la matrice de passage de la base 2 a la base
' est triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs.
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Projections orthogonales

Remarques

k—1

@ Les formules by = ap — > (e | ai) e; puis ep = ”bk”’
i= N

orthonormée (e;) de proche en proche a partir des ay, sont a retenir (mais il est tout aussi facile de
retenir la facon dont elles ont été obtenues.)

qui permettent de construire la famille

@ Si lon veut seulement construire une famille orthogonale a partir des qy, il suffit de ne pas normer
les by a la fin du calcul, donc d'utiliser la formule
k

k—1

(ei | ar)
e = ak—ZWei.

i=1

@ Si E est un espace euclidien, Z = (a, . . ., ay) une base de E et si &' = (e, ..., en) est la base
orthonormée de E obtenue par le procédé de Schmidt, la matrice de passage de la base 2 a la base
' est triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs.

En effet :

o pour tout k € [1; n] on a Vect(a, . .., ar) = Vect(e, ..., e;) donc la matrice est triangulaire
supérieure ;
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Projections orthogonales

Remarques

k—1

@ Les formules by = ar — > (ei| ax) ej puis ey = m
i=1 k

orthonormée (e;) de proche en proche a partir des ay, sont a retenir (mais il est tout aussi facile de
retenir la facon dont elles ont été obtenues.)

, qui permettent de construire la famille

@ Si lon veut seulement construire une famille orthogonale a partir des qy, il suffit de ne pas normer
les by a la fin du calcul, donc d'utiliser la formule
k

k—1

(ei | ar)
e = ak—ZWei.

i=1

@ Si E est un espace euclidien, Z = (a, . . ., ay) une base de E et si &' = (e, ..., en) est la base
orthonormée de E obtenue par le procédé de Schmidt, la matrice de passage de la base 2 a la base
' est triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs.

En effet :

o pour tout k € [1; n] on a Vect(a, . .., ar) = Vect(e, ..., e;) donc la matrice est triangulaire
supérieure ;

o si lon considére la matrice inverse, c’est-a-dire la matrice de passage Pg,, le i-éme coefficient

diagonal est la i-éme coordonnée de a; sur ej, donc est égal & (a; | e;) puisque la base (e;) est

orthonormée, et ce coefficient est positif par construction. Les coefficients diagonaux de la

matrice inverse sont donc aussi positifs.
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Projections orthogonales

1
On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.
1

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procédé de Schmidt.
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Projections orthogonales

1
On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.
1

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procédé de Schmidt.

Solution
Notons (ag, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : ax = XK. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).
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Projections orthogonales

1
On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.
1

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procédé de Schmidt.

Solution
Notons (ag, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : ax = XK. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).

@ Onprend ey = ap =1,
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Projections orthogonales

On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procede de Schmidt.

Solution
Notons (ag, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : ax = XK. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).

@ On prend ey = ap = 1, puis e = aj — e—lzeo or (e | m) = f (Oa( t)dt—ftdt—O donc e = @y = X.
0
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Projections orthogonales

On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procede de Schmidt.

Solution
Notons (ag, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : ax = XK. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).

a
@ On prend ey = ap = 1, puis e = aj — Weo or (e | m) = f (Oa( t)dt—ftdt—O donc e = @y = X.
ey —
X e |a el a 1 1
O puse=as <||Oel||:> " <||a|||§>a- Or (| ) = {a [ @) = [ Fdt =0t (e a) = [ Pt =2
0 —1 -1

leo]|* =2 donc e, = X* — 1 -
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Projections orthogonales

On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procede de Schmidt.

Solution
Notons (ag, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : ax = XK. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).

0Onprendeo=ag=l,puise|=a|—Weo.0r(eg|m f (Oa( t)dt—ftdt—O donc e = @y = X.
(0] —
1 1
@ puise, = a; — <ﬁoe||[|1:> 0 — <|T;|l|]§>e|.0r(e||az)=(a]|az)= Jedt=0et (e|a) = [Fdt=2et
0 —1 -1

leo]|* =2 donc e, = X* — 1 -

@ enfin, e3 = a3 — {ev | as) e — (er] as) — (€2 | a3) e. On a (eg | az) = (e2 | a3) = 0 (intégrale d’une fonction

lleoll® llall® lle21?

1 1
impaire sur [—1;1)), et (ei|a3) = [ t'dt = Z et [|a||* = [ £#dt = & donc e3 = X* — X.
iy =

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre VI : Espaces préhilbertiens réels



Projections orthogonales

On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procede de Schmidt.

Solution

Notons (ag, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : ax = XK. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).

0Onprendeo=ag=l,puise|=a|—%eo.0r(eg|m f (Oa( t)dt—ftdt—O donc e = @y = X.
0 il
X e | a e|a ! !
O puse=as <”09(|)”:> ° <||sl||§>a- Or (e @) = (a| ) = [ £de =0t (e] ) = [ #dt =2
= s

leo]|* =2 donc e, = X* — 1 -

e | a: a e | a:
@ enfin, e3 = a3 — {ev | as) e — (er] as) e — ez |2> e. On a (eg | az) = (e2 | a3) = 0 (intégrale d’une fonction

lleoll® llall® lle2]

1 1
impaire sur [—1;1)), et (ei|a3) = [ t'dt = Z et [|a||* = [ £#dt = & donc e3 = X* — X.
iy =

1
@ |l reste 4 normer la base orthogonale obtenue. Or |leg|| = V2, [la|l = /2, llezll = 4/ [ (2 — ')2 dt = f
=

1 &
et [les]| = 4/ NGRS %t)z dt = é\/z et I'on a finalement la base orthonormée des ”—'” :
-1 ej
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Projections orthogonales

On munit R3[X] du produit scalaire défini par: VP, Q € R3[X], (P|Q) = / P(t)Q(t) dt.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procede de Schmidt.

Solution

Notons (ay, ai, az, as) la base canonique de R3[X] : @ = X*. On déroule alors les calculs, pour déterminer d'abord une
base orthogonale (e, e, e;, e3).

0Onprendeo=ag=l,puise|=a|—%eo.0r(eg\m f (Oa( t)dt—ftdt—O donc e = @y = X.

(0] —

Opuisez=az—<ﬁolll|]:>o—<i||(|]§>e|.0r(e||az)=(a]|az ftdt—Oet (eo | @) = ftzdt Zet
eo e

leo]|* =2 donc e, = X* — 1 -

e |a a e | a
@ enfin, &3 = a3 — <||0 | ”;> € — <il | “2> e — <”2 |”Z> e. On a (eg | az) = (e2 | a3) = 0 (intégrale d’une fonction
ey e e

1 1
impaire sur [—1;1)), et (ei|a3) = [ t'dt = Z et [|a||* = [ £#dt = & donc e3 = X* — X.
iy =

1
@ |l reste a normer la base orthogonale obtenue. Or ||e|| = V2, |lel| = /%, |le2]| = f (£ - ')2 dt = f

et ||les]] = \ / (t3 2dt= f, et I'on a finalement la base orthonormée des ﬂ
€;j
5 /7
\/7 \/7 = \/7 e = —X .
2V 2 5
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Projections orthogonales

Formes linéaires sur un espace eucl

Théoréme 11
Soit ¢ une forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien E; alors il existe un et un seul vecteur a € E
tel que :

Vx €E€E, p(x)={(al|x) .
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Projections orthogonales

Formes linéaires sur un espace euclidien

Théoréme 11

Soit ¢ une forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien E; alors il existe un et un seul vecteur a € E
tel que :
Vx€E, p(x)=(al|x) .

Démonstration

n
Soit Z = (e, . .., en) une base orthonormée de E. Alors pour tout x = Y xje; dans E on a
=

n n
w(x) =3 xip(ei) = 3 aixi = (alx)
= i=1
ou a est le vecteur de coordonnées a; = ¢(e;) dans A (il s'agit de I'expression analytique de la forme
linéaire ).
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Projections orthogonales

Formes linéaires sur un espace euclidien

Théoréme 11

Soit ¢ une forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien E; alors il existe un et un seul vecteur a € E
tel que :
Vx€E, p(x)=(al|x) .

Démonstration

n
Soit Z = (e, . .., en) une base orthonormée de E. Alors pour tout x = Y xje; dans E on a
=
n n '
e(x) = 3 xip(er) = 32 aixi = (a|x)
= i=1
ou a est le vecteur de coordonnées a; = ¢(e;) dans A (il s'agit de I'expression analytique de la forme
linéaire ).
Cela prouve I'existence de a. Enfin, a est unique car si lon a (a|x) = (b|x) pour tout x € E, alors
a—be EL donca=bh.
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Projections orthogonales

Formes linéaires sur un espace euclidien

Théoréme 11

Soit ¢ une forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien E; alors il existe un et un seul vecteur a € E
tel que :
Vx€E, p(x)=(al|x) .

Démonstration

n
Soit Z = (e, . .., en) une base orthonormée de E. Alors pour tout x = Y xje; dans E on a
f

o) = X xipler) = X ai = {al)

ou a est le vecteur de coordonnées a; = ¢(e;) dans A (il s'agit de I'expression analytique de la forme
linéaire ().

Cela prouve I'existence de a. Enfin, a est unique car si lon a (a|x) = (b|x) pour tout x € E, alors
a—be EL donca=bh.

Remarque

Lorsque ¢ est non nulle, son noyau Ker ¢ est un hyperplan H. D’aprés le théoréme précédent, il existe
donc a € E tel que
H={x€Etq (a]x) =0} = {a}* .

R.a est la droite orthogonale & H; ses vecteurs sont les vecteurs normaux a H.
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