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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C .
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Espaces vectoriels normés

Normes sur un espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

Définition 1
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Espaces vectoriels normés

Normes sur un espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

Définition 1

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).
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Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).

b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).
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Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).
b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).

o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A[N(x) (homogénéité).
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Espaces vectoriels normés

Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).
b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).
o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A[N(x) (homogénéité).

d) V(x,y) € E%, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).
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Espaces vectoriels normés

Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).

b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).

o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A[N(x) (homogénéité).

d) V(x,y) € E%, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.
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Espaces vectoriels normés

Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).

b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).

o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A[N(x) (homogénéité).

d) V(x,y) € E%, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarques :

@ Dans la propriété c), || désigne la valeur absolue de X si K = R, et le module si K = C.
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Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).

b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).

o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A[N(x) (homogénéité).

d) V(x,y) € E%, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarques :
@ Dans la propriété c), || désigne la valeur absolue de X si K = R, et le module si K = C.
@ Le plus souvent, une norme sur E est notée || - || . ou simplement || - ||.
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Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).

b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).

o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A|N(x) (homogénéité).

d) V(x,y) € E%, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarques :
@ Dans la propriété c), || désigne la valeur absolue de X si K = R, et le module si K = C.
@ Le plus souvent, une norme sur E est notée || - || . ou simplement || - ||.

Exemples

@ La valeur absolue dans R, le module dans C, sont des normes.
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Espaces vectoriels normés

Normes sur un espace vectoriel

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :

a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).

b) Vx € E, N(x) = 0 => x = 0 (séparation).

o) Vx € E, VA € K, N(Ax) = |A|N(x) (homogénéité).

d) V(x,y) € E%, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarques :
@ Dans la propriété c), || désigne la valeur absolue de X si K = R, et le module si K = C.
@ Le plus souvent, une norme sur E est notée || - || . ou simplement || - ||.

Exemples
@ La valeur absolue dans R, le module dans C, sont des normes.

@ Si E est un espace préhilbertien réel muni d’'un produit scalaire (- | -), la norme associée a ce produit scalaire

(c’est-a-dire définie par ||x|| = /(x| x)) munit E d'une structure d’espace vectoriel normé.

(les propriétés ont toutes été démontrées dans le chapitre sur les espaces préhilbertiens réels).
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Espaces vectoriels normés

Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.
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Espaces vectoriels normés

Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :

VneN, V(x...,x) €E, V(N,...,\) €K', N <2 Am) < 20 N N(x) -
= =
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Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :
n n
VneN, V(x...,x) €E, V(N,...,\) €K', N <2 Am) < 20 N N(x) -
= =

@ Si(E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :

¥ (6 € B LNl = Dyl < lix =yl
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Espaces vectoriels normés

Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :
n n
VneN, V(x...,x) €E, V(N,...,\) €K', N (Z Am) < 20 N N(x) -
= =
@ Si(E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :

¥ (6 € B LNl = Dyl < lix =yl

Démonstration

@ — découle de la définition et <= de 'homogénéité avec A = 0.
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Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :
n n
VneN, V(x...,x) €E, V(N,...,\) €K', N (Z >\ixi> < 20 N N(x) -
= =

@ Si(E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :

¥ (6 € B LNl = Dyl < lix =yl

Démonstration

@ — découle de la définition et <= de 'homogénéité avec A = 0.

© En appliquant I'inégalité triangulaire, on a : [|x|| = |lx — y + y|| < [Ix — yll + |lyll, donc [|x]| — [ly]| < [Ix — y]I.
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Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :
n n
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@ Si(E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :
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Démonstration
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© En appliquant I'inégalité triangulaire, on a : [|x|| = |lx — y + y|| < [Ix — yll + |lyll, donc [|x]| — [ly]| < [Ix — y]I.
En échangeant les roles de x et y, on obtient : ||y|| — [|x]| < |ly — x|l = [|—-(x = )|l = ||]x — ||
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Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :

VneEN", V(x,...,x) €E, V(A ..., \) €K, N(ZNM) < 20 N N(x) -
= =

@ Si(E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :

¥ (6 € B LNl = Dyl < lix =yl

Démonstration
@ — découle de la définition et <= de 'homogénéité avec A = 0.
© En appliquant I'inégalité triangulaire, on a : [|x|| = |lx — y + y|| < [Ix — yll + |lyll, donc [|x]| — [ly]| < [Ix — y]I.

En échangeant les roles de x et y, on obtient : ||y|| — [|x]| < |ly — x|l = [|—-(x = )|l = ||]x — ||
En rassemblant les deux inégalités, on obtient I'inégalité de I'énoncé.
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Propriétés

@ Si N est une norme sur E, on a en fait 'équivalence : V x € E, N(x) =0 <= x = 0.

@ Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :

VneEN", V(x,...,x) €E, V(A ..., \) €K, N(Z)\m’) < 20 N N(x) -
= =

@ Si(E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :

¥ (6 € B LNl = Dyl < lix =yl

Démonstration
@ — découle de la définition et <= de 'homogénéité avec A = 0.
© En appliquant I'inégalité triangulaire, on a : [|x|| = |lx — y + y|| < [Ix — yll + |lyll, donc [|x]| — [ly]| < [Ix — y]I.

En échangeant les roles de x et y, on obtient : ||y|| — [|x]| < |ly — x|l = [|—-(x = )|l = ||]x — ||
En rassemblant les deux inégalités, on obtient I'inégalité de I'énoncé.

Définition 2

Un vecteur x d'un espace vectoriel normé (E, || ||) est dit unitaire si ||x|| =1.
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k > 0 :

Lemme

sup(kA) = ksup A.

(kA désigne I'ensemble {kx | x € A}).
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Lemme

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k > 0 :
sup(kA) = ksup A.
(kA désigne I'ensemble {kx | x € A}).

Démonstration

@ Notons s = sup A.
Pour tout x € Aon a x < s donc kx < ks (k > 0). Ainsi ks est un majorant de kA d'ou on déduit : sup(kA) < ks.
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Lemme

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k > 0 :
sup(kA) = ksup A.

(kA désigne I'ensemble {kx | x € A}).

Démonstration
@ Notons s = sup A.
Pour tout x € Aon a x < s donc kx < ks (k > 0). Ainsi ks est un majorant de kA d'ou on déduit : sup(kA) < ks.
@ Pour k > 0, en remplagant dans ce qui précéde k par 7 et A par kA, on obtient
sup A = sup (1 .kA) < § sup(kA)
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Lemme

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k > 0 :
sup(kA) = ksup A.

(kA désigne I'ensemble {kx | x € A}).

Démonstration
@ Notons s = sup A.
Pour tout x € Aon a x < s donc kx < ks (k > 0). Ainsi ks est un majorant de kA d'ou on déduit : sup(kA) < ks.
@ Pour k > 0, en remplagant dans ce qui précéde k par 7 et A par kA, on obtient
sup A = sup (1 .kA) < § sup(kA)

ce qui donne T'inégalité dans l'autre sens (et le résultat est trivial pour k = 0).
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Lemme

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k > 0 :
sup(kA) = ksup A.

(kA désigne I'ensemble {kx | x € A}).

Démonstration

@ Notons s = sup A.
Pour tout x € Aon a x < s donc kx < ks (k > 0). Ainsi ks est un majorant de kA d'ou on déduit : sup(kA) < ks.

@ Pour k > 0, en remplagant dans ce qui précéde k par 7 et A par kA, on obtient
sup A = sup (1 .kA) < § sup(kA)
ce qui donne T'inégalité dans l'autre sens (et le résultat est trivial pour k = 0).

@ Pour cette autre inégalité, on peut aussi écrire la caractérisation de la borne sup a l'aide des € : lorsque k > 0 :

€
Vs>0,ﬂa€Atqs—Z<a
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k > 0 :

Lemme

sup(kA) = ksup A.

(kA désigne I'ensemble {kx | x € A}).

Démonstration

@ Notons s = sup A.
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ce qui donne T'inégalité dans l'autre sens (et le résultat est trivial pour k = 0).
@ Pour cette autre inégalité, on peut aussi écrire la caractérisation de la borne sup a l'aide des € : lorsque k > 0 :

€
Vs>0,ﬂa€Atqs—Z<a

dou : ks — & < ka < sup(kA), et on obtient ks < sup(kA) en faisant & — 0.
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xjej de E, on pose :
i=l1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n
> bl

i=1

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

On définit ainsi trois normes sur E.
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout
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@ Norme || ||, :
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

O [Ixloo = max b -

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

@ Norme || ||, :

o Déja, l'application x +— ||x||, est bien a valeurs dans R ;
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

n
> bl

i=1

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

@ Norme || ||, :

o Déja, l'application x +— ||x||, est bien a valeurs dans R ;
n
o si ||x|[; = > |xi| = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = Of;

o) [|X|| oo = max |xi| .

1<i<n
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x = > xjej de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n n

2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

@ Norme || ||, :

o Déja, l'application x +— ||x||, est bien a valeurs dans R ;
n
o si ||x|[; = > |xi| = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = Of;

n n n
o six => xieietsi A € Kalors [[Ax]|, = >0 [Axi| = D0 [A| x| = |A] [Ix]lys
= = =
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

O [Ixllog = max Jxi| -
1<i<n

n n

2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
@ Norme || ||, :
o Déja, l'application x +— ||x||, est bien a valeurs dans R ;

n
o si ||x|[; = > |xi| = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = Of;

n n n
o six => xieietsi A € Kalors [[Ax]|, = >0 [Axi| = D0 [A| x| = |A] [Ix]lys
= = =

n n n
o Enfin,six = > xeetsiy=> yeonax—+y=> (xi+ yi)e; donc en utilisant I'inégalité triangulaire
= i= i=
dans K :
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2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

@ Norme || ||, :

o Déja, l'application x +— ||x||, est bien a valeurs dans R ;
n
o si ||x|[; = > |xi| = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = Of;

n n n
o six => xieietsi A € Kalors [[Ax]|, = >0 [Axi| = D0 [A| x| = |A] [Ix]lys
= = =

n n n
o Enfin,six = > xeetsiy=> yeonax—+y=> (xi+ yi)e; donc en utilisant I'inégalité triangulaire
= = ;
dans K :

=i

n n

Iyl =D byl <D (Il + il ) = lixdl + iyl -

i=1 i=1
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

n
> bl
=

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || || :
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n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

O [Ixloo = max b -

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

© Norme || ||

o Déja, l'application x — [|x||  est bien & valeurs dans R ;
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

O [Ixloo = max b -

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || ||
o Déja, l'application x — [|x||  est bien & valeurs dans R ;

@ Puisque pour tout i ona 0 < |x;| < ||x]| ,si||x]] = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = 0f;
(e} oo
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
X = Y xjej de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n n

2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || || :

o Déja, l'application x — [|x||  est bien & valeurs dans R ;

@ Puisque pour tout i ona 0 < |x;| < ||x]| ,si||x]] = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = 0f;
(e} oo
n
o Soit A € K et soit x = > xje;; il existe un indice iy € [1; n] tel que |x;| = ||x]| . On a alors pour tout i,
Z oo

=
[Axil = Al |xi| < || |xi,| avec égalité pour i = iy, donc ||)\x||oo = Al x| = Al ||x||oo;
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
X = Y xjej de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n n

2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || || :

o Déja, l'application x — [|x||  est bien & valeurs dans R ;

@ Puisque pour tout i ona 0 < |x;| < ||x]| ,si||x]] = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = 0f;
(e} oo
n
o Soit A € K et soit x = > xje;; il existe un indice iy € [1; n] tel que |x;| = ||x]| . On a alors pour tout i,
Z oo

=
[Axil = Al |xi| < || |xi,| avec égalité pour i = iy, donc ||)\x||oo = Al x| = Al ||x||oo;

n n
e Enfin,si x = > xjej et si y = >_ yie; on a, en utilisant I'inégalité triangulaire dans K :
= =]
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
X = Y xjej de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n n

2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || || :
o Déja, l'application x — [|x||  est bien & valeurs dans R ;
@ Puisque pour tout i ona 0 < |x;| < ||x]| ,si||x]] = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = 0f;
(e} oo

n

o Soit A € K et soit x = > xje;; il existe un indice iy € [1; n] tel que |x;| = ||x]| . On a alors pour tout i,
i= oo

[Axil = Al |xi| < || |xi,| avec égalité pour i = iy, donc ||)\x||oo = Al x| = Al ||x||oo;

n n
e Enfin,si x = > xjej et si y = >_ yie; on a, en utilisant I'inégalité triangulaire dans K :
= =]

Vie [tinls [xi+yil < |l + il < lIxll_+ il

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre VII : Espaces vectoriels normés Octobre 2022 714



Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
X = Y xjej de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n n

2

a) [Ixlly=>_lxl b xll = /> Il
i= i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || || :
o Déja, l'application x — [|x||  est bien & valeurs dans R ;
@ Puisque pour tout i ona 0 < |x;| < ||x]| ,si||x]] = 0 alors tous les x; sont nuls donc x = 0f;
(e} oo

n

o Soit A € K et soit x = > xje;; il existe un indice iy € [1; n] tel que |x;| = ||x]| . On a alors pour tout i,
i= oo

[Axil = Al |xi| < || |xi,| avec égalité pour i = iy, donc ||)\x||oo = Al x| = Al ||x||oo;

n n
e Enfin,si x = > xjej et si y = >_ yie; on a, en utilisant I'inégalité triangulaire dans K :
= =]

Vie [tinls [xi+yil < |l + il < lIxll_+ il

done [lx+yll_ < IIxll_ +Ivl_.
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Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

n
> bl

i=1

a) [Ixlly =kl by lIxll, =

i=1

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

© Norme || ||, :
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ormes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :
=l
n
a) [Ixlh =Dl b Ixll, =

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

© Norme || ||, : seule I'négalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont quasi immédiates).
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ormes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :
=l
n
a) [Ixlh =Dl b Ixll, =

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

© Norme || ||, : seule I'négalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont quasi immédiates).

@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir E d’un produit scalaire par :
n n n

Vx =3 xiei, y =3 yie € E, {x|y) =3 xiyi-
= = =

Linégalité triangulaire pour la norme || ||, en découle alors (cf. cours espaces préhilbertiens).
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ormes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :
=l
n
a) [Ixlh =Dl b Ixll, =

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration
© Norme || ||, : seule I'négalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont quasi immédiates).
@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir E d’un produit scalaire par :
n n n
Vx =3 xiei, y =3 yie € E, {x|y) =3 xiyi-
= = =

Linégalité triangulaire pour la norme || ||, en découle alors (cf. cours espaces préhilbertiens).

@ Lorsque le corps de base est C, on a, toujours avec les mémes notations :

n n
llx+ 5 = Z] xi + yil? < (1l + 1yil)?
=
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ormes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, rapporté a une base 8 = (e, .. ., e,). Pour tout

Théoréme 1

n
x =Y xje; de E, on pose :
=l
n
a) [Ixlh =Dl b Ixll, =

i=1

9) [lxlloe = max |xi| .
<i<

On définit ainsi trois normes sur E.

Démonstration

© Norme || ||, : seule I'négalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont quasi immédiates).

@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir E d’un produit scalaire par :
n n n

Vx =3 xiei, y =3 yie € E, {x|y) =3 xiyi-
= = =

Linégalité triangulaire pour la norme || ||, en découle alors (cf. cours espaces préhilbertiens).
@ Lorsque le corps de base est C, on a, toujours avec les mémes notations :
n n
llx+yll; = Z] xi + yil* < (1l + lal)?
= =

et I'inégalité triangulaire découle alors de I'inégalité triangulaire appliquée aux vecteurs de coordonnées réelles
|xi| et |yil.
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2
|ai,j

a) A= > layl B Al =

(i) e [n]?

>

(i) e [in]?

9 Al = . laijl -
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canonique (Ej;). On peut donc comme ci-dessus définir trois normes b 2

9= Y lal B k= [ X laf 0 M= max ol
(i) n]? (irj) €n]? Aepa]

Définition 3
On dit qu'une norme N sur M ,(K) est une norme d’algebre si :

Y (A, B) € Mn(K)?, N(AB) < N(A)N(B).
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Normes usuelles sur M ,(K)

canonique (Ej). On peut donc comme ci-dessus définir trois normes || ||}, || [l || |loo ¢
9= Y lal B k= [ X laf 0 M= max ol
()]’ (e’ (et

Définition 3
On dit qu'une norme N sur M ,(K) est une norme d’algebre si :

Y (A, B) € Mn(K)?, N(AB) < N(A)N(B).

La norme || ||  n’est pas une norme d’algébre : il suffit par exemple de considérer A= B =] ou J = (1).
o0
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canonique (Ej). On peut donc comme ci-dessus définir trois normes || ||}, || [l || |loo ¢
D M= X dal W= [ Tl 0 Al = max ol
(et (et (et

Définition 3
On dit qu'une norme N sur M ,(K) est une norme d’algebre si :

Y (A, B) € Mn(K)?, N(AB) < N(A)N(B).

La norme || ||  n’est pas une norme d’algébre : il suffit par exemple de considérer A= B =] ou J = (1).
o0

Proposition 1

La norme || [|; est une norme d’algebre.
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canonique . On peut donc comme ci-dessus dennir trois normes il 2

/i

oo
a) Al = > lal b) [|All, = Soodailf 9 Al = max _ [ajj| .
(el (el o

Définition 3
On dit qu'une norme N sur M ,(K) est une norme d’algébre si :
V (A, B) € M(K)?, N(AB) < N(A)N(B).

La norme || || n'est pas une norme d'algébre : il suffit par exemple de considérer A= B = J ot J = (1).
o0

Proposition 1

La norme || ||; est une norme d’algébre.

Démonstration

En notant C = AB et avec les notations habituelles, on a en effet :

IIClll—Z}c,k}— 201,1 j Elaz,;|| W < Z lai| [beel = IIAIl 1BIl; -

ij,k ij ki€
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canonique (Ej). On peut donc comme ci-dessus définir trois normes || ||}, || [l || |loo ¢

2
D= 3wl WAL= 3 P @ M= mac ol
(EDnl? (ETAl? (netind
Définition 3
On dit qu'une norme N sur M ,(K) est une norme d’algebre si :
Y (A, B) € Mn(K)?, N(AB) < N(A)N(B).
La norme || ||  n’est pas une norme d’algébre : il suffit par exemple de considérer A= B =] ou J = (1).
oo
Proposition 1
La norme || [|; est une norme d’algebre.

Remarque : on peut démontrer que la norme || ||, est aussi une norme dalgébre, mais cela n'est pas
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°° est une norme d'algébre.
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°° est une norme d'algébre.

Démonstration

Déja, il est facile de vérifier que N est bien une norme sur M ,(K), puisque || | en est une.
e o]
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°° est une norme d'algébre.

Démonstration
Déja, il est facile de vérifier que N est bien une norme sur M ,(K), puisque || | en est une.
e o]

Par la formule du produit matriciel et avec des notations classiques :

n

n n
V(i) € Dl 10AB)ij] = |3 akbii| < D Jaiel [bigl < S DAl IBI = nllAll_ 18]
k=1 k=1 k=1
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||oo est une norme d'algébre.

Démonstration
Déja, il est facile de vérifier que N est bien une norme sur M ,(K), puisque || | en est une.
e o]

Par la formule du produit matriciel et avec des notations classiques :

n n n
V(i) € Dl 10AB)ij] = |3 akbii| < D Jaiel [bigl < S DAl IBI = nllAll_ 18]
k=1 k=1 k=1

donc ||AB||OQ < n||A||Oo ||B||oo d'ou T'on tire N(AB) < N(A)N(B).
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||oo est une norme d'algebre.

Proposition 3
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = ]max (E |a,]|) est une norme d’algébre.
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°o est une norme d'algebre.

Proposition 3
n
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = [max (Z |aij| ) est une norme d’algébre.
<isn \ j5

Démonstration
@ Déja il s'agit bien d'une norme car :

o N est bien définie sur M,(K) et a valeurs positives.
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°o est une norme d'algebre.

Proposition 3
n
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = [max (E |aij| ) est une norme d’algébre.
<isn \ j5

Démonstration
@ Déja il s'agit bien d'une norme car :
o N est bien définie sur M,(K) et a valeurs positives.

@ Si N(A) = 0 alors pour tout i, Y |a;| = 0 donc tous les aj sont nuls c’est-a-dire A = O,,.
J

PSI* (Lycée / Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur M, (K)

Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°o est une norme d'algebre.

Proposition 3
n
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = [max (E |aij| ) est une norme d’algébre.
<isn \ j5

Démonstration
@ Déja il s'agit bien d'une norme car :
o N est bien définie sur M,(K) et a valeurs positives.

o Si N(A) = 0 alors pour tout i, Z |ajj| = 0 donc tous les a;; sont nuls c'est-a-dire A = O,,.

n
o SiA € K:N(M) = max Z|,\a,,\ = max A lagl ) =[] N(A).
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||oo est une norme d'algebre.

Proposition 3
n
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = [max (E |aij| ) est une norme d’algébre.
<isn \ j5

Démonstration
@ Déja il s'agit bien d'une norme car :
o N est bien définie sur M,(K) et a valeurs positives.

o Si N(A) = 0 alors pour tout i, Z |ajj| = 0 donc tous les a;; sont nuls c'est-a-dire A = O,,.
n
@ SiA EK:NAA) = max Z [Aaj| | = T [A| Z: [az| | = [A] N(A).

o Enfin, si A et B sont deux matrices carrées, on a: V (i,j) € [1;n]?, |aj + by| < |aj| + |bj| donc :

Vielinl, D lay+ byl < Z\%HZIbuI N(4) + N(B)
j=1
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||oo est une norme d'algebre.

Proposition 3
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = ]max (E |aij| ) est une norme d’algébre.

Démonstration
@ Déja il s'agit bien d'une norme car :
o N est bien définie sur M,(K) et a valeurs positives.

@ Si N(A) = 0 alors pour tout i, Y |a;| = 0 donc tous les aj sont nuls c’est-a-dire A = O,,.
J

n n
0 SiAEK:NA) = max ; Aaj| | = max BY Z: laj| | = |\ N(A).
o Enfin, si A et B sont deux matrices carrées, on a: V (i,j) € [1;n]?, |aj + by| < |aj| + |bj| donc :

Vielinl, D lay+ byl < Z\%HZIbuI N(4) + N(B)
j=1

donc N(A+ B) < N(A) + N(B).
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Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°o est une norme d'algebre.

Proposition 3
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = ]max (Z |aij| ) est une norme d’algébre.

Démonstration

@ Lt il s'agit bien d’'une norme d’algébre car, si A, B € M,(K) et si I'on pose C = AB on a, pour tout i € [1; n] :

n n

Sl =D 01D auby| < DD |awbil =D lawl [ D byl | <D lawl N(B) < N(AN(B)
= = = =

= | k=1 j=1 k=1
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur M, (K)

Proposition 2

La norme N définie sur M,(K) par : VA € M,(K), N(A) =n ||A||°o est une norme d'algebre.

Proposition 3
Lapplication définie sur M,(K) par: VA € Mp(K), N(A) = ]max (Z |aij| ) est une norme d’algébre.

Démonstration

@ Lt il s'agit bien d’'une norme d’algébre car, si A, B € M,(K) et si I'on pose C = AB on a, pour tout i € [1; n] :

n n | n
2l = 301> auby
=1

= | k=1

n n

< Z 2 |awbi| = ,Z: [ai] Z |by| | < ,Z: |ai| N(B) < N(A)N(B)
= j= =

j=1 k=1

done N(C) < N(A)N(B), cqfd.
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur € ([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
o = [ ol Bl =y [HOF & o1l = sue 101

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
Q@ Norme || ||, :
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
Q@ Norme || ||, :

o Déja, l'application f — ||f]|, est bien définie (puisque f est continue sur un segment, l'intégrale existe) et est
a valeurs dans R ;
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
Q@ Norme || ||, :

o Déja, l'application f — ||f]|, est bien définie (puisque f est continue sur un segment, l'intégrale existe) et est
a valeurs dans R ;

o si [|[f]l, =0, il s'agit de I'intégrale d’une fonction continue positive qui est nulle, donc f = 0;
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
Q@ Norme || ||, :

o Déja, l'application f — ||f]|, est bien définie (puisque f est continue sur un segment, l'intégrale existe) et est
a valeurs dans R ;

o si [|[f]l, =0, il s'agit de I'intégrale d’une fonction continue positive qui est nulle, donc f = 0;
o Pour A € Ket f € €([a;b],K) on a, par linéarité de I'intégrale :

b b

M = JIMO] de = JIXLIFO] de = [ATIFL -

a a
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).
Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
Q@ Norme || ||, :

o Déja, l'application f — ||f]|, est bien définie (puisque f est continue sur un segment, l'intégrale existe) et est
a valeurs dans R ;

o si [|[f]l, =0, il s'agit de I'intégrale d’une fonction continue positive qui est nulle, donc f = 0;
o Pour A € Ket f € €([a;b],K) on a, par linéarité de I'intégrale :

b b
M = JIMO] de = JIXLIFO] de = [ATIFL -

o Enfin,sif,g € €([a;b],K), on a en utilisant I'inégalité triangulaire dans K et la positivité de I'intégrale :

If+ell = f £(6) + g(0)] dt < f(lf(f |+ [8()) de = NIl + llgll -
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :

o Déja, lapplication f — ||f|| ., est bien définie : en effet, f étant continue sur le segment [a; b] y est bornée
(et atteint ses bornes), donc la borne supérieure de I'ensemble {|f ()|, ¢ € [a; b]} existe.
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :

o Déja, lapplication f — ||f|| ., est bien définie : en effet, f étant continue sur le segment [a; b] y est bornée
(et atteint ses bornes), donc la borne supérieure de I'ensemble {|f ()|, ¢ € [a; b]} existe.
De plus, il s’agit de la borne supérieure d’'un ensemble de nombres positifs, elle est donc positive.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre VII : Espaces vectoriels normés Octobre 2022 10/41



Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :

o Déja, lapplication f — ||f|| ., est bien définie : en effet, f étant continue sur le segment [a; b] y est bornée
(et atteint ses bornes), donc la borne supérieure de I'ensemble {|f ()|, ¢ € [a; b]} existe.
De plus, il s’agit de la borne supérieure d’'un ensemble de nombres positifs, elle est donc positive.

@ Puisque pour tout t € [a;b] ona |f(¢)| < ||fIl ., sillfll = 0alorsf =0;
oo oo
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :

o Déja, lapplication f — ||f|| ., est bien définie : en effet, f étant continue sur le segment [a; b] y est bornée

(et atteint ses bornes), donc la borne supérieure de I'ensemble {|f ()|, ¢ € [a; b]} existe.

De plus, il s’agit de la borne supérieure d’'un ensemble de nombres positifs, elle est donc positive.
@ Puisque pour tout t € [a;b] ona |f(¢)| < ||fIl ., sillfll = 0alorsf =0;

oo oo

o Soit A € K et soit f € €([a; b], K).

Légalité || Af|| = || |IfIl  résulte directement du lemme préliminaire.

oo oo
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :

o Déja, lapplication f — ||f|| ., est bien définie : en effet, f étant continue sur le segment [a; b] y est bornée

(et atteint ses bornes), donc la borne supérieure de I'ensemble {|f ()|, ¢ € [a; b]} existe.

De plus, il s’agit de la borne supérieure d’'un ensemble de nombres positifs, elle est donc positive.
@ Puisque pour tout t € [a;b] ona |f(¢)| < ||fIl ., sillfll = 0alorsf =0;

oo oo

o Soit A € K et soit f € €([a; b], K).

Légalité || Af|| = || |IfIl  résulte directement du lemme préliminaire.

oo oo

o Enfin,sif,g € €([a;b],K), ona:

Vi€ [a;b], [f(1) + g < IF(O+ eI < IFI__ + Nall
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
O Norme || || :

o Déja, lapplication f — ||f|| ., est bien définie : en effet, f étant continue sur le segment [a; b] y est bornée
(et atteint ses bornes), donc la borne supérieure de I'ensemble {|f ()|, ¢ € [a; b]} existe.
De plus, il s’agit de la borne supérieure d’'un ensemble de nombres positifs, elle est donc positive.
@ Puisque pour tout t € [a;b] ona |f(¢)| < ||fIl ., sillfll = 0alorsf =0;
oo oo
o Soit A € K et soit f € €([a; b], K).
Légalité || Af|| = || |IfIl  résulte directement du lemme préliminaire.
oo oo
o Enfin,sif,g € €([a;b],K), ona:
Vi€ [a;b], [f(1) + g < IF(O+ eI < IFI__ + Nall
done [If +gll _ < IIfll_ + lgll_ -
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration

© Norme || ||, : seule Iinégalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont faciles).
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) Iflh= [ If()ldt  b) |Ifll, = IFOP dt o [Iflle = sup If(D)] -
a a t€[a;b]

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
© Norme || ||, : seule Iinégalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont faciles).

@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir I'espace €'([a; b], R) d'un produit scalaire par :

Vf, g € Gla; BLK), {F |g) = | F(g(0)dr.
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
© Norme || ||, : seule Iinégalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont faciles).

@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir I'espace €'([a; b], R) d'un produit scalaire par :

Vf, g € Gla; BLK), {F |g) = | F(g(0)dr.

Linégalité triangulaire pour la norme || ||, a donc été vue dans le cours sur les espaces préhilbertiens.
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

a

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).
Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
© Norme || ||, : seule Iinégalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont faciles).

@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir I'espace €'([a; b], R) d'un produit scalaire par :

Vf, g € Gla; BLK), {F |g) = | F(g(0)dr.

Linégalité triangulaire pour la norme || ||, a donc été vue dans le cours sur les espaces préhilbertiens.

o Lorsque K = C, on a, toujours avec les mémes notations et en utilisant I'inégalité triangulaire dans C :

If +gll; = f IF(5) + g(O dt < f(lf(f | + lg(0))* d
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur ¢'([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
a) [Ifl :/ lF()l dt by [Ifll, = / IFOF dt o) [Ifllo e IF -

a

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).
Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Démonstration
© Norme || ||, : seule Iinégalité triangulaire pose un peu probléme (les autres propriétés sont faciles).

@ Lorsque le corps de base est R, on peut munir I'espace €'([a; b], R) d'un produit scalaire par :

Vf, g € Gla; BLK), {F |g) = | F(g(0)dr.

Linégalité triangulaire pour la norme || ||, a donc été vue dans le cours sur les espaces préhilbertiens.

o Lorsque K = C, on a, toujours avec les mémes notations et en utilisant I'inégalité triangulaire dans C :

If +gll; = f IF(5) + g(O dt < f(lf(f | + lg(0))* d

et I'inégalité triangulaire découle alors de linégalité triangulaire précédente appliquée aux fonctions & valeurs
réelles t — |f(t)] et t — |g(1)].
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Espaces vectoriels normés

Normes usuelles sur € ([a; b], K)

Pour toute f € €([a; b],KK) (avec a < b), on peut poser :

Théoréme 2

b b
o = [ ol Bl =y [HOF & o1l = sue 101

On définit ainsi trois normes sur €'([a; b], K).

Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Remarque : Dans %([a; b],K), la norme || ||  s’appelle la norme de la convergence uniforme.
oo
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(xy) = lIx =yl
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés

Q V(x,y) €E,d(x,y) >0.
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés

Q V(x,y) €E,d(x,y) >0.

découle de la positivité de la nomre
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés

Q V(x,y) € E®,d(x,y) >0.
9 V(Xs}’) € Ez,d(x,y)zd(y,x).
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés

Q V(x,y) € E®,d(x,y) >0.
O V(Xs}’) € Ez,d(x,y)zd(y,x).

car ||x — y|| = ||=(y — x)|| = |ly — x||, d’aprés 'axiome d’homogénéité
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés
Q V(xy) €E,d(x,y) 2 0.

9 V(x,y) € E vd(x,y) = d(y, x) .
Q V(xy) EE,dxy)=0<=x=y.
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés

Q V(x,y) € E®,d(x,y) >0.
9 Y (x,y) EEZ,d(x,y):d(y,x).
Q V(xy) EE,dxy)=0<=x=y.

car ||[x — y|| =0 <= x — y = 0, par 'axiome de séparation
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 4
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x, y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [Ix =yl

Propriétés
Q V(x,y) €E,d(x,y)>0.
Q V(xy) €E, d(x,y) = d(y,x) -
Q V(xy) EE,dxy)=0<=x=y.
Q V(ny,2) € B, |dx,y) - dly, 2)| < d(x,2) < d(x,) + d(y. 2).

car par l'inégalité triangulaire : [|x — z|| = |[(x = y) + (y — 2)|| < [[x =yl + ||y — z]|
et méme principe pour I'inégalité de gauche.
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 5
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E non vide, et x € E.

Lensemble {||x — a|| | @ € A} est une partie non vide de R, minorée par 0; elle admet donc une borne
inférieure, appelée distance de x a A, et notée d(x, A) :

d(x,A) = é’éﬁ d(x, a).
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 5
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E non vide, et x € E.
Lensemble {||x — a|| | @ € A} est une partie non vide de R, minorée par 0; elle admet donc une borne

inférieure, appelée distance de x a A, et notée d(x, A) :

d(x,A) = (lzréi; d(x, a).

Remarques :

@ En général, le réel d(x, A) n’est pas un minimum, c'est-a-dire que la borne inférieure n’est pas nécessairement
atteinte.

Exemple : Dans R, prendre x =0 et A= {1, ne N*}.
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 5
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E non vide, et x € E.

Lensemble {||x — a|| | @ € A} est une partie non vide de R, minorée par 0; elle admet donc une borne
inférieure, appelée distance de x a A, et notée d(x, A) :

d(x,A) = (lzréi; d(x, a).

Remarques :

@ En général, le réel d(x, A) n’est pas un minimum, c'est-a-dire que la borne inférieure n’est pas nécessairement
atteinte.

Exemple : Dans R, prendre x =0 et A= {1, ne N*}.
@ La distance de x a A peut étre nulle sans que x appartienne a A.

Exemple : le méme que ci-dessus.
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Espaces vectoriels normés

Distance associée a une norme

Définition 5
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E non vide, et x € E.

Lensemble {||x — a|| | @ € A} est une partie non vide de R, minorée par 0; elle admet donc une borne
inférieure, appelée distance de x a A, et notée d(x, A) :

d(x,A) = é’é'; d(x, a).

Remarques :

@ En général, le réel d(x, A) n’est pas un minimum, c'est-a-dire que la borne inférieure n’est pas nécessairement
atteinte.

Exemple : Dans R, prendre x =0 et A= {1, ne N*}.
@ La distance de x a A peut étre nulle sans que x appartienne a A.
Exemple : le méme que ci-dessus.
O Méme si d(x, A) est atteinte en un point, ce point n'est pas nécessairement unique.

Exemple : Dans R? muni de la norme euclidienne usuelle, considérer un cercle et son centre.
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Boules et sphéres

Définition 6
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, a un vecteur de E et r un réel positif.
On appelle :

@ boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble :

B(a,r)={x€E, dlax)<r} = {x€E, |x—ad| <r}.

Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Espaces vectoriels normés

Boules et sphéres

Définition 6

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, a un vecteur de E et r un réel positif.
On appelle :

@ boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble :

B(a,r)={x€E, dlax)<r} = {x€E, |x—ad| <r}.

@ boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble :

Bf(a,r) ={x € E, d(a,x) <r}

{x€E, |x—ad|| <r}.

PSI* (Lycée d’
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Espaces vectoriels normés

Boules et sphéres

Définition 6
Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, a un vecteur de E et r un réel positif.
On appelle :

@ boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble :

B(a,r)={x€E, dlax)<r} = {x€E, |x—ad| <r}.

@ boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble :

Bi(a,r)={x€E, d(a,x) <r} = {x€E, [x—dl<r}.

@ sphére de centre a et de rayon r I'ensemble :

S(a,r)={x€E, dla,x)=r} = {x€E, |x—d|=r}
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Boules et sphéres

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, a un vecteur de E et r un réel positif.

Définition 6

On appelle :
@ boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble :

B(a,r)={x€E, dlax)<r} = {x€E, |x—ad| <r}.

@ boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble :

Bi(a,r)={x€E, d(a,x) <r} = {x€E, [x—dl<r}.

@ sphére de centre a et de rayon r I'ensemble :

S(a,r)={x€E, dla,x)=r} = {x€E, |x—d|=r}

On parle de boule unité ou de sphére unité dans le cas a = 0 et r = 1.

Octobre 2022

Chapitre VII : Espaces vectoriels normés

PSI*



Espaces vectoriels normés

Boules et sphéres

Exemples

@ Dans R muni de la valeur absolue :
B(a,r)=la—r;a+r[, Bi(a,r) =

—r;a+r], S(a,r)={a—r,a+r}.
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Espaces vectoriels normés

Boules et sphéres

Exemples

@ Dans R muni de la valeur absolue :
B(a,r)=]a—r;a+ 1], Bi(a,r) =[a—r;a+71], S(a,r)={a—r,a+r}.

@ Dessin des boules unités pour les trois normes usuelles de R? :

<

Bi={(xy) €R | x| +1y <1} M

B, = {(x,y) c R?

x2+y2<1}

Boo = {(x,y) € R | max (||, Iyl) <1}
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Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.
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Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe

r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.

Remarque : Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de oo (resp. —oo) comme les
parties de R contenant un intervalle de la forme ]a; +oo[ (resp |—oo; af).
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Espaces vectoriels normés

Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.

Remarque : Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de oo (resp. —oo) comme les
parties de R contenant un intervalle de la forme Ja; +o0[ (resp ]—o0; a).

Définition 8 Parties convexes

Une partie A d'un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (x, y) € A, le segment
[x;y] ={tx+ (- t)y | t € [0;1]} est inclus dans A.
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Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.

Remarque : Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de +o00 (resp. —oo) comme les
parties de R contenant un intervalle de la forme ]a; +o0o[ (resp | —o0; a|).

Définition 8 Parties convexes

Une partie A d'un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (x, y) € A, le segment
[x;y] ={tx+ (- t)y | t € [0;1]} est inclus dans A.

Proposition 4

Une boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe.
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Espaces vectoriels normés

Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.

Remarque : Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de +o00 (resp. —oo) comme les
parties de R contenant un intervalle de la forme ]a; +o0o[ (resp | —o0; a|).

Définition 8 Parties convexes

Une partie A d'un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (x, y) € A, le segment
[x;y] ={tx+ (- t)y | t € [0;1]} est inclus dans A.

Proposition 4

Une boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe.

Démonstration

Faisons la démonstration pour une boule ouverte B(a, r). Soient x,y € B(a, r) et t € [0;1]. Il s’agit de
démontrer que z = tx + (1 — t)y appartient a B(a, r).
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Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.

Remarque : Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de +o00 (resp. —oo) comme les
parties de R contenant un intervalle de la forme ]a; +o0o[ (resp | —o0; a|).

Définition 8 Parties convexes

Une partie A d'un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (x, y) € A, le segment
[x;y] ={tx+ (- t)y | t € [0;1]} est inclus dans A.

Proposition 4

Une boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe.

Démonstration

Faisons la démonstration pour une boule ouverte B(a, r). Soient x,y € B(a, r) et t € [0;1]. Il s’agit de
démontrer que z = tx + (1 — t)y appartient a B(a, r). Cela découle simplement de la suite d'inégalités :

[tx+ (= ty—d=ltx—a)+ (1 -y -l < tllx—al+ =) |y—dl<tr+(-Hr=r.
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Définition 7 Voisinages

Soit E un espace vectoriel normé, et a € E. On dit qu’une partie V de E est un voisinage de a s'il existe
r > 0 tel que B(a,r) C V.
On note 97(a) I'ensemble des voisinages de a.

Remarque : Dans le cas particulier E = R, on définit les voisinages de +o00 (resp. —oo) comme les
parties de R contenant un intervalle de la forme Ja; +o0[ (resp ]—o0; a).
Définition 8 Parties convexes

Une partie A d’'un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (x, y) € A, le segment
[x;y] ={tx+ (- t)y | t € [0;1]} est inclus dans A.

Proposition 4

Une boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe.

Définition 9 Parties bornées

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie A de E est dite bornée si :
IMER telque Vx€A, x| <M

Cela équivaut a : A C By(0, M).
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Espaces vectoriels normés

Comparaison de normes

Définition 10

Soient (M, N2) deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que M et N, sont équivalentes si et
seulement si :
Ja >0, 3B > 0tels que Vx € E, aM(x) < Na(x) < BM(x)

( cest-a-dire que les rapports % et % sont bornés sur E \ {0}.)
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Espaces vectoriels normés

Comparaison de normes

Définition 10

Soient (M, N2) deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que M et N» sont équivalentes si et
seulement si :

Ja >0, 38> 0tels que Vx € E, aM(x) < M(x) < BM(x)

( cest-a-dire que les rapports % et % sont bornés sur E \ {0}.)

Proposition 5

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur I'ensemble des normes de E.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison de normes

Définition 10

Soient (M, N2) deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que M et N» sont équivalentes si et
seulement si :

Ja >0, 38> 0tels que Vx € E, aM(x) < M(x) < BM(x)

( cest-a-dire que les rapports % et % sont bornés sur E \ {0}.)

Proposition 5

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur I'ensemble des normes de E.

Démonstration

@ La relation est réflexive : si M est une norme, Ny est en relation avec N : prendre « = 3 = 1.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison de normes

Définition 10

Soient (M, N2) deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que M et N» sont équivalentes si et
seulement si :

Ja >0, 38> 0tels que Vx € E, aM(x) < M(x) < BM(x)

( cest-a-dire que les rapports % et % sont bornés sur E \ {0}.)

Proposition 5

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur I'ensemble des normes de E.

Démonstration

@ La relation est réflexive : si M est une norme, Ny est en relation avec N : prendre « = 3 = 1.

@ La relation est symétrique : si une norme N est en relation avec une norme N, il existe o, 3 strictement positifs
tels que aM < Mo < BN, dou %Nz <N < éNz, donc N est en relation avec M.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison de normes

Définition 10

Soient (M, N2) deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que M et N» sont équivalentes si et
seulement si :

Ja >0, 38> 0tels que Vx € E, aM(x) < M(x) < BM(x)

( cest-a-dire que les rapports % et % sont bornés sur E \ {0}.)

Proposition 5

Il s’agit d’une relation d’équivalence sur I'ensemble des normes de E.

Démonstration

@ La relation est réflexive : si M est une norme, Ny est en relation avec N : prendre « = 3 = 1.

@ La relation est symétrique : si une norme N est en relation avec une norme N, il existe o, 3 strictement positifs
tels que aM < Mo < BN, dou %Nz <N < éNz, donc N est en relation avec M.

@ Enfin, la relation est transitive : si M est en relation avec N, et N, en relation avec N3, il existe des réels
a, B, v, 6 strictement positifs tels que aM < M < BM et YN, < N; < 6N, donec ayM < MV < BON,
c'est-a-dire que NV est en relation avec Ns.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n
x=> xjejde E,ona:

i=1
¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

@ Comparaison de ||x|| . et ||x]|,
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
@ Comparaison de ||x|| . et ||x]|,

n
@ On a facilement : ||x||, = >_ |xi| < n||x]| en majorant chacun des |x;| par [|x|| .
i=1 == o
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n
x=> xjejde E,ona:

i=1
¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
@ Comparaison de ||x|| . et ||x]|,
n
@ On a facilement : ||x||, = >_ |xi| < n||x]| en majorant chacun des |x;| par [|x|| .
i=1 == o

Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n
x=> xjejde E,ona:

i=1
¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
@ Comparaison de ||x|| . et ||x]|,
@ On a facilement : ||x||, = ’z: [xi] < n||x||oo en majorant chacun des |x;| par ||x||oo
Notlons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.

o Puisqu'il existe iy € [1; n] tel que x| = [|x|| ,ona
oo

n
lxlly = > bl > Il _ -
i=1
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Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n
x=> xjejde E,ona:

i=1
¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
@ Comparaison de ||x|| . et ||x]|,
@ On a facilement : ||x||, = ’z: [xi] < n||x||oo en majorant chacun des |x;| par ||x||oo
Notlons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.

o Puisqu'il existe iy € [1; n] tel que x| = [|x|| ,ona
oo

n
lxlly = > bl > Il _ -
i=1

Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car il y a égalité, par exemple, lorsque x = e;.
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Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n
x=> xjejde E,ona:

i=1
¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

© Comparaison de ||x|| o, et ||x|l,
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Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

© Comparaison de ||x|| o, et ||x|l,

n
o Onafacilement: ||x||, = > [xi|* < y/nllx]|* = +/n|lx|| _en majorant chacun des |x;| par ||x|| .
= oo oo oo
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Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

© Comparaison de ||x|| o, et ||x|l,

n
o Onafacilement: ||x||, = > [xi|* < y/nllx]|* = +/n|lx|| _en majorant chacun des |x;| par ||x|| .
= oo oo oo

Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.
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Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

© Comparaison de ||x]|| _ et ||x]|,

n
o Onafacilement: ||x||, = > [xi|* < y/nllx]|* = +/n|lx|| _en majorant chacun des |x;| par ||x|| .
= oo oo oo
Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.

o Puisqu'il existe iy € [1; n] tel que |x;,| = [|x|| ,ona
oo

lIxll, =

n
Z Ixil* > V|x|* = ||X||Oo .
s

PSI* (Lycé / Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

© Comparaison de ||x]|| _ et ||x]|,

n
o Onafacilement: ||x||, = > [xi|* < y/nllx]|* = +/n|lx|| _en majorant chacun des |x;| par ||x|| .
= oo oo oo
Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.

o Puisqu'il existe iy € [1; n] tel que |x;,| = [|x|| ,ona
oo

lIxll, =

n
Z Ixil* > V|x|* = ||X||Oo .
s

Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car il y a égalité, par exemple, lorsque x = e;.
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Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

¥loo < lIxlh < n-lixlloe IIXllee < HIXlly S V- lIxlloe et Ixlly < lIxlh < V/nllxl; -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration

© Comparaison de ||x]|, et ||x||,
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
© Comparaison de ||x]|, et ||x||,
o Ona:

n 2 n
2 2 2
Il = (z w) Sl = S b 423 el bl 3 DI
=1 i =

i<j

donc [[xll; = [Ixl,-
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
© Comparaison de ||x]|, et ||x||,
o Ona:
n 2 n
2 2 2
i = (3511 = bt = 35 23 b > it
= i =] i<j
donc [|x[l; = [Ix][,.
Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car il y a égalité, par exemple, lorsque x = e;.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
© Comparaison de ||x]|, et ||x||,
o Ona:
n 2 n
2 2 2
i = (3511 = bt = 35 23 b > it
= i =] i<j
donc [|x[l; = [Ix][,.
Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car il y a égalité, par exemple, lorsque x = e;.

n
@ On peut considérer ||x||, = > |x;| comme le produit scalaire usuel, dans R", du vecteur (|x|, ..., |x,|) par
=

le vecteur (1,1, . ..,1). Linégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

lxlly < [xll - 1050, )l = v llx], -
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté a une base & = (e, ..., ;). Pour tout
n

x=> xjejde E,ona:

i=

Xl < llxlly < n-

Moo+ IIXlloo <Xl S V- lixllee et lxlly < lIxlly < VA, -

Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

Démonstration
© Comparaison de ||x]|, et ||x||,
o Ona:
n 2 n
2 2 2
i = (3511 = bt = 35 23 b > it
= i =] i<j
donc [|x[l; = [Ix][,.
Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car il y a égalité, par exemple, lorsque x = e;.

n
@ On peut considérer ||x||, = > |x;| comme le produit scalaire usuel, dans R", du vecteur (|x|, ..., |x,|) par
=

le vecteur (1,1, . ..,1). Linégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

lxlly < [xll - 1050, )l = v llx], -

Notons que cette inégalité ne peut étre améliorée car lorsque tous les x; sont égaux a 1 (par exemple), il y a
égalité.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans ¢’([a; b], R)

Pour toute f € €([a; b],K) (avec a < b), on a:
Iflh < vb—allfll, , lfl;<vb—allfles - Ifli<®-a)lfll -
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans ¢’([a; b], R)

Pour toute f € €([a; b],K) (avec a < b), on a:
Iflh < vb—allfll, , lfl;<vb—allfles - Ifli<®-a)lfll -

Démonstration

b
@ La premiére inégalité résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f | g) = /fg,

a
appliquée aux fonctions réelles t — |f(t)] et t — 1.
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Espaces vectoriels normés

Comparaison des trois normes usuelles dans ¢’([a; b], R)

Pour toute f € €([a; b],K) (avec a < b), on a:
Iflh < vb—allfl, » [fl;<vb—allflee » Wflh<®—0a)lfl -

Démonstration
b

@ La premiére inégalité résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f | g) = /fg,

a
appliquée aux fonctions réelles t — |f(t)] et t — 1.

@ Les deux autres sont immédiates, en majorant dans les intégrales la quantité |f(¢)| par ||f|| -
[e o]
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Comparaison des trois normes usuelles dans ¢’([a; b], R)

Pour toute f € €([a; b],K) (avec a < b), on a:
Iflh < vb—allfl, » [fl;<vb—allflee » Wflh<®—0a)lfl -

Démonstration
b
@ La premiére inégalité résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f | g) = /fg,

a
appliquée aux fonctions réelles t — |f(t)] et t — 1.

@ Les deux autres sont immédiates, en majorant dans les intégrales la quantité |f(¢)| par ||f|| -
[e o]

Cependant, ces trois normes sont deux a deux non équivalentes, comme le montre I'exemple de la suite

t—al’ n n
de fonctions f,: t — <7> (n € N) : on vérifie que les suites de termes généraux If H"", folly et
b—a lfallz = Wl
H(;"f”r tendent vers 400 avec n, donc les rapports ”“ H||°° : % et ”” H|‘|’° ne sont pas bornés.
nih 2 1 1
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usuelles dans R? :




Espaces vectoriels normés

Proposition 6

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.

Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute boule ouverte pour I'une de ces deux normes
contient une boule ouverte de méme centre pour l'autre norme.

Equivalence des normes
usuelles dans R? :

/
N

NS4

Démonstration

Par translation, on ne change pas le résultat si on se limite a des boules de centre Of.
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Espaces vectoriels normés

Proposition 6

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.

Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute boule ouverte pour I'une de ces deux normes
contient une boule ouverte de méme centre pour l'autre norme.

Equivalence des normes
usuelles dans R? :

/
N

NS4

Démonstration

Par translation, on ne change pas le résultat si on se limite a des boules de centre Of.
On vérifie alors facilement que, si (M, M2) sont deux normes sur E et si o et 3 sont deux réels strictement
positifs, on a :

aM < N < BM = Bi(0, 1) C By(0, Br) et By(0,r) C Bi(0, é)

en notant B;(0, p) la boule ouverte de centre 0 et de rayon p pour la norme N;.
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Démonstration

En effet, si V est un voisinage de a pour M (par exemple), il existe r > 0 tel que Bi(a,r) C V;
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Démonstration

En effet, si V est un voisinage de a pour N, (par exemple), il existe r > 0 tel que Bi(a,r) C V; mais d’aprés
la proposition précédente, il existe r’ > 0 tel que By(a, ') C Bi(a,r) donc V est aussi un voisinage de a
pour N, (en notant encore Bj(a, r) la boule ouverte de centre a et de rayon r pour la norme Nj).
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Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie bornée pour I'une est bornée pour l'autre .
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Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie bornée pour I'une est bornée pour l'autre .

Démonstration

C'est immédiat compte tenu de la prop. précédente, puisque dire qu'une partie est bornée équivaut a dire
qu’elle est incluse dans une boule de centre 0.
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Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie bornée pour I'une est bornée pour l'autre .

Lorsque E est de dimension infinie, une partie peut étre bornée pour une norme et non
bornée pour une autre!
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Espaces vectoriels normés

Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie bornée pour I'une est bornée pour l'autre .

Lorsque E est de dimension infinie, une partie peut étre bornée pour une norme et non
bornée pour une autre!

Exemple

Dans E = %([0;1], R), soit A= {fn, n € N} avec f, : t — nt". Alors A est bornée pour
la norme M, mais ne l'est pas pour la norme Noo.
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Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel, et M, Na deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie bornée pour I'une est bornée pour l'autre .

Lorsque E est de dimension infinie, une partie peut étre bornée pour une norme et non
bornée pour une autre!

Exemple

Dans E = %([0;1], R), soit A= {fn, n € N} avec f, : t — nt". Alors A est bornée pour
la norme M, mais ne l'est pas pour la norme Noo.

On a cependant le résultat important suivant :

Théoréme 3: (admis)

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites dans un K-espace vectoriel

Définition 11

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application
{ I — E
-

N , o / est une partie de N. On la note : (un)ne/.
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Suites dans un K-espace vectoriel

Définition 11
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application

{ I — E
-

N , o / est une partie de N. On la note : (un)ne/.

Remarques :
@ Si/ est une partie finie de N, la suite est dite finie. Ce cas n’a aucun intérét ici.

Chapitre VII : Espaces vectoriels normés

Octobre 2022
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Suites dans un K-espace vectoriel

Définition 11
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application

{ I — E
-

N , o / est une partie de N. On la note : (un)ne/.

Remarques :
@ Si/ est une partie finie de N, la suite est dite finie. Ce cas n’a aucun intérét ici.

@ Si / est une partie infinie de N, I est équipotent a N (voir cours de probas), et on peut donc se limiter au cas / = N,
ce que l'on fera par la suite.
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Suites dans un K-espace vectoriel

Définition 11

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application
{ I — E
-

N , o / est une partie de N. On la note : (un)ne/.

Remarques :
@ Si/ est une partie finie de N, la suite est dite finie. Ce cas n’a aucun intérét ici.

@ Si / est une partie infinie de N, I est équipotent a N (voir cours de probas), et on peut donc se limiter au cas / = N,
ce que l'on fera par la suite.

@ Ne pas confondre : une suite peut étre infinie et ne prendre qu'un nombre fini de valeurs (ex : (—1)").
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Suites dans un K-espace vectoriel

Définition 11

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application
{ I — E
-

: , ot [ est une partie de N. On la note : (up)nes-

Remarques :
@ Si/ est une partie finie de N, la suite est dite finie. Ce cas n’a aucun intérét ici.

@ Si / est une partie infinie de N, I est équipotent a N (voir cours de probas), et on peut donc se limiter au cas / = N,
ce que l'on fera par la suite.

@ Ne pas confondre : une suite peut étre infinie et ne prendre qu'un nombre fini de valeurs (ex : (—1)").

Proposition 8

Lensemble EN des suites définies sur N et a valeurs dans E a une structure de K-espace vectoriel pour les
lois (« usuelles ») : si u,v € EN et A € K, on pose :

u+v:n— up+ vp
A.u: n— Aup .
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Suites dans un K-espace vectoriel

Définition 11

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application
{ I — E
-

: , ot [ est une partie de N. On la note : (up)nes-

Remarques :
@ Si/ est une partie finie de N, la suite est dite finie. Ce cas n’a aucun intérét ici.

@ Si / est une partie infinie de N, I est équipotent a N (voir cours de probas), et on peut donc se limiter au cas / = N,
ce que l'on fera par la suite.

@ Ne pas confondre : une suite peut étre infinie et ne prendre qu'un nombre fini de valeurs (ex : (—1)").

Proposition 8

Lensemble EN des suites définies sur N et a valeurs dans E a une structure de K-espace vectoriel pour les
lois (« usuelles ») : si u,v € EN et A € K, on pose :

u+v:n— up+ vp
A.u: n— Aup .
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :

IMeRtelqueVneN, ||up] <M.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!

Proposition 9

Q@ Lensemble Z(N, E) (noté plutdt £°°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace
vectoriel de EN.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!

Proposition 9
Q@ Lensemble Z(N, E) (noté plutdt £°°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace

vectoriel de EN.
Démonstration

@ ¢°°(E) contient la suite nulle, donc est non vide, et si u, v sont deux suites bornées :

IMy, My ERqVn EN, |lunll < My et [Jvall < My
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!

Proposition 9

Q@ Lensemble Z(N, E) (noté plutdt £°°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace
vectoriel de EN.

Démonstration
@ ¢°°(E) contient la suite nulle, donc est non vide, et si u, v sont deux suites bornées :
IMy, My ERtqV n €N, |lup]| < Myet |[va]l <M,
donc pour tout scalaire A, grace a I'inégalité triangulaire :

l(Au+ V)all = [[Xun + vall <A Naall + [[vall <A M+ My,
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!

Proposition 9

Q@ Lensemble (N, E) (noté plutot £°°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace
vectoriel de EN.

Démonstration
@ ¢°°(E) contient la suite nulle, donc est non vide, et si u, v sont deux suites bornées :
IMy, My ERtqV n €N, |lup]| < Myet |[va]l <M,
donc pour tout scalaire A, grace a I'inégalité triangulaire :

l(Au+ V)all = [[Xun + vall <A Naall + [[vall <A M+ My,

donc Au + v est bornée c’est-a-dire appartient a £°°(E).
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Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!

Proposition 9

Q@ Lensemble (N, E) (noté plutot £°°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace
vectoriel de EN.

Q (°°(E) est muni d'une structure d’espace vectoriel normé pour la norme || ||, définie par :

siu € £2°(E), |Jull o, = sup [[un]lg -
neEN
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Définition 12

Une suite (up) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
IMeRtelqueVneN, ||up] <M.

Remarque :

La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute norme
équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre bornée pour
une norme sans I'étre pour une autre!

Proposition 9

Q@ Lensemble (N, E) (noté plutot £°°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace
vectoriel de EN.

Q (°°(E) est muni d'une structure d’espace vectoriel normé pour la norme || ||, définie par :

siu € £2°(E), [Jullo, = sup [lun|[g -
neEN

Démonstration

Le fait que I'application u +— ||u||  est une norme sur £°°(E) se démontre exactement de la méme facon
oo
que pour la norme || || dans €([a; b], C).
oo
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites convergentes

Définition 13

Une suite (un)nen d’éléments de E est dite convergente s'il existe £ € E tel que :

Ve>0,3n € NtelqueVneN, n>ny = |lup —{|| <e.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites convergentes

Définition 13

Une suite (un)nen d'éléments de E est dite convergente s'il existe £ € E tel que :

Ve>0,3n € NtelqueVneN, n>n = |lup —{|| <e

Théoréme 4

Si (un) est une suite convergente, le vecteur £ précédent est unique.
On lappelle limite de la suite u, et on note : £ = |lim up
—_— n—-+o00
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites convergentes

Définition 13

Une suite (un)nen d'éléments de E est dite convergente s'il existe £ € E tel que :

Ve>0,3n € NtelqueVneN, n>ny = |lup —{|| <e.

Théoréme 4

Si (un) est une suite convergente, le vecteur £ précédent est unique.
On lappelle limite de la suite u, et on note : £ = |lim up
—_— n—-+o00

Démonstration

Supposons qu'il existe ¢ # £, vérifiant la définition précédente. On a alors, pour tout € > 0 :

ImeNtqVneN, n>2m = |juy— 4] <e et Im eNtqVneN, n>m = ||un — L < e.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites convergentes

Définition 13

Une suite (un)nen d'éléments de E est dite convergente s'il existe £ € E tel que :

Ve>0,3n € NtelqueVneN, n>ny = |lup —{|| <e.

Théoréme 4

Si (un) est une suite convergente, le vecteur £ précédent est unique.
On lappelle limite de la suite u, et on note : £ = |lim up
—_— n—-+o00

Démonstration
Supposons qu'il existe ¢ # £, vérifiant la définition précédente. On a alors, pour tout € > 0 :
ImeNtqVneN, n>2m = |juy— 4] <e et Im eNtqVneN, n>m = ||un — L < e.

lo- &l
2

Prenons € = c’est bien un réel strictement positif). On a alors, en choisissant n > max(m, nz) :

16— Lofl = [1(6 — un) + (un — L) || < flun = &l + [Jun — Lof| < 26 = [|6 — &

d'ou la contradiction.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Remarques

@ Dire que £ = lim u, peut aussi s'écrire :
n—+o00

Ve>0,3n € Ntel que VneEN, n>ng = u, € B(¢,¢)
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Suites dans un espace vectoriel normé

Remarques

@ Dire que £ = lim u, peut aussi s'écrire :
n—+o00

Ve>0,3n € Ntel que VneEN, n>ng = u, € B(¢,¢)

ou encore, puisque toute boule ouverte de centre £ est un voisinage de £ et que tout voisinage de ¢
contient une telle boule :
VVeUC, In ENtelque VneEN, n>ng = u, € V
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Suites dans un espace vectoriel normé

Remarques

@ Dire que £ = lim u, peut aussi s'écrire :
n—+o00

Ve>0,3n € Ntel que VneEN, n>ng = u, € B(¢,¢)

ou encore, puisque toute boule ouverte de centre £ est un voisinage de £ et que tout voisinage de ¢

contient une telle boule :
VVeUC, In ENtelque VneEN, n>ng = u, € V

Lintérét de cette écriture est qu'elle permet de généraliser la définition de la limite au cas d’une suite
réelle (uy) qui tend vers £oo. En effet, un voisinage de 400 dans R étant une partie qui contient un
intervalle de la forme ]A; +oo|, dire que la suite rélle u tend vers oo s'écrit donc :

VAER, 3ng e Ntelque VnEN | n> ny = u, > A
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Suites dans un espace vectoriel normé

Remarques

@ Dire que £ = lim u, peut aussi s'écrire :
n—+o00

Ve>0,3n € Ntel que VneEN, n>ng = u, € B(¢,¢)

ou encore, puisque toute boule ouverte de centre £ est un voisinage de £ et que tout voisinage de ¢
contient une telle boule :
VVeUC, In ENtelque VneEN, n>ng = u, € V

Lintérét de cette écriture est qu'elle permet de généraliser la définition de la limite au cas d’une suite
réelle (uy) qui tend vers £oo. En effet, un voisinage de 400 dans R étant une partie qui contient un
intervalle de la forme ]A; +oo|, dire que la suite rélle u tend vers oo s'écrit donc :

VAER, 3ng e Ntelque VnEN | n> ny = u, > A

@ Dire que £ = “-T up signifie aussi que la suite réelle ||u, — £|| tend vers 0 quand n — +o0.
n—+00
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Suites dans un espace vectoriel normé

Remarques

@

@

Dire que £ = lim u, peut aussi s’écrire :
n—+o00

Ve>0,3n € Ntel que VneEN, n>ng = u, € B(¢,¢)

ou encore, puisque toute boule ouverte de centre £ est un voisinage de £ et que tout voisinage de ¢
contient une telle boule :
VVeUC, In ENtelque VneEN, n>ng = u, € V

Lintérét de cette écriture est qu'elle permet de généraliser la définition de la limite au cas d’une suite
réelle (uy) qui tend vers £oo. En effet, un voisinage de 400 dans R étant une partie qui contient un
intervalle de la forme ]A; +oo|, dire que la suite rélle u tend vers oo s'écrit donc :

VAER, 3ng e Ntelque VnEN | n> ny = u, > A

Dire que £ = “-T up signifie aussi que la suite réelle ||u, — £|| tend vers 0 quand n — +o0.
n—+00

On ne change pas la nature d’une suite, ni, pour une suite convergente, sa limite, lorsqu’on
remplace la norme par une norme équivalente.

Cela découle directement du fait que les ensembles 77(£) sont les mémes pour les deux normes.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Remarques

@ Dire que £ = lim u, peut aussi s'écrire :
n—+o00

Ve>0,3n € Ntel que VneEN, n>ng = u, € B(¢,¢)

ou encore, puisque toute boule ouverte de centre £ est un voisinage de £ et que tout voisinage de ¢
contient une telle boule :
VVeUC, In ENtelque VneEN, n>ng = u, € V

Lintérét de cette écriture est qu'elle permet de généraliser la définition de la limite au cas d’une suite
réelle (uy) qui tend vers £oo. En effet, un voisinage de 400 dans R étant une partie qui contient un
intervalle de la forme ]A; +oo|, dire que la suite rélle u tend vers oo s'écrit donc :

VAER, 3m eNtelqueVneN | n> ny = u, > A

©

Dire que £ = “T up signifie aussi que la suite réelle ||u, — £|| tend vers 0 quand n — +o0.
n—+00

@ On ne change pas la nature d’une suite, ni, pour une suite convergente, sa limite, lorsqu’on

remplace la norme par une norme équivalente.

Cela découle directement du fait que les ensembles 77(£) sont les mémes pour les deux normes.

Cela n’est plus forcément le cas lorsqu'on considére deux normes non équivalentes : prendre
I'exemple de la suite de fonctions f,: t — ", dans €([0;1],R) : cette suite converge vers la
fonction nulle au sens de la norme || [|;, mais pas au sens de la norme || ||, puisque, pour tout n,

Ifally = 5 et Ifall _ =1
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Soit (un)nen convergente de limite £. En appliquant la définition avec (par exemple) € =1, on obtient qu'a
partir d’un certain rang ng on a ||u, — £|| <1, donc |lus|| < ||€|| 41 (par I'inégalité triangulaire « de
gauche »).
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Soit (un)nen convergente de limite £. En appliquant la définition avec (par exemple) € =1, on obtient qu'a
partir d’un certain rang ng on a ||u, — £|| <1, donc |lus|| < ||€|| 41 (par I'inégalité triangulaire « de
gauche »). Donc, pour tout entier n, on aura ||u,|| < max(||uo||,. .., ||un ]|, [|€]| +1), ce qui montre que
(un)nen est bornée.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.
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Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.

Théoreme 6
@ Soient (uy) et (vn) deux suites d’éléments de E convergentes resp. vers £ et £/ dans E. Alors la suite
(un + vn) converge vers £ + £'.

@ Soit (An) une suite d'éléments de K convergente vers A € K, et (u,) une suite d'éléments de E
convergente vers £ € E. Alors, la suite (A - u,) converge vers X - £.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.

Théoreme 6
@ Soient (uy) et (vn) deux suites d’éléments de E convergentes resp. vers £ et £/ dans E. Alors la suite
(un + vn) converge vers £ + £'.

@ Soit (An) une suite d'éléments de K convergente vers A € K, et (u,) une suite d'éléments de E
convergente vers £ € E. Alors, la suite (A - u,) converge vers X - £.

Démonstration

Q ||(un+ va) — (€ + €| < llun — £]| + ||va — £'||, donc, daprés les résultats sur les suites réelles vus en Sup,
[|(un + vn) — (€ + £")|| tend vers 0 quand n — oco.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.

Théoreme 6
@ Soient (uy) et (vn) deux suites d’éléments de E convergentes resp. vers £ et £/ dans E. Alors la suite
(un + vn) converge vers £ + £'.

@ Soit (An) une suite d'éléments de K convergente vers A € K, et (u,) une suite d'éléments de E
convergente vers £ € E. Alors, la suite (A - u,) converge vers X - £.

Démonstration

Q ||(un+ va) — (€ + €| < llun — £]| + ||va — £'||, donc, daprés les résultats sur les suites réelles vus en Sup,
[|(un + vn) — (€ + £")|| tend vers 0 quand n — oco.

@ On utilise ici une «astuce » classique :
1An - un = X €]l = |[An - (un =€) + (A = X) - £]] < [Xn [Jun — €] + [Xn = XL 12]]

puis on conclut en utilisant le fait que la suite (\,) est bornée (car convergente) et les résultats sur les limites des
suites réelles vus en Sup.

) Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Suites dans un espace vectoriel normé

Théoréme 5

Toute suite convergente est bornée.

Théoreme 6
@ Soient (uy) et (vn) deux suites d’éléments de E convergentes resp. vers £ et £/ dans E. Alors la suite
(un + vn) converge vers £ + £'.

@ Soit (An) une suite d'éléments de K convergente vers A € K, et (u,) une suite d'éléments de E
convergente vers £ € E. Alors, la suite (A - u,) converge vers X - £.

Démonstration

Q |[(un+ va) — (€4 £)|| < llun — £]| + ||va — £'||, donc, d’apres les résultats sur les suites réelles vus en Sup,
[|(un + vn) — (€ + £")|| tend vers 0 quand n — oco.

© On utilise ici une « astuce » classique :
1An - un = X €]l = |[An - (un =€) + (A = X) - £]] < [Xn [Jun — €] + [Xn = XL 12]]

puis on conclut en utilisant le fait que la suite (\,) est bornée (car convergente) et les résultats sur les limites des
suites réelles vus en Sup.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.

Théoréme 7

Si u est une suite d'éléments de E qui converge vers /, toute suite extraite de u converge, vers la méme
limite £ .
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.

Théoréme 7

Si u est une suite d'éléments de E qui converge vers /, toute suite extraite de u converge, vers la méme
limite £ .

Démonstration

Soit (ug(n)) une suite extraite de u. Soit € > 0. Il existe ng tel que [|uy — £|| < & pour tout n > ny.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.

Théoréme 7

Si u est une suite d'éléments de E qui converge vers /, toute suite extraite de u converge, vers la méme
limite £ .

Démonstration

Soit (ug(n)) une suite extraite de u. Soit € > 0. Il existe ng tel que [|uy — £|| < & pour tout n > ny.
Puisque ¢ est une application strictement croissante de N dans N, on a ¢(n) > n pour tout n
(démonstration facile par récurrence).
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.

Théoréme 7

Si u est une suite d'éléments de E qui converge vers /, toute suite extraite de u converge, vers la méme
limite £ .

Démonstration

Soit (ug(n)) une suite extraite de u. Soit € > 0. Il existe ng tel que [|uy — £|| < & pour tout n > ny.
Puisque ¢ est une application strictement croissante de N dans N, on a ¢(n) > n pour tout n
(démonstration facile par récurrence).

Dongc, pour n > ng, on a ¢(n) > ny dou Huq,(,,) = ZH < g, ce qui prouve que la suite (”w(n)) converge

vers £.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u¢(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.

Théoréme 7

Si u est une suite d'éléments de E qui converge vers /, toute suite extraite de u converge, vers la méme
limite £ .

Exemple

La suite de terme général u, = (—1)" diverge, puisque les deux suites extraites (uz,) et (uznt1) sont
convergentes de limites différentes.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Suites extraites

Définition 14

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u(P(,,)), ol ¢ est une application
strictement croissante de N dans N.

Théoréme 7

Si u est une suite d'éléments de E qui converge vers /, toute suite extraite de u converge, vers la méme
limite £ .

Exemple

La suite de terme général u, = (—1)" diverge, puisque les deux suites extraites (uz,) et (uznt1) sont
convergentes de limites différentes.

On a dans certains cas une sorte de réciproque au théoréme précédent :

Proposition 10

Soit u une suite d’éléments de E. On suppose que les deux suites extraites (uz,) et (uzq41) convergent,
vers la méme limite £.
Alors la suite u converge vers /.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Proposition 11

Soit u une suite d’éléments de E. On suppose que les deux suites extraites (uz,) et (uzq41) convergent,
vers la méme limite £.
Alors la suite u converge vers /.

PSI* (Lycée dArsonv: Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Suites dans un espace vectoriel normé

Proposition 11

Soit u une suite d’éléments de E. On suppose que les deux suites extraites (uz,) et (uzq41) convergent,
vers la méme limite £.
Alors la suite u converge vers /.

Démonstration

Soit € > 0. On écrit les définitions des limites :

Ing € Ntel queVneEN, n>ng = |lugy — £|| < €
ImeNtelqueVneN, n>m = |lugpp — ¢ < €
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Suites dans un espace vectoriel normé

Proposition 11

Soit u une suite d’éléments de E. On suppose que les deux suites extraites (uz,) et (uzq41) convergent,
vers la méme limite £.
Alors la suite u converge vers /.

Démonstration

Soit € > 0. On écrit les définitions des limites :

Ing € Ntel queVneEN, n>ng = |lugy — £|| < €
Im eNtelqueVneN, n>m = |lugpp — ¢ < &

Il en résulte que, pour n > max(2ny,2m +1) on a ||u, — £|| < &, ce qui est le résultat voulu par définition
de la limite.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Cas de la dimension finie

Théoréme 8

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (e, ..., ep) une base de E, et (u,) une suite

p
d’éléments de E. Pour tout n € N, u,, peut s'écrire : up, = Y uj nei (les (ujn)nen sont les
i=
suites coordonnées, & valeurs dans K). Alors :
@ La suite (up) est convergente dans E si et seulement si, pour tout i € [1; p], la suite (uj ) est
convergente dans K.

P
Et, dans ce cas, si £ = > fliej= lim up ona:Viée](l; li= lim uj,.
@ ’ ) ,2:31 i€ e . n II P]]; i e i,n

(de fagon simplifiée, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées).
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Suites dans un espace vectoriel normé

Cas de la dimension finie

Théoréme 8

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (e, ..., ep) une base de E, et (u,) une suite

p
d’éléments de E. Pour tout n € N, u,, peut s'écrire : up, = Y uj nei (les (ujn)nen sont les
i=
suites coordonnées, & valeurs dans K). Alors :
@ La suite (us) est convergente dans E si et seulement si, pour tout i € [1; p], la suite (uj ;) est
convergente dans K.

P
Et, dans ce cas, si £ = > fliej= lim up ona:Viée](l; li= lim uj,.
9 ’ ) ,2:31 i€j e . n [[ pﬂ: i e i,n

(de fagon simplifiée, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées).

Démonstration
E étant de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes; on va donc utiliser la norme || ||
relativement a la base (e, ..., ep).
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Suites dans un espace vectoriel normé

Cas de la dimension finie

Théoréme 8
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (e, ..., ep) une base de E, et (u,) une suite

p
d’éléments de E. Pour tout n € N, u,, peut s'écrire : up, = Y uj nei (les (ujn)nen sont les
i=
suites coordonnées, & valeurs dans K). Alors :
@ La suite (us) est convergente dans E si et seulement si, pour tout i € [1; p], la suite (uj ;) est
convergente dans K.

P
Et, dans ce cas,si £ = > fiei = lim upnona:Vie](l; li= lim uj,.
9 ’ ) ,2:31 i€j e . n [[ pﬂ: i e i,n

(de fagon simplifiée, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées).

Démonstration
E étant de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes; on va donc utiliser la norme || ||
relativement a la base (e, ..., ep).

Supposons que la suite (us) converge vers £. Alors, avec les notations de I'énoncé, pour tout i € [1; p],
[uin — £i| < ||lup — £|| o, donc |u;,n — £;] tend vers 0, i.e que la suite (u; ) converge vers £;.
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Suites dans un espace vectoriel normé

Cas de la dimension finie

Théoreme 8
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (e, ..., ep) une base de E, et (u,) une suite
p
d’éléments de E. Pour tout n € N, u,, peut s'écrire : up, = Y uj nei (les (ujn)nen sont les
i=1
suites coordonnées, & valeurs dans K). Alors :
@ La suite (us) est convergente dans E si et seulement si, pour tout i € [1; p], la suite (uj ;) est
convergente dans K.
p
Et, d ,sil=> liei= lim R Vi 1; li= lim uj,.
(%) ans ce cas, si ,2:31 iei "_>|+oo up, ona: Vi€ |[l;p], 4 n_:+oo Ui n
(de fagon simplifiée, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées).

Démonstration
E étant de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes; on va donc utiliser la norme || ||
relativement a la base (e, ..., ep).

Supposons que la suite (us) converge vers £. Alors, avec les notations de I'énoncé, pour tout i € [1; p],
[uin — £i| < ||lup — £|| o, donc |u;,n — £;] tend vers 0, i.e que la suite (u; ) converge vers £;.

Réciproquement, si pour tout i € [[1; p], la suite (u;,,) converge vers ¢;, alors, puisque

p
lun — £l oo < D |uin — 4il, ||un — £|| o, tend vers 0, c’est-a-dire (uy) tend vers £.
i=
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Suites dans un espace vectoriel normé

Cas de la dimension finie

Théoréme 8
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (e, ..., ep) une base de E, et (u,) une suite

p
d’éléments de E. Pour tout n € N, u,, peut s'écrire : up, = Y uj nei (les (ujn)nen sont les
i=l
suites coordonnées, a valeurs dans K). Alors :
@ La suite (us) est convergente dans E si et seulement si, pour tout i € [1; p], la suite (uj ;) est
convergente dans K.
p
Et, d ,sil=> Liej= i . :Viel(l; Li= i 4 e
(%) ans ce cas, si lz::] iei "_:Too up, ona: Vi€ |[l;p], 4 n—:Too Ui n

(de fagon simplifiée, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées).

Cas particulier : C étant un R-espace vectoriel de base (1,i) (les coordonnées d’'un complexe z dans
cette base étant Re (z) et Zm(z)), on a le corollaire suivant :

Corollaire:
Pour qu’une suite (zn),en de nombres complexes soit convergente, il faut et il suffit que les deux
suites réelles (Re(zy)), et (Zm(zn)), soient convergentes, et l'on a alors :

Re(limz,) = lim(Re(zn)) et Zm(limz,) = lim(Zm(z,))
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie 2 de E s’appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € Q, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .

@ Une boule ouverte est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .

@ Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration

© Soit B(a, r) une boule ouverte, et x € B(a, r). Soit p = r — ||x — al|. Alors B(x, p) C B(a, r) (voir figure au
tableau);
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .

@ Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration

© Soit B(a, r) une boule ouverte, et x € B(a, r). Soit p = r — ||x — al|. Alors B(x, p) C B(a, r) (voir figure au
tableau); en effet, si y € B(x, p) on a
ly—al=ly=x)+ =l <lly—=xll+llx=all <p+lx—al=r

donc y € B(a, r) et I'inclusion annoncée.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .

@ Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration
© Soit B(a, r) une boule ouverte, et x € B(a, r). Soit p = r — ||x — al|. Alors B(x, p) C B(a, r) (voir figure au
tableau); en effet, si y € B(x, p) on a
ly—al=ly=x)+ =l <lly—=xll+llx=all <p+lx—al=r
donc y € B(a, r) et I'inclusion annoncée.

On a donc bien trouvé, pour tout x € B(a, r) une boule ouverte B(x, p) incluse dans B(a, r); cela signifie que
B(a, r) est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.

© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés

@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.

@ La réunion d’une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

Démonstration

© Soit (Qi)ics une famille quelconque douverts, et soit x € Q = |J Q.
i€l
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .

@ Une boule ouverte est un ouvert.

@ La réunion d’une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

Démonstration

© Soit (Qi)ics une famille quelconque douverts, et soit x € Q = |J Q.
i€l
Par définition de la réunion, il existe iy tel que x € Q;); Q) étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(x, r) C Q

donc B(x,r) C Q.

o’ ior
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .

@ Une boule ouverte est un ouvert.

@ La réunion d’une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

Démonstration

© Soit (Qi)ics une famille quelconque douverts, et soit x € Q = |J Q.
i€l
Par définition de la réunion, il existe iy tel que x € Q;); Q) étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(x, r) C Q

donc B(x,r) C Q.

o’ ior

Ainsi, pour tout x € Q, il existe r > 0 tel que B(x, r) C Q: € est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.
© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

@ Uintersection d’'une famille finie douverts est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.
© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

@ Uintersection d’'une famille finie douverts est un ouvert.
Démonstration

n
Q Soit (Qi)1<i<n une famille finie douverts, et soit x € Q = () ;.

i=1
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.
© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

@ Uintersection d’'une famille finie douverts est un ouvert.

Démonstration

n
Q Soit (Qi)1<i<n une famille finie douverts, et soit x € Q = () ;.
i=1
Par définition de l'intersection, x € ; pour touti € [1; n], donc, Q; étant un ouvert, il existe r; > 0 tel que
B(x, r;) C Q..
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.
© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

@ Uintersection d’'une famille finie douverts est un ouvert.

Démonstration

n
Q Soit (Qi)1<i<n une famille finie douverts, et soit x € Q = () ;.

i=1
Par définition de l'intersection, x € ; pour touti € [1; n], donc, Q; étant un ouvert, il existe r; > 0 tel que
B(x, r;) C Q..
En notant r = min(r;) onar > 0 et B(x,r) C Q.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.
© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

@ Uintersection d’'une famille finie douverts est un ouvert.

Démonstration

n
Q Soit (Qi)1<i<n une famille finie douverts, et soit x € Q = () ;.

i=1
Par définition de l'intersection, x € ; pour touti € [1; n], donc, Q; étant un ouvert, il existe r; > 0 tel que
B(x, r;) C Q..
En notant r = min(r;) onar > 0 et B(x,r) C Q.
Ainsi, pour tout x € Q, il existe r > 0 tel que B(x, r) C Q: € est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 15

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une partie Q2 de E s'appelle un ouvert si :
-soit: Q=10
- soit : pour tout x € €, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q.

Propriétés
@ 0 et E sont des ouverts .
@ Une boule ouverte est un ouvert.

© La réunion d'une famille quelconque d'ouverts est un ouvert.

@ Uintersection d’'une famille finie douverts est un ouvert.
Remarque : La derniére propriété tombe en défaut lorsque la famille n’est pas finie.

1 1
Considérer par exemple ﬂ ]—— P = [
neN*
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

En effet, si x € B(a, r), puisque B(a, r) est un ouvert, il existe p > 0 tel que B(x, p) C B(a, r) donc
B(x, p) C Bg(a,r) donc x est intérieur a By(a, r).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

En effet, si x € B(a, r), puisque B(a, r) est un ouvert, il existe p > 0 tel que B(x, p) C B(a, r) donc
B(x, p) C Bg(a,r) donc x est intérieur a By(a, r).

Réciproquement, si x est intérieur a By (a, r) il existe p > 0 tel que B(x, p) C By(a,r).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

En effet, si x € B(a, r), puisque B(a, r) est un ouvert, il existe p > 0 tel que B(x, p) C B(a, r) donc
B(x, p) C Bg(a,r) donc x est intérieur a By(a, r).

Réciproquement, si x est intérieur a By (a, r) il existe p > 0 tel que B(x, p) C By(a,r).

En supposant x # a, considérons y = x + g\li%gll (voir figure au tableau).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

En effet, si x € B(a, r), puisque B(a, r) est un ouvert, il existe p > 0 tel que B(x, p) C B(a, r) donc
B(x, p) C Bg(a,r) donc x est intérieur a By(a, r).

Réciproquement, si x est intérieur a By (a, r) il existe p > 0 tel que B(x, p) C By(a,r).

En supposant x # a, considérons y = x + g\li%gll (voir figure au tableau). Alors ||y — x|| = £ donc

y € B(x,p) donc y € By(a, r) cest-a-dire ||y — al| < rsoit [[x — al| + & < r dou ||x — a|| < ret
x € B(a,r).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Exemple

Dans R, puisque tout intervalle d’intérieur non vide contient une infinité de rationnels et une infinité

o IOy
d'irrationnels,ona: Q=0 et R—-Q=0.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Exemple

Dans R, puisque tout intervalle d’intérieur non vide contient une infinité de rationnels et une infinité
o =2

d'irrationnels,ona: Q=0 et R—-Q=0.

Proposition 12

o
Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. Alors : A est un ouvert <= A= A

Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.
o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.
Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Exemple

Dans R, puisque tout intervalle d’intérieur non vide contient une infinité de rationnels et une infinité

o IOy
d'irrationnels,ona: Q=0 et R—-Q=0.

Proposition 12

o
Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. Alors : A est un ouvert <= A= A

Démonstration

o o
@ Si A est un ouvert, pour tout a € A il existe r > 0 tel que B(a, r) C A donc a € A. On a donc A C A et comme
I'inclusion réciproque est immédiate par définition, on a I'égalité.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Intérieur

Définition 16

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a A si et
seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A.

o
Lensemble des points intérieurs a A s’appelle I'intérieur de A, et se note A.

o
Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: Lintérieur d’'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Exemple

Dans R, puisque tout intervalle d’intérieur non vide contient une infinité de rationnels et une infinité
o %

d'irrationnels,ona: Q=0 et R—-Q=0.

Proposition 12

o
Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. Alors : A est un ouvert <= A= A

Démonstration

o o
@ Si A est un ouvert, pour tout a € A il existe r > 0 tel que B(a, r) C A donc a € A. On a donc A C A et comme
I'inclusion réciproque est immédiate par définition, on a I'égalité.

@ Réciproque similaire.
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Topologie d'un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés

@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).

@ Une boule fermée est un fermé.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
@ Une boule fermée est un fermé.

© Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17
On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
@ Une boule fermée est un fermé.
© Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

@ La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

Octobre 2022
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17
On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
@ Une boule fermée est un fermé.
© Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

@ La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

Démonstration

Q soit Bg(a, r) une boule fermée; il s’agit de montrer que son complémentaire C est un ouvert.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
@ Une boule fermée est un fermé.
© Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

@ La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

Démonstration
Q soit Bg(a, r) une boule fermée; il s’agit de montrer que son complémentaire C est un ouvert.

Soit donc x € C c'est-a-dire ||[x — a|| > r. Soit p = ||x — a|| — r. Montrons que B(x, p) C C (voir figure au
tableau).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
@ Une boule fermée est un fermé.
© Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

@ La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

Démonstration
Q soit Bg(a, r) une boule fermée; il s’agit de montrer que son complémentaire C est un ouvert.
Soit donc x € C c'est-a-dire ||[x — a|| > r. Soit p = ||x — a|| — r. Montrons que B(x, p) C C (voir figure au
tableau).
Soit y € B(x, p). Alors
ly—al =1y =x) =(a=x) Z llly = xll = lla=x[l| = [la=x[| = [ly = x| > [la=x|]| —p=r
Donc ||y — a|| > r c'est-a-dire y € C, cqfd.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Fermés

Définition 17

On dit qu'une partie F d'un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés
@ 0 et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E).
@ Une boule fermée est un fermé.
© Lintersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

@ La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

Démonstration
Q soit Bg(a, r) une boule fermée; il s’agit de montrer que son complémentaire C est un ouvert.
Soit donc x € C c'est-a-dire ||[x — a|| > r. Soit p = ||x — a|| — r. Montrons que B(x, p) C C (voir figure au

tableau).
Soit y € B(x, p). Alors
ly—all =1y =x) = (@a=) 2 [y = xll = lla=x[l| = lla= x| = [ly =x[| > [la=x[| —p=r

Donc ||y — a|| > r c'est-a-dire y € C, cqfd.

© Se déduisent des propriétés similaires pour les ouverts en passant au complémentaire puisque
C(Ur) =N« € (N7) -UCn)

iel iel iel iel
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a, r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a, r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Remarque : Par extension, si A C R, on dit que 00 (resp. —o0) est adhérent a A si et seulement si

Va€eR,Ja;+oo[NA#D (resp |—o0;a[ N A F# D). Ainsi, 200 sont adhérents a R.
On note alors R = R U {£o0}
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a,r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Remarque : Par extension, si A C R, on dit que 00 (resp. —o0) est adhérent a A si et seulement si

Va€eR,Ja;+oo[NA#D (resp |—o0;a[ N A F# D). Ainsi, 200 sont adhérents a R.
On note alors R = R U {£o0}

Propriété: L'adhérence d’'une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a,r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Remarque : Par extension, si A C R, on dit que +o0 (resp. —oo) est adhérent a A si et seulement si

Va€eR,Ja;+oo[NA#D (resp |—o0;a[ N A F# D). Ainsi, 200 sont adhérents a R.
On note alors R = R U {£o0}

Propriété: L'adhérence d’'une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

@ Par définition, tous les points de B(a, r) font partie de B(a, r).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a,r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Remarque : Par extension, si A C R, on dit que +o0 (resp. —oo) est adhérent a A si et seulement si

Va€eR,Ja;+oo[NA#D (resp |—o0;a[ N A F# D). Ainsi, 200 sont adhérents a R.
On note alors R = R U {£o0}

Propriété: L'adhérence d’'une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

@ Par définition, tous les points de B(a, r) font partie de B(a, r).

@ Aucun point de CEBf(a, r) ne peut faire partie de B(a, r) puisque, ce complémentaire étant un ouvert, pour tout
x & By(a,r) il existe p > 0 tel que B(x, p) C [_‘,EBf(a7 r) cest-a-dire B(x, p) N B(a, r) = 0.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a,r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Remarque : Par extension, si A C R, on dit que +o0 (resp. —oo) est adhérent a A si et seulement si

Va€eR,Ja;+oo[NA#D (resp |—o0;a[ N A F# D). Ainsi, 200 sont adhérents a R.
On note alors R = R U {£o0}

Propriété: L'adhérence d’'une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

@ Par définition, tous les points de B(a, r) font partie de B(a, r).

@ Aucun point de CEBf(a, r) ne peut faire partie de B(a, r) puisque, ce complémentaire étant un ouvert, pour tout
x & By(a,r) il existe p > 0 tel que B(x, p) C [_‘,EBf(a7 r) c'est-a-dire B(x, p) N B(a,r) = 0.
@ Enfin, six € S(a,r), pour tout p > 0 ona B(a,r) N B(x, p) # O puisque cette intersection contient des

éléments de la forme x + 1 7 pour n assez grand (@ vérifier proprement).

n ||a x\
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Définition 18

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a A si et
seulement si pour tout r > 0, B(a,r) N A # 0.

Lensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Remarque : Par extension, si A C R, on dit que +o0 (resp. —oo) est adhérent a A si et seulement si

Va€eR,Ja;+oo[NA#D (resp |—o0;a[ N A F# D). Ainsi, 200 sont adhérents a R.
On note alors R = R U {£o0}

Propriété: L'adhérence d’'une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

Démonstration

@ Par définition, tous les points de B(a, r) font partie de B(a, r).

@ Aucun point de CEBf(a, r) ne peut faire partie de B(a, r) puisque, ce complémentaire étant un ouvert, pour tout
x & By(a,r) il existe p > 0 tel que B(x, p) C [_‘,EBf(a7 r) c'est-a-dire B(x, p) N B(a,r) = 0.
@ Enfin, six € S(a,r), pour tout p > 0 ona B(a,r) N B(x, p) # O puisque cette intersection contient des

éléments de la forme x + 1 ”a XH pour n assez grand (a vérifier proprement).

Les éléments de 'adhérence de B(a, r) sont donc exactement ceux de B(a, r) U S(a,r) = Bg(a,r).
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Démonstration

@ Supposons A = A. Alors si x € CEA, x n'est pas adhérent & A donc il existe r > 0 tel que B(x,r)NA=0
c'est-a-dire B(x, r) C EEA.
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Démonstration

@ Supposons A = A. Alors si x € CEA, x n'est pas adhérent & A donc il existe r > 0 tel que B(x,r)NA=0
c'est-a-dire B(x, r) C [:EA. Ainsi BEA est un ouvert, c’est-a-dire A est un fermé.
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Démonstration

@ Supposons A = A. Alors si x € CEA, x n'est pas adhérent & A donc il existe r > 0 tel que B(x,r)NA=0
c'est-a-dire B(x, r) C [:EA. Ainsi BEA est un ouvert, c’est-a-dire A est un fermé.

@ On montre de la méme fagon que, si A est un fermé c’est-a-dire si [:EA est ouvert, alors tout x € [:EA n'est pas
adhérent a A.

spaces vecioriels norm



Topologie d'un espace vectoriel normé

Démonstration

@ Supposons A = A. Alors si x € CEA, x n'est pas adhérent & A donc il existe r > 0 tel que B(x,r)NA=0
c'est-a-dire B(x, r) C [:EA. Ainsi BEA est un ouvert, c’est-a-dire A est un fermé.

@ On montre de la méme fagon que, si A est un fermé c’est-a-dire si [:EA est ouvert, alors tout x € [:EA n'est pas
adhérent a A. Donc A C A et puisque l'inclusion réciproque est immédiate par définition, on a I'égalité.
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Proposition 13

Soit A une partie non vide d'un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Définition 19

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.

Exemple: Q et R \ Q sont denses dans R.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Proposition 13

Soit A une partie non vide d'un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Définition 19

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.

Exemple: Q et R \ Q sont denses dans R.

Proposition 14

Soit E un espace vectoriel normé, x un élément de E et A une partie non vide de E. Alors :

d(x,A) =0 <= x est adhérent a A.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre VII : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Topologie d’un espace vectoriel normé

Proposition 13

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Définition 19

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.

Exemple: Q et R \ Q sont denses dans R.

Proposition 14

Soit E un espace vectoriel normé, x un élément de E et A une partie non vide de E. Alors :
d(x,A) =0 <= x est adhérent a A.

Démonstration

Puisque d(x,A) = inf {||x — a||, a € A}, on a, par définition de la borne inférieure :

Ve >0,3ac A tel que d(x,A) < ||x —al| < d(x,A)+¢.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Proposition 13

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Définition 19

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.

Exemple: Q et R \ Q sont denses dans R.

Proposition 14

Soit E un espace vectoriel normé, x un élément de E et A une partie non vide de E. Alors :

d(x,A) =0 <= x est adhérent a A.

Démonstration

Puisque d(x,A) = inf {||x — a||, a € A}, on a, par définition de la borne inférieure :
Ve >0,3ac A tel que d(x,A) < ||x —al| < d(x,A)+¢.

Donc si d(x,A) = 0 on obtient: Ve > 0, 3a € Atel que ||[x —a|| < e C(lest-a-dire a € B(x,¢).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Proposition 13

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Définition 19

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.

Exemple: Q et R \ Q sont denses dans R.

Proposition 14

Soit E un espace vectoriel normé, x un élément de E et A une partie non vide de E. Alors :

d(x,A) =0 <= x est adhérent a A.

Démonstration

Puisque d(x,A) = inf {||x — a||, a € A}, on a, par définition de la borne inférieure :
Ve >0,3ac A tel que d(x,A) < ||x —al| < d(x,A)+¢.

Donc si d(x,A) = 0 on obtient: Ve > 0, 3a € Atel que ||[x —a|| < e C(lest-a-dire a € B(x,¢).
Ainsi si d(x, A) = 0 on a B(x,£) N A # 0 pour tout € > 0 c'est-a-dire x € A.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Proposition 13

Soit A une partie non vide d’'un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Définition 19

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.

Exemple: Q et R \ Q sont denses dans R.

Proposition 14

Soit E un espace vectoriel normé, x un élément de E et A une partie non vide de E. Alors :

d(x,A) =0 <= x est adhérent a A.

Démonstration
Puisque d(x,A) = inf {||x — a||, a € A}, on a, par définition de la borne inférieure :
Ve >0,3ac A tel que d(x,A) < ||x —al| < d(x,A)+¢.

Donc si d(x,A) = 0 on obtient: Ve > 0, 3a € Atel que ||[x —a|| < e C(lest-a-dire a € B(x,¢).
Ainsi si d(x, A) = 0 on a B(x,£) N A # 0 pour tout € > 0 c'est-a-dire x € A.

Réciproque similaire.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre VII : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Topologie d’un espace vectoriel normé

Effet d'un changement de norme

Proposition 15

Soit E un K-espace vectoriel, et M, N» deux normes sur E.

Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour I'une est ouverte pour
l'autre .

Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Topologie d’un espace vectoriel normé

Effet d'un changement de norme

Proposition 15

Soit E un K-espace vectoriel, et M, N» deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour I'une est ouverte pour
l'autre .

Démonstration

Soient M, N> deux normes équivalentes sur E, et soit U une partie de E qui est un ouvert non vide pour
M.

On note comme d’habitude B les boules ouvertes pour la norme N; (i € {1, 2}).
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Effet d'un changement de norme

Proposition 15

Soit E un K-espace vectoriel, et M, N» deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour I'une est ouverte pour
l'autre .

Démonstration

Soient M, N> deux normes équivalentes sur E, et soit U une partie de E qui est un ouvert non vide pour
M.

On note comme d’habitude B les boules ouvertes pour la norme N; (i € {1, 2}).

Par définition d'un ouvert, pour tout a € U il existe r > 0 tel que Bi(a, r) C U donc d’aprés la proposition
6 il existe r’ > 0 tel que B(a, ") C U.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Effet d'un changement de norme

Proposition 15

Soit E un K-espace vectoriel, et M, N» deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour I'une est ouverte pour
l'autre .

Démonstration

Soient M, N> deux normes équivalentes sur E, et soit U une partie de E qui est un ouvert non vide pour
M.

On note comme d’habitude B les boules ouvertes pour la norme N; (i € {1, 2}).

Par définition d'un ouvert, pour tout a € U il existe r > 0 tel que Bi(a, r) C U donc d’aprés la proposition
6 il existe r’ > 0 tel que B(a, ") C U.

Donc par définition U est une partie ouverte pour No. Et c’est évidemment pareil dans l'autre sens.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Effet d'un changement de norme

Proposition 15

Soit E un K-espace vectoriel, et M, N, deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour I'une est ouverte pour
l'autre .

Démonstration

Soient M, N> deux normes équivalentes sur E, et soit U une partie de E qui est un ouvert non vide pour
M.

On note comme d’habitude B les boules ouvertes pour la norme N; (i € {1, 2}).

Par définition d'un ouvert, pour tout a € U il existe r > 0 tel que Bi(a, r) C U donc d’aprés la proposition
6 il existe r’ > 0 tel que B(a, ") C U.

Donc par définition U est une partie ouverte pour No. Et c’est évidemment pareil dans l'autre sens.

Ainsi, si M et N, sont deux normes équivalentes sur un espace vectoriel normé E, les ouverts pour les
deux normes sont les mémes.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Effet d'un changement de norme

Proposition 15

Soit E un K-espace vectoriel, et M, N, deux normes sur E.
Si les deux normes M et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour I'une est ouverte pour
l'autre .

Démonstration

Soient M, N> deux normes équivalentes sur E, et soit U une partie de E qui est un ouvert non vide pour
M.

On note comme d’habitude B les boules ouvertes pour la norme N; (i € {1, 2}).

Par définition d'un ouvert, pour tout a € U il existe r > 0 tel que Bi(a, r) C U donc d’aprés la proposition
6 il existe r’ > 0 tel que B(a, ") C U.

Donc par définition U est une partie ouverte pour No. Et c’est évidemment pareil dans l'autre sens.

Ainsi, si M et N, sont deux normes équivalentes sur un espace vectoriel normé E, les ouverts pour les
deux normes sont les mémes.

Il en résulte qu'il en est de méme pour les notions de fermé, de voisinage, d'intérieur et d’adhérence; en
particulier, dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes ces notions sont indépendantes de la
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Topologie d'un espace vectoriel normé

Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Démonstration

@ Soit a € A. Par définition, toute boule de centre a rencontre A. En particulier, pour tout n € N*, l'intersection de la
boule ouverte de centre a et de rayon 1 est non vide, c’est-a-dire qu'il existe a, € A tel que [la, — a|| < 1.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Démonstration

@ Soit a € A. Par définition, toute boule de centre a rencontre A. En particulier, pour tout n € N*, l'intersection de la
boule ouverte de centre a et de rayon 1 est non vide, c’est-a-dire qu'il existe a, € A tel que [la, — a|| < 1.

La suite (a,) est donc bien une suite d’éléments de A qui converge vers a.
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Topologie d’un espace vectoriel normé

Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Démonstration

@ Soit a € A. Par définition, toute boule de centre a rencontre A. En particulier, pour tout n € N*, l'intersection de la
boule ouverte de centre a et de rayon 1 est non vide, c’est-a-dire qu'il existe a, € A tel que [la, — a|| < 1.

La suite (a,) est donc bien une suite d’éléments de A qui converge vers a.

@ Réciproquement, supposons qu'il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Démonstration

@ Soit a € A. Par définition, toute boule de centre a rencontre A. En particulier, pour tout n € N*, l'intersection de la
boule ouverte de centre a et de rayon 1 est non vide, c’est-a-dire qu'il existe a, € A tel que [la, — a|| < 1.

La suite (a,) est donc bien une suite d’éléments de A qui converge vers a.

@ Réciproquement, supposons qu'il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a.

Alors, par définition de la limite, pour toute boule B de centre q, il existe un entier ng € N tel que a, appartienne a
B pour n > ny.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Démonstration

@ Soit a € A. Par définition, toute boule de centre a rencontre A. En particulier, pour tout n € N*, l'intersection de la
boule ouverte de centre a et de rayon 1 est non vide, c’est-a-dire qu'il existe a, € A tel que [la, — a|| < 1.

La suite (a,) est donc bien une suite d’éléments de A qui converge vers a.

@ Réciproquement, supposons qu'il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a.
Alors, par définition de la limite, pour toute boule B de centre q, il existe un entier ng € N tel que a, appartienne a
B pour n > ng.

En particulier, BN A est non vide. Ainsi, toute boule de centre a rencontre A, ce qui signifie que a € A.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.

Démonstration

@ Supposons A fermé, et soit (a,),en une suite d'éléments de A qui converge vers £ € E.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.

Démonstration

@ Supposons A fermé, et soit (ay)sen une suite d'éléments de A qui converge vers £ € E. Si par I'absurde £
n’‘appartenait pas a A, alors £ appartiendrait a CEA, qui est un ouvert. Donc par définition d'un ouvert :

Je >0, B(l,e) C (A done B(¢,e)nA=0.
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Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.

Démonstration

@ Supposons A fermé, et soit (ay)sen une suite d'éléments de A qui converge vers £ € E. Si par I'absurde £
n’‘appartenait pas a A, alors £ appartiendrait a CEA, qui est un ouvert. Donc par définition d'un ouvert :

Je >0, B(l,e) C (A done B(¢,e)nA=0.

Mais par définition de la limite, il existe ny tel que pour tout n > ng on ait a, € B(¢, ), et a, € A: contradiction.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.

Démonstration

@ Supposons A fermé, et soit (ay)sen une suite d'éléments de A qui converge vers £ € E. Si par I'absurde £
n’‘appartenait pas a A, alors £ appartiendrait a CEA, qui est un ouvert. Donc par définition d'un ouvert :

Je >0, B(l,e) C (A done B(¢,e)nA=0.
Mais par définition de la limite, il existe ny tel que pour tout n > ng on ait a, € B(¢, ), et a, € A: contradiction.

@ Réciproquement, supposons que toute suite d’éléments de A qui converge dans E converge dans A.
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Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.

Démonstration

@ Supposons A fermé, et soit (ay)sen une suite d'éléments de A qui converge vers £ € E. Si par I'absurde £
n’‘appartenait pas a A, alors £ appartiendrait a CEA, qui est un ouvert. Donc par définition d'un ouvert :

Je >0, B(l,e) C (A done B(¢,e)nA=0.
Mais par définition de la limite, il existe ny tel que pour tout n > ng on ait a, € B(¢, ), et a, € A: contradiction.
@ Réciproquement, supposons que toute suite d’éléments de A qui converge dans E converge dans A.

En utilisant le théoréme précédent, on obtient alors que, si @ € A alors a € A; ainsi A C A donc A= Aet A est
fermée.

PSI* (Lycé / Chapitre VIl : Espaces vectoriels normés Octobre 2022



Topologie d’un espace vectoriel normé

Lien avec les suites

Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de 'adhérence

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <=>il existe une suite d’'éléments de A qui converge vers a.

Théoréme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’'un espace vectoriel normé E.
A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge (dans E) converge dans A.

Pour démontrer qu’une partie est fermée, il est bien plus commode d’utiliser la
caractérisation séquentielle que la définition initiale (complémentaire d’'un ouvert,
puis utilisation de boules ouvertes incluses dans...).
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Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.
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Topologie d'un espace vectoriel normé

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.

Solution

On peut déja remarquer que, puisque E est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme
considérée (elles sont toutes équivalentes).
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Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.

Solution

On peut déja remarquer que, puisque E est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme
considérée (elles sont toutes équivalentes).

Soit F = Vect(ey, .. ., eg). D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut trouver une base % de E
de la forme Z = (e, ..., ep).
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Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.

Solution

On peut déja remarquer que, puisque E est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme
considérée (elles sont toutes équivalentes).

Soit F = Vect(ey, .. ., eg). D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut trouver une base % de E
de la forme Z = (e, ..., ep).

Soit alors une suite (un) d’éléments de F qui converge dans E. On peut écrire, pour tout n :
p

un = Y uj ne;j, et on sait alors que les p suites (uj,n)nen convergent vers des limites ¢; dans K.
i=1
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Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.
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On peut déja remarquer que, puisque E est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme
considérée (elles sont toutes équivalentes).

Soit F = Vect(ey, .. ., eg). D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut trouver une base % de E
de la forme Z = (e, ..., ep).
Soit alors une suite (un) d’éléments de F qui converge dans E. On peut écrire, pour tout n :

p

un = Y uj ne;j, et on sait alors que les p suites (uj,n)nen convergent vers des limites ¢; dans K.
i=1

Puisque u, € F, ona uj, =0 pouri>gq donc aussi ¢; = 0 pour i > g.
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Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.

Solution

On peut déja remarquer que, puisque E est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme
considérée (elles sont toutes équivalentes).

Soit F = Vect(ey, .. ., eg). D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut trouver une base % de E
de la forme Z = (e, ..., ep).

Soit alors une suite (un) d’éléments de F qui converge dans E. On peut écrire, pour tout n :
p

un = Y uj ne;j, et on sait alors que les p suites (uj,n)nen convergent vers des limites ¢; dans K.
i=1

p

Puisque u, € F, on a uj, = 0 pour i > g donc aussi £; = 0 pour i > q. Ainsi la limite £ = )" ¢;e; de la
i=1

suite u appartient-elle & F, ce qui démontre que F est fermé par caractérisation séquentielle.
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).

Solution

Notons que, puisque Mp(R) est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).

Solution

Notons que, puisque Mp(R) est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

(n)

Soit (An)nen une suite de matrices stochastiques. On notera : A, = (a,.j )1<"J'<P'
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).

Solution

Notons que, puisque Mp(R) est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

Soit (An)nen une suite de matrices stochastiques. On notera : A, = (a,(.;))]gi,jgp.

On suppose que la suite (A,) converge dans Mp(R) vers une matrice L = (£; j)i<i,j<p, C'est-a-dire que
(n

pour tout (i,) € [1; p]? la suite (a,-,,'))neN converge vers £; ; dans R (cf. théoreme 8).
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).

Solution

Notons que, puisque Mp(R) est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

Soit (An)nen une suite de matrices stochastiques. On notera : A, = (a,(.;))]gi,jgp.

On suppose que la suite (A,) converge dans Mp(R) vers une matrice L = (£; j)i<i,j<p, C'est-a-dire que

pour tout (i,) € [1; p]? la suite (a,(;)),,eN converge vers £; ; dans R (cf. théoreme 8).

(n)

@ Pour tout (i,j) € [1; p]? et pour tout n € N, a;; 20, donc par passage a la limite £;; > 0.
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).

Solution

Notons que, puisque Mp(R) est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

Soit (An)nen une suite de matrices stochastiques. On notera : A, = (a,(.;))]gi,jgp.

On suppose que la suite (A,) converge dans Mp(R) vers une matrice L = (£; j)i<i,j<p, C'est-a-dire que
pour tout (i,) € [1; p]? la suite (a,(;)),,eN converge vers £; ; dans R (cf. théoreme 8).
@ Pour tout (7,j) € [1; pﬂz et pour tout n € N, as’r}) > 0, donc par passage a la limite £;; > 0.

P P
@ Pour tout i € [I; p] et pour tout n € N, Z a,(.;) =1donc par passage a la limite ZZ,-J =1k

j=1 j=1
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Soit S le sous-ensemble de M (R) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M (R).

Solution

Notons que, puisque Mp(R) est de dimension finie, il n’est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

Soit (An)nen une suite de matrices stochastiques. On notera : A, = (a,(.:}))]gi,jgp.

On suppose que la suite (A,) converge dans Mp(R) vers une matrice L = (£; j)i<i,j<p, C'est-a-dire que
(n

pour tout (i,) € [1; p]? la suite (Gf,j))neN converge vers £; ; dans R (cf. théoreme 8).

@ Pour tout (i,j) € [1; p]? et pour tout n € N, asr}) > 0, donc par passage a la limite £;; > 0.

P P
@ Pour tout i € [I; p] et pour tout n € N, Z a,(.'}) = 1donc par passage a la limite ZZ,-J =1
=1 =

Cela prouve que L appartient a S, donc S est fermé par caractérisation séquentielle.
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Démonstration

En effet, dire que A est une partie dense de E signifie que A = E, et il suffit d'utiliser la caractérisation
séquentielle de I'adhérence.
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Le groupe linéaire GL,(K) est dense dans M (K).
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Le groupe linéaire GL,(K) est dense dans M (K).

Solution

Notons que, puisque M (K) est de dimension finie, il n'est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.
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Le groupe linéaire GL,(K) est dense dans M (K).

Solution

Notons que, puisque M (K) est de dimension finie, il n'est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

Soit A € M(K). Lapplication P: x — det(A — xI,) est polynomiale en x, de degré p, donc ne s’annule
qu’un nombre fini de fois dans K.
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Le groupe linéaire GL,(K) est dense dans M (K).

Solution

Notons que, puisque M (K) est de dimension finie, il n'est pas utile de préciser la norme considérée,
puisqu’elles sont toutes équivalentes.

Soit A € M(K). Lapplication P: x — det(A — xI,) est polynomiale en x, de degré p, donc ne s’annule
qu’un nombre fini de fois dans K.

Notons r le module minimum de ses racines non nulles (s'il en existe, sinon on peut choisir r = 1). Pour

tout n € N*, les matrices A, = A — n—jr] Ip sont inversibles (car n%rl ne peut étre une racine de P), et

forment une suite de matrices de GL,(K) qui converge vers A.
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tout n € N*, les matrices A, = A — n—jr] Ip sont inversibles (car n%rl ne peut étre une racine de P), et

forment une suite de matrices de GL,(K) qui converge vers A.

Ainsi, toute matrice de M,(KK) est limite d’'une suite de matrices inversibles : GL,(KK) est dense dans

My(K) .
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