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ST LTI Convergence simple

Convergence simple

Définition 1
Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K.

On dit que cette suite converge simplement sur / (en abrégé : CVS) si et seulement si

pour tout x € , lim fy(x) existe (dans K).
n—+00
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ST LTI Convergence simple

Convergence simple

Définition 1
Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K.

On dit que cette suite converge simplement sur / (en abrégé : CVS) si et seulement si

pour tout x € , lim fy(x) existe (dans K).
n—+00

Dans ce cas, on peut définir une application f: | — K par :

Vx €l f(x) = lim fi(x).

n—-+o00

f s'appelle la limite simple de la suite ().
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Suites de fonctions

Exemple 1

[0;7 — R
x —> X"

Soit, pour n €N, f;, :
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Suites de fonctions

Exemple 1

[0;7 — R
x —> X"

Soit, pour n €N, f;, :

valeurs de x.
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ST LTI Convergence simple

Exemple 1

[o;1 — R
X

Soit, pour n €N, f;, : {

n—+o00
valeurs de x. On obtient immédiatement que la suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction

f:xn—){o six € [0;1]

1 six=1.
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Suites de fonctions

Exemple 2
Soit, pour n € N, n > 2, f, définie par :

fn est continue affine par morceaux sur [0;1], f(0) = f (g) =) =0 f (]E) =n.

n

s de fonctions



Suites de fonctions

Exemple 2
Soit, pour n € N, n > 2, f, définie par :

fn est continue affine par morceaux sur [0;1], fu(0) = £, (2) = £(1) =0, f; (%) =n

n
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Suites de fonctions

Exemple 2
Soit, pour n € N, n > 2, f, définie par :

fn est continue affine par morceaux sur [0;1], fu(0) = £, (2) = £(1) =0, f; (%) =n

n
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Suites de fonctions

Exemple 2
Soit, pour n € N, n > 2, f, définie par :

fn est continue affine par morceaux sur [0;1], fu(0) = £, (2) = £(1) =0, f; (%) =n

n
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Suites de fonctions

Exemple 2
Soit, pour n € N, n > 2, f, définie par :

fn est continue affine par morceaux sur [0;1], fu(0) = £, (2) = £(1) =0, f; (%) =n

n

@ soit x €]0;1], et alors on a x > % pour n assez grand, dou f;(x) = 0 a partir d'un certain rang et
forcément lim f,(x) = 0.
n—+o00
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Suites de fonctions

Exemple 2
Soit, pour n € N, n > 2, f, définie par :

fn est continue affine par morceaux sur [0;1], fn(0) = fp (%) =) =0 f(L)=n

n

n—4o00

@ soit x €]0;1], et alors on a x > % pour n assez grand, dou f;(x) = 0 a partir d'un certain rang et
forcément lim f,(x) = 0.
n—+o00

Ce résultat n'est pas trés intuitif, si l'on regarde le graphique :

by
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ST ROV Convergence uniforme

Convergence uniforme
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ST ROV Convergence uniforme

Convergence uniforme

Vx€IlLVe>0,3 m €N, VneN, n2n= |fi(x)—f(x)]<e

dépend de
€ et de x
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ST ROV Convergence uniforme

Convergence uniforme

Vx€IlLVe>0,3 m €N, VneN, n2n= |fi(x)—f(x)]<e

dé;:u::de

€ et de x
S'il est normal que ny dépende de & (plus on veut une approximation précise, plus il faut calculer de
termes de la suite), il est parfois génant qu'il dépende aussi de x (la suite ne converge pas partout vers f
« a la méme vitesse »).
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ST ROV Convergence uniforme

Convergence uniforme

ou encore, en réécrivant la définition de la limite :
Vx€IlLVe>0,3 m €N, VneN, n2n= |fi(x)—f(x)]<e

dépend de

€ et de x
S'il est normal que ny dépende de & (plus on veut une approximation précise, plus il faut calculer de
termes de la suite), il est parfois génant qu'il dépende aussi de x (la suite ne converge pas partout vers f
« a la méme vitesse »).Cela a conduit a la définition suivante :

Définition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, et f une application de
I dans K.

On dit que cette suite converge uniformément vers f sur / (en abrégé : CVU) si et seulement si

Ve>0,3 ng €N, VneN, n>ny= Vxel |fa(x) —f(x)| <e

ne dépend
que de €
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 1

Si (fn) converge uniformément vers [ sur /, alors (f;) converge simplement vers f.

Démonstration

Immédiat : il suffit de lire les deux définitions.
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 1

Si (fn) converge uniformément vers [ sur /, alors (f;) converge simplement vers f.

Démonstration

Immédiat : il suffit de lire les deux définitions.

Théoréme 1

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, et f une application de
I dans K.

Alors la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur / si et seulement si :

@ les fonctions f, — f sont bornées sur / (au moins a partir d’'un certain rang);

. ol — N a o - _
o et tim Il /I, =0, 0 ona posé s — I, = supIfi(x) ~ F(4)]
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 1

Si (fn) converge uniformément vers [ sur /, alors (f;) converge simplement vers f.

Démonstration

Immédiat : il suffit de lire les deux définitions.

Théoréme 1

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, et f une application de
I dans K.

Alors la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur / si et seulement si :

@ les fonctions f, — f sont bornées sur / (au moins a partir d’'un certain rang);

. ol — N a o - _
o et lim [y~ fll,, =0, ot ona posé : I~ fII,, = supf(x) ~ F().

Démonstration

En effet, dire que ||, — f||’ existe a partir d’un certain rang et tend vers 0 équivaut a :
oo

VYe>0, dm € Ntqn>n = sup|fa(x) — f(x)] <e
xel
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 1

Si (fn) converge uniformément vers [ sur /, alors (f;) converge simplement vers f.

Démonstration

Immédiat : il suffit de lire les deux définitions.

Théoréme 1

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, et f une application de

I dans K.
Alors la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur / si et seulement si :

@ les fonctions f, — f sont bornées sur / (au moins a partir d’'un certain rang);

. ol — N a o - _
o et lim [y~ fll,, =0, ot ona posé : I~ fII,, = supf(x) ~ F().

Démonstration

En effet, dire que ||, — f||’ existe a partir d’un certain rang et tend vers 0 équivaut a :
oo

VYe>0, dm € Ntqn>n = sup|fa(x) — f(x)] <e
xel

cest-a-direa:Ve >0, dng e Ntqn > np = Vx €/, |fu(x) — f(x)| <,
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 1

Si (fn) converge uniformément vers [ sur /, alors (f;) converge simplement vers f.

Démonstration

Immédiat : il suffit de lire les deux définitions.

Théoréme 1

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, et f une application de
I dans K.

Alors la suite (fn)nen converge uniformément vers f sur / si et seulement si :

@ les fonctions f, — f sont bornées sur / (au moins a partir d’'un certain rang);

. ol — N a o - _
o et lim [y~ fll,, =0, ot ona posé : I~ fII,, = supf(x) ~ F().

Démonstration

En effet, dire que ||, — f||’ existe a partir d’un certain rang et tend vers 0 équivaut a :
oo

VYe>0, dm € Ntqn>n = sup|fa(x) — f(x)] <e
xel

cest-a-direa:Ve >0, Ing e Ntqn > n = Vx €1, |fu(x) — f(x)| < €, ce qui est exactement la
définition de la convergence uniforme de (f,) vers f sur / (et cette définition implique que f, — f est
bornée pour n > ny).
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Suites de fonctions

Exemple 1

[0;7 — R
x —> X"

Soit, pour n €N, f;, :

. 1T six=1.
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Suites de fonctions

Exemple 1

[0;7 — R
x —> X"

Soit, pour n €N, f;, : {

1 six=1.

or Ifo — fIPY = sup |fu(x) — f(x)| = sup x" =1, donc la suite (f,) ne converge pas
© xelo] 01

x€E|l

uniformément vers f sur [0;1].
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Suites de fonctions

Exemple 1

[0;7 — R
x —> X"

Soit, pour n €N, f;, : {

1 six=1.

or Ifo — fIPY = sup |fu(x) — f(x)| = sup x" =1, donc la suite (f,) ne converge pas
&0 x€[0:1] xe[0;1]
uniformément vers f sur [0;1].

Cependant, il y a convergence uniforme sur tout segment de la forme [0; a] avec 0 < a <1,
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ST ROV Convergence uniforme

Exemple 1

[o;1 — R
x —> X"

Soit, pour n €N, f;, : {

Alors la suite (f) converge simplement sur [0;1] vers la fonction f: x —

or Ifo — fIPY = sup |fu(x) — f(x)| = sup x" =1, donc la suite (f,) ne converge pas
© xelo] 01

x€E|l
uniformément vers f sur [0;1].

Cependant, il y a convergence uniforme sur tout segment de la forme [0; a] avec 0 < a < 1, puisque
Ifo = FII% = sup |fi(x) = f(x)| = a" tend vers 0 quand n —» +oo.
 xe[q)

Y
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ST ROV Convergence uniforme

Exemple 2

[0;1 — R
X — —

Soit, pour n € N*, f, : .
14 nx
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Convergence uniforme

Exemple 2

[0;1 — R
X — —

Soit, pour n € N*, f; :
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Convergence uniforme

Exemple 2

[0;1 — R

Soit, pour n € N*, f, : { % e

1+ nx

X

1 :

Si x =0, fn(0) = 0 pour tout n € N*, et sinon, ||m fo(x) = ||m "X — 1 donc la suite (fn) converge
+oo nx
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Convergence uniforme

Exemple 2
[0;1 — R
Soit, pour n € N*, f; : % e ~o
1+ nx
Si x =0, fn(0) = 0 pour tout n € N*, et sinon, I|m fo(x) = I|m ™ =1 donc Ia suite (fn) converge
+oo nx
1 sixe]o; 1]

simplement sur [0 ;1] vers la fonction f: x — .
0 six=0.
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Convergence uniforme

Exemple 2

[0;1 — R

X —

Soit, pour n € N*, f, : { .
14 nx

Si x =0, fn(0) = 0 pour tout n € N*, et sinon, I|m fo(x) = I|m "X =1 donc la suite (fn) converge
+oo nx

1 SIXG]O;l]

simplement sur [0 ;1] vers la fonction f: x — .
0 six=0.

=1, donc la suite (f;) ne converge pas

Or 1y — I = sup [£(x) — F(x)] =
x€[0;1]

uniformément vers f sur [0;1].

]01]]+nx
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Convergence uniforme

Exemple 2
) [0;1 — R
Soit, pour n € N*, f; : % e ~o
1+ nx
Si x =0, fn(0) = 0 pour tout n € N*, et sinon, ||m fo(x) = Ilm X 1 donc la suite (fn) converge
+oo nx

1 SIXG]O;l]

simplement sur [0 ;1] vers la fonction f: x — .
0 six=0.

=1, donc la suite (f;) ne converge pas

Or 1y — I = sup [£(x) — F(x)] =
x€[0;1]

uniformément vers f sur [0;1].

]01]]+nx

Cependant, il y a convergence uniforme sur tout segment de la forme [a;1] avec 0 < a <1, car

Ifo = FIY = sup [fu(x) = F(x)] =
xEla]

tend vers 0 quand n — 4o0.
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Convergence uniforme

Exemple 3

Soit, pour n € N*, f; :
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Convergence uniforme

Exemple 3
R — R
: * . 2
Soit, pour n € N*, f; : NN min(,x—>
n
\
5_}’
4
3.
2.
1
X
-5 —4 -3 -2 - 1 2 3 4 5
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Exemple 3

R
Soit, pour n € N*, f; :

Convergence uniforme

—
. X2
X +—> min(n—) -
n

hy
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Convergence uniforme

Exemple 3
R — R
. * . 2
Soit, pour n € N*, f;, : N min(n,x—>'
n
\
5_}’
4 4
3 4
2 4
1
X
-5 —4 -3 -2 - 41 1 2 3 4 5

B2
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Convergence uniforme

Exemple 3

Soit, pour n € N*, f, : M min (n ﬁ)
b
n

La suite (f,) converge simplement sur R vers la fonction nulle. En effet :

Soit x € R, fixé. Il existe un entier ng tel que, pour tout n > ny, on ait — < n donc, pour n > ny,
n

fn(x) = X—: d'on n—IiToo fa(x) = 0.
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Convergence uniforme

Exemple 3

R — R
Soit, pour n € N*, f;, : v s min ( ﬁ) }
’ n

La suite (f,) converge simplement sur R vers la fonction nulle. En effet :

Soit x € R, fixé. Il existe un entier ng tel que, pour tout n > ny, on ait — < n donc, pour n > ny,
x? !
x) = — dou lim x) = 0.
F) =" don tim_fi(x)

Cependant, il n’y a pas convergence uniforme sur R, puisque sup |fn(x) — f(x)| = sup fu(x) = n.
xER xER
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Convergence uniforme

Exemple 3

R — R
: * . 2
Soit, pour n € N*, f; : v —s min (n,x—> )
n
La suite (f,) converge simplement sur R vers la fonction nulle. En effet :
Soit x € R, fixé. Il existe un entier ng tel que, pour tout n > ny, on ait — < n donc, pour n > ny,
x? !
= — dou lim =0.
F) =" don tim_fi(x)
Cependant, il n’y a pas convergence uniforme sur R, puisque sup |fn(x) — f(x)| = sup fu(x) = n.
xER xXER

Il'y a cependant convergence uniforme sur tout segment [—a; a] (a > 0).
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Convergence uniforme

Exemple 3

R — R
: * . 2
Soit, pour n € N*, f; : v s min (n x_> ]
n
La suite (f,) converge simplement sur R vers la fonction nulle. En effet :
Soit x € R, fixé. Il existe un entier ng tel que, pour tout n > ny, on ait — < n donc, pour n > ny,
x? !
= — dou lim =0.
F) =" don tim_fi(x)
Cependant, il n’y a pas convergence uniforme sur R, puisque sup |fn(x) — f(x)| = sup fu(x) = n.
xER xXER

Il'y a cependant convergence uniforme sur tout segment [—a; a] (a > 0). En eFfet a partir d’un certain

rang ng, on a — < n, donc pour tout x € [—a; a), on aura, pour n = m, fo(x) = —
n

sup |fa(x) — f(x)| = —, qui tend vers 0 quand n tend vers +oco.

XE[—a;d]
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ST ROV Convergence uniforme

Exemple 4

0:] — R
Soit, pour n € N*, f, : x+n

X — — .
n + 4nx?
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Convergence uniforme

Exemple 4

[0;] — R
Soit, pour n € N*, f, : 7 s Sl
n+ 4nx?

y
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Convergence uniforme

Exemple 4

[0;] — R
Soit, pour n € N*, f, : 7 s Sl
n+ 4nx?

y

La suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction f: x —

Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions

14 4x2

Décembre 2022



Convergence uniforme

Exemple 4

[0;] — R
Soit, pour n € N*, f, : 7 s Sl
n+ 4nx?

y

La suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction f: x —

Il'y a ici convergence uniforme sur [0;1] car :

Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions
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Convergence uniforme

Exemple 4

. [0;] — R
Soit, pour n € N*, f, : 7 s Sl
n+ 4nx?

y

La suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction f: x —

Il'y a ici convergence uniforme sur [0;1] car :
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Exemple 5

Ry — R
Soit, pour n € N*, f, : o (1=2)" sixe[o;n]

0 six > n.
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Convergence uniforme

Exemple 5

R+ — R
n .
Soit, pour n € N*, f,, : . (1—=%)" sixe[o;n]

0 six>n.
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Convergence uniforme

Exemple 5

]R+ — R
Soit, pour n € N*, f,, : . (]—%)n six €[0;n]

0 six>n.

La suite (f,) converge simplement sur Ry vers la fonction f: x — e™*.
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Convergence uniforme

Exemple 5

]R+ — R
Soit, pour n € N*, f,, : . (]—%)n six €[0;n]

0 six>n.

1 2 3 4

La suite (f,) converge simplement sur Ry vers la fonction f: x — e™*.

En effet, pour x € Ry fixé, on aura x € [0; n[ & partir d'un certain rang donc fp(x) = gnin(i=3),
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Convergence uniforme

Exemple 5

]R+ — R
Soit, pour n € N*, f,, : . (]—%)n six €[0;n]

0 six>n.

1 2 3 4

La suite (f,) converge simplement sur Ry vers la fonction f: x — e™*.

En effet, pour x € Ry fixé, on aura x € [0; n[ & partir d'un certain rang donc fp(x) = e"n(1—5), et
i _ X _ X i — == is i =e
puisque In (1 n) e T on a n—I;-Too nin (1 n) X puis n_l;rroo fo(x) =e
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Convergence uniforme

Exemple 5

Soit, pour n € N*, f, : (1=2)" sixe[o;n]

0 six>n.

La suite (f,) converge simplement sur Ry vers la fonction f: x — e™*.

En effet, pour x € Ry fixé, on aura x € [0; n[ & partir d'un certain rang donc fp(x) = e"n(1—5), et
puisque In (1— %) it 4,0na n_limoo nin (1— ﬁ) = —X puis n_lirroo fox) = e X
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Convergence uniforme

Solution

gn(x) = f(x) = folx) =

six>n.
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Convergence uniforme

Solution

gn(x) = f(x) = folx) =

six>n.

e Pour x > n, 0 < gn(x) <e "
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Convergence uniforme

Solution

six € [0;n]

gn(x) = f(x) = folx) =

e six>n.

e Pour x > n, 0 < gn(x) <e "

e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc

PSI* (Lycée d’ Vi Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions
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Convergence uniforme

Solution

e X — (1-%)" sixe[0;n]
gn(x) = f(x) = falx) :{ —x ’ :
e six>=>n.
e Pour x > n, 0 < gn(x) <e "
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
’ —x X\ X
g(x) >0 e g(l——) <:>—x<(n—l)|n(l—7)<:>hn(x)20
n n

ot fon a posé hy(x) = (n—1)In (1— ﬁ) +x
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Convergence uniforme

Solution

" six € [0;n]

e X — (l =t
) = () = () = {e_x

six>n.
e Pour x > n, 0 < gn(x) <e™”
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
x\ n—1 X
g(x) >0 e ¥ < (1— 7) = —x<(n—1)In (1—7) = hy(x) > 0
n n

ou f'on a posé hn(x) = (n—=1)In (1 — £) 4 x. On étudie alors rapidement h;, (toujours sur [0 ; n]).
H,(x) = ——, et 'étude des variations de h, montre qu'il existe aty € |1; n[ tel que hy(an) = 0, et que
n—x

hn(x) = 0 pour x < ap et hp(x) < 0 pour x > a,
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Convergence uniforme

Solution

)" six e [0;n]

e X — (l =t
) = () = () = {e_x

six>n.
e Pour x > n, 0 < gn(x) <e™”
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
x\ n—1 X
g(x) >0 e ¥ < (1— 7) = —x<(n—1)In (1—7) = hy(x) > 0
n n

ou f'on a posé hn(x) = (n—=1)In (1 — £) 4 x. On étudie alors rapidement h;, (toujours sur [0 ; n]).

H,(x) = ——, et 'étude des variations de h, montre qu'il existe aty € |1; n[ tel que hy(an) = 0, et que
n—x

hn(x) = 0 pour x < ap et hp(x) < 0 pour x > a,

On en déduit ainsi le tableau de variations de g, (non reproduit ici), qui montre que Vx € [0;n]
< gn(x) < gn(an). On a aussi sur ce tableau g,(can) > e~ ", de sorte que ||g,,|| + = gn(an).
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Convergence uniforme

Solution

" six € [0;n]

e X — (l =t
) = () = () = {e_x

six>n.
e Pour x > n, 0 < gn(x) <e™”
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
x\ n—1 X
g(x) >0 e ¥ < (1— 7) = —x<(n—1)In (1—7) = hy(x) > 0
n n

ou f'on a posé hn(x) = (n—=1)In (1 — £) 4 x. On étudie alors rapidement h;, (toujours sur [0 ; n]).
H(x) = — X, et 'étude des variations de h, montre qu'il existe ay € 11; n[ tel que hy(an) = 0, et que
hn(x) = 0 pour x < ap et hp(x) < 0 pour x > a,
On en déduit ainsi le tableau de variations de g, (non reproduit ici), qui montre que Vx € [0;n]

< gn(x) < gn(an). On a aussi sur ce tableau g,(can) > e~ ", de sorte que ||g,,|| + = gn(an).

Il reste a estimer la valeur de gn(cn).
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ST ROV Convergence uniforme

Solution

" six € [0;n]

e X — (l =t
) = () = () = {e_x

six>n.
e Pour x > n, 0 < go(x) <e
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
x\ n—1 X
g(x) >0 e ¥ < (1— 7) = —x<(n—1)In (1—7) = hy(x) > 0
n n

ot l'on a posé hn(x) = (n—=1)In (1 — £) 4 x. On étudie alors rapidement h;, (toujours sur [0 ; n]).
hy(x) = — X, et 'étude des variations de h, montre qu'il existe ay € 11; n[ tel que hy(an) = 0, et que
hn(x) > O pour x < ap et hp(x) < 0 pour x > ay
On en déduit ainsi le tableau de variations de g, (non reproduit ici), qui montre que Vx € [0;n]
< gn(x) < gn(an). On a aussi sur ce tableau g,(can) > e~ ", de sorte que ||g,,|| + = gn(an).
Il reste a estimer la valeur de gn(cvn). Sachant que a est tel que hy(an) =0, 0nae™ % = (] — ﬂ) ]

n
donc
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ST ROV Convergence uniforme

Solution

" six € [0;n]

e X — (l =t
) = () = () = {e_x

six>n.
e Pour x > n, 0 < go(x) <e
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
x\ n—1 X
g(x) >0 e ¥ < (1— 7) = —x<(n—1)In (1—7) = hy(x) > 0
n n

ot l'on a posé hn(x) = (n—=1)In (1 — £) 4 x. On étudie alors rapidement h;, (toujours sur [0 ; n]).
hy(x) = — X, et 'étude des variations de h, montre qu'il existe ay € 11; n[ tel que hy(an) = 0, et que
hn(x) > O pour x < ap et hp(x) < 0 pour x > ay
On en déduit ainsi le tableau de variations de g, (non reproduit ici), qui montre que Vx € [0;n]
< gn(x) < gn(an). On a aussi sur ce tableau g,(can) > e~ ", de sorte que ||g,,|| + = gn(an).

o 1
Il reste a estimer la valeur de gn(cvn). Sachant que a est tel que hy(an) =0, 0nae™ % = (] — —")
n
donc
an\" o o
g"(an) —e 9n _ <'| = _n) —e 9n _ <'| = _n) e 9n — _ne_a" < —
n n n ne
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ST ROV Convergence uniforme

Solution

" six € [0;n]

e X — (l =t
) = () = () = {e_x

six>n.
e Pour x > n, 0 < go(x) <e
e Pour x € [0; n[, on étudie les variations de gy. g/(x) = — (e”‘ - (- %)nil) donc
x\ n—1 X
g(x) >0 e ¥ < (1— 7) = —x<(n—1)In (1—7) = hy(x) > 0
n n

ot l'on a posé hn(x) = (n—=1)In (1 — £) 4 x. On étudie alors rapidement h;, (toujours sur [0 ; n]).
hy(x) = — X, et 'étude des variations de h, montre qu'il existe ay € 11; n[ tel que hy(an) = 0, et que
hn(x) > O pour x < ap et hp(x) < 0 pour x > ay
On en déduit ainsi le tableau de variations de g, (non reproduit ici), qui montre que Vx € [0;n]
< gn(x) < gn(an). On a aussi sur ce tableau g,(can) > e~ ", de sorte que ||g,,|| + = gn(an).

o 1
Il reste a estimer la valeur de gn(cvn). Sachant que a est tel que hy(an) =0, 0nae™ % = (] — —")
n
donc
an\" o o
g"(an) —e 9n _ <'| = _n) —e 9n _ <'| = _n) e 9n — _ne_a" < —
n n n ne
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Suites de fonctions
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Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Démonstration

On applique la définition de la convergence uniforme, avec par exemple £ = 1; cela donne

dng eNtqVn>ny, Vxel, |fa(x)—f(x)] <1.
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Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Démonstration

On applique la définition de la convergence uniforme, avec par exemple £ = 1; cela donne
dng eNtqVn>ny, Vxel, |fa(x)—f(x)] <1.

On a alors, en particulier :
Vxel, [f(x) = fu(x)] <1
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Démonstration

On applique la définition de la convergence uniforme, avec par exemple £ = 1; cela donne
dng eNtqVn>ny, Vxel, |fa(x)—f(x)] <1.

On a alors, en particulier :
Vxel, [f(x) = fu(x)] <1

d'ou, en utilisant I'inégalité triangulaire :

Vxel, [f()] < Ifa ()] +1< ”fno”;o +1
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ST ROV Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Démonstration

On applique la définition de la convergence uniforme, avec par exemple £ = 1; cela donne
dng eNtqVn>ny, Vxel, |fa(x)—f(x)] <1.

On a alors, en particulier :
Vxel, [f(x) = fu(x)] <1

d'ou, en utilisant I'inégalité triangulaire :
I
Vxel, [fOIl < Ufag G 1< Mfmll ) +1

ce qui montre que f est bornée sur /.
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Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Remarque : Le résultat ne subsiste pas si il y a seulement convergence simple : considérer par exemple la
suite de fonctions (fn)nen définies sur [0;1] par :

folx) = ? sixe]o;1] et f,(0)=0.
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ST NP Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Remarque : Le résultat ne subsiste pas si il y a seulement convergence simple : considérer par exemple la
suite de fonctions (f)nen définies sur [0;1] par :

folx) = HXLH sixe]o;1] et f,(0)=0.

Proposition 3: et déf 3
Lensemble Z(I,K) des applications bornées de / dans K est un espace vectoriel normé pour la norme
définie par I
Ve B(,K), |flle = sup £
X

Cette norme s'appelle la norme de la convergence uniforme.
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ST NP Convergence uniforme

Proposition 2

Soit (fn)nen une suite d’applications définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, qui converge
uniformément sur / vers une application f: | — K.

Si les f, sont bornées sur /, alors f est bornée sur /.

Remarque : Le résultat ne subsiste pas si il y a seulement convergence simple : considérer par exemple la
suite de fonctions (f)nen définies sur [0;1] par :

folx) = HXLH sixe]o;1] et f,(0)=0.

Proposition 3: et déf 3
Lensemble Z(I,K) des applications bornées de / dans K est un espace vectoriel normé pour la norme
définie par I
Ve B(,K), |flle = sup £
X

Cette norme s'appelle la norme de la convergence uniforme.

D’aprés la proposition 2, si (fn) est une suite d’éléments de Z(/,K) qui converge uniformément vers
f € A(I,K), alors f € #(1,K), et la convergence uniforme de (f;) vers f s’écrit alors :

. . I
Jim [Ify — fll% =0,

clest-a-dire que la suite (f,) tend vers f dans I'espace vectoriel normé (ﬂ(l, K), || lloo ) (au sens qui a

24z A
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Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Théoréme 2: Continuité de la limite

Soit (f) une suite d’applications de / dans K, qui converge simplement vers une application f: | — K.
Soit @ € I. On suppose que :

@ les f, sont continues en a (au moins a partir d’'un certain rang);

@ il existe un voisinage V de a tel que la suite (f;) converge uniformément vers [ sur V.

Alors f est continue en a.
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Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Théoréme 2: Continuité de la limite

Soit (f») une suite d’applications de / dans K, qui converge simplement vers une application f: | — K.
Soit @ € I. On suppose que :

@ les f, sont continues en a (au moins a partir d’'un certain rang);
@ il existe un voisinage V de a tel que la suite (f;) converge uniformément vers [ sur V.

Alors f est continue en a.
Démonstration
Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, on a en particulier :

ANEN tq Vx eV, |fv(x) - f(x)] < g
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Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Théoréme 2: Continuité de la limite

Soit (f») une suite d’applications de / dans K, qui converge simplement vers une application f: | — K.
Soit @ € I. On suppose que :

@ les f, sont continues en a (au moins a partir d’'un certain rang);
@ il existe un voisinage V de a tel que la suite (f;) converge uniformément vers [ sur V.

Alors f est continue en a.

Démonstration

Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, on a en particulier :

ANEN tq Vx eV, |fv(x) - f(x)] < g

Puisque fy est continue en a on a :

V' € ¥(a) tq Vx eV, |fu(x) — fu(a) < g

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions Décembre 2022



Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Théoréme 2: Continuité de la limite

Soit (f») une suite d’applications de / dans K, qui converge simplement vers une application f: | — K.
Soit @ € I. On suppose que :

@ les f, sont continues en a (au moins a partir d’'un certain rang);
@ il existe un voisinage V de a tel que la suite (f;) converge uniformément vers [ sur V.

Alors f est continue en a.
Démonstration
Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, on a en particulier :
€
INEN tq VxeV, |fn(x)—f(x)] < 5"

Puisque fy est continue en a on a :
€
V' € ¥(a)tq Vx eV, |fv(x) — fv(a)| < o

Donc, pour tout x € VN V/ on aura, en utilisant I'inégalité triangulaire :

1F() = f(a)] < If(x) = (I + Iin(x) = iv(a)l + [fv(a) — f(a)] <€

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions Décembre 2022



Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Théoréme 2: Continuité de la limite

Soit (f») une suite d’applications de / dans K, qui converge simplement vers une application f: | — K.
Soit @ € I. On suppose que :

@ les f, sont continues en a (au moins a partir d’'un certain rang);
@ il existe un voisinage V de a tel que la suite (f;) converge uniformément vers [ sur V.

Alors f est continue en a.

Démonstration

Soit € > 0. Par définition de la convergence uniforme, on a en particulier :

ANEN tq Vx eV, |fv(x) - f(x)] < g

Puisque fy est continue en a on a :

V' € ¥(a) tq Vx eV, |fu(x) — fu(a) < g

Donc, pour tout x € VN V/ on aura, en utilisant I'inégalité triangulaire :

1F() = f(a)] < If(x) = (I + Iin(x) = iv(a)l + [fv(a) — f(a)] <€

ce qui est la définition de la continuité de f en a.
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Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

de fonctions



Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].
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é de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].

Corollaire:
Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.
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€ de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].
Corollaire:
Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.

Démonstration

En effet, pour tout a € /il existe un voisinage V de a tel que la suite (f,) converge uniformément vers f
sur V. D’aprés le théoréme précédent, f est continue en a, et puisque cela est vrai pour tout a € /, f est
continue sur /.
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é de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].

Corollaire:
Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.

Qui peut le plus peut le moins :
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Continuité de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].

Corollaire:
Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.

Qui peut le plus peut le moins :

Corollaire:
Si la suite (f») converge uniformément vers f sur /, et si les f, sont continues sur /, alors f est
continue sur /.
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é de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].
Corollaire:

Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.

Qui peut le plus peut le moins :

Corollaire:
Si la suite (f») converge uniformément vers f sur /, et si les f, sont continues sur /, alors f est
continue sur /.

Remarque : Ce théoréme peut parfois servir & montrer qu'il n’y a pas convergence uniforme.
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€ de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].
Corollaire:

Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.

Qui peut le plus peut le moins :

Corollaire:
Si la suite (f») converge uniformément vers f sur /, et si les f, sont continues sur /, alors f est
continue sur /.

Remarque : Ce théoréme peut parfois servir & montrer qu'il n’y a pas convergence uniforme.

Reprenons le premier exemple du chapitre, avec f,(x) = x" pour x € [0;1]. On a vu que la suite (f,)
0 sixe[0;1]

converge simplement sur [0;1] vers la fonction f: x — — '
six=1.
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€ de la limite d’une suite de fonctions

Définition 4

Si la suite (f») converge simplement vers f sur / et si, pour tout a € / il existe un voisinage V de a tel que
la convergence de (fy) vers f sur V soit uniforme, on dira qu'il y a convergence uniforme locale sur /.

arqu air que, g Lily aa
locale ; la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la suite de fonctions (x — x™) sur [0;1].

Corollaire:
Si la suite (f») converge simplement vers f sur /, la convergence étant uniforme locale, et si
les f; sont continues sur /, alors f est continue sur /.

Qui peut le plus peut le moins :

Corollaire:
Si la suite (f») converge uniformément vers f sur /, et si les f, sont continues sur /, alors f est
continue sur /.

Remarque : Ce théoréme peut parfois servir & montrer qu'il n’y a pas convergence uniforme.

Reprenons le premier exemple du chapitre, avec f,(x) = x" pour x € [0;1]. On a vu que la suite (f,)
0 sixe[0;1]

converge simplement sur [0;1] vers la fonction f: x — — '
six=1.

Les f» sont continues sur [0 ;1] mais pas f : il ne peut donc pas y avoir convergence uniforme sur [0;1].
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :

/abf(t) dt=tim /abf,,(t) dt.
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :
b b
/a f(t)dt = JT@/H £.(6) dt.

Démonstration

La continuité de f est assurée par le théoréeme 2.

Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions Décembre 2022



Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :
b b
/a f(t)dt = nﬁToo/a £.(6) dt.

Démonstration

La continuité de f est assurée par le théoréme 2. La continuité des fonctions en présence assure aussi
I'existence des intégrales considérées. On a alors :
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :
b b
/a f(t)dt = nmm/a £.(6) dt.

Démonstration

La continuité de f est assurée par le théoréme 2. La continuité des fonctions en présence assure aussi
I'existence des intégrales considérées. On a alors :

/ubf,,(t)dt—/ubf(t)dt

b
| (0 = o) a

b b
< [ 10 = e de< [T = de=b-a)llf— I
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :
b b
/a f(t)dt = nmm/a £.(6) dt.

Démonstration

La continuité de f est assurée par le théoréme 2. La continuité des fonctions en présence assure aussi
I'existence des intégrales considérées. On a alors :

/ubf,,(t)dt—/ubf(t)dt

b
| (0 = o) a

b b
< [ 10 = e de< [T = de=b-a)llf— I

et le résultat découle de lim ||f, — f]| =0.
n——+o00 e’}
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :
b b
/a f(t)dt = nmm/a £.(6) dt.

Démonstration

La continuité de f est assurée par le théoréme 2. La continuité des fonctions en présence assure aussi
I'existence des intégrales considérées. On a alors :

/ubf,,(t)dt—/ubf(t)dt

b
| (0 = o) a

b b
< [ 10 = e de< [T = de=b-a)llf— I
et le résultat découle de n—I:Too [Ifn — f||oo =0.

Remarque : Le théoréme s’applique également a une suite de fonctions f, continues par morceaux, qui
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Théoréme 3: Interversion limite-intégrale sur un segment.

Soit (f) une suite de fonctions continues sur un segment [a; b] de R, et convergeant uniformément
sur [a; b] vers une fonction f.

Alors f est continue sur [a; b] et :
b b
/a f(t)dt = niToo/a £.(6) dt.

Démonstration

La continuité de f est assurée par le théoréme 2. La continuité des fonctions en présence assure aussi
I'existence des intégrales considérées. On a alors :

/ubf,,(t)dt—/ubf(t)dt

b
| (0 = o) a

b b
< [l - Fol de< [C1f= £ de= 6= a)lifs = fil_
et le résultat découle de n—I:Too Ilfn — f||oo =0

Remarque : Le théoréme s’applique également a une suite de fonctions f, continues par morceaux, qui
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Exemple 1
Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0 ;1] par

1 1

(0) =fa (;) =H0)=0 ; f (%) =n et f, continue affine par morceaux.
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Exemple 1
Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0 ;1] par

1

(0) =fa (;) =H0)=0 ; f (i) =n et f, continue affine par morceaux.

On a déja montré que la suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction nulle.
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Exemple 1

Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0 ;1] par

(0) =fa (];) =H0)=0 ; f (i) =n et f, continue affine par morceaux.

2n
On a déja montré que la suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction nulle.
1
1
Cependant, pour tout n € N*, / fo(t)dt = 5 e converge pas vers 0!
0
Exemple 2

Soit (fn)n>2 la suite de fonctions définies par :

1
fa(t) = ~ pour teo;n— ln] i fa(t)=0 pourt>=n et f,continue affine par morceaux.
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Exemple 1

Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0 ;1] par

(0) =fa (];) =H0)=0 ; f (i) =n et f, continue affine par morceaux.

2n
On a déja montré que la suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction nulle.
1
1
Cependant, pour tout n € N*, / fo(t)dt = 5 e converge pas vers 0!
0
Exemple 2

Soit (fn)n>2 la suite de fonctions définies par :
1
fa(t)=— pourte [0;n— ln] i fa(t)=0 pourt>=n et f,continue affine par morceaux.
n

1
Alors ||fn]|®+ = — donc la suite (f;,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.
©
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Intégration d’une suite de fonctions sur un segment

Exemple 1

Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0 ;1] par

(0) =fa (];) =H0)=0 ; f (i) =n et f, continue affine par morceaux.

2n
On a déja montré que la suite (f,) converge simplement sur [0;1] vers la fonction nulle.
1
1
Cependant, pour tout n € N*, / fo(t)dt = 5 e converge pas vers 0!
0
Exemple 2

Soit (fn)n>2 la suite de fonctions définies par :
1
fa(t)=— pourte [0;n— ln] i fa(t)=0 pourt>=n et f,continue affine par morceaux.
n

1
Alors ||fn]|®+ = — donc la suite (f;,) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.
©
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Dérivation d’une suite de fonctions

f de classe €.

3 . . / . ! ’ o .
On n’a pas nécessairement (lim f;)" = lim f;;, méme s'il y a convergence uniforme!
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Dérivation d’une suite de fonctions

f de classe %".

. . . b s . .
On n’a pas nécessairement (lim f;)" = lim f;;, méme s'il y a convergence uniforme!

Exemple

sinn

Jn

Soit fu: x E R — XpournEN*.
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Dérivation d’une suite de fonctions

f de classe %".

On n’a pas nécessairement (lim f,)’ = lim f,, méme s'il y a convergence uniforme!

Exemple
sinn

Jn

donc la suite (f) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

Soit fu: x E R — XpournEN*.

Nors [Ifull % =

Chapitre XIll i éries de fonctions Décembre 2022



Dérivation d’une suite de fonctions

n
f de classe %".

. . . b s . .
On n’a pas nécessairement (lim f;)" = lim f;;, méme s'il y a convergence uniforme!

Exemple
sinn

Jn

Alors ||f,,||]Ifo = donc la suite (f) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

7

Cependant, f;(x) = v/ncos nx, et la suite (f,/) n"a méme pas de limite simple!

Soit fu: x E R — XpournEN*.
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Dérivation d’une suite de fonctions

&', convergeant simplement sur un intervalle / vers une fonction

n
f de classe %".

. . . b s . .
On n’a pas nécessairement (lim f;)" = lim f;;, méme s'il y a convergence uniforme!

Exemple
sin nx

Jn

donc la suite (f) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

Soit fn: x ER —

pour n € N*.
1
S

Cependant, f;(x) = v/ncos nx, et la suite (f,/) n"a méme pas de limite simple!

Aors [|ful

Il faut donc des hypothéses supplémentaires pour pouvoir dériver la limite d’'une suite de fonctions.
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Théoréme 4: Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions.

Soit (f,) une suite de fonctions de classe %" sur un intervalle / de R, & valeurs dans K. On suppose que :
a) La suite de fonctions (f;) converge simplement sur / vers une fonction f.

b) La suite de fonctions (f) converge simplement sur / vers une fonction g, la convergence étant
uniforme locale sur /.

Alors la fonction f est de classe %" sur /, et, pour tout x € /, f(x) = g(x)
(soit, en abrégé, (lim f,)" = lim ).

De plus, la suite (fn) converge uniformément localement vers f.
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Dérivation d’une suite de fonctions

Théoréme 4: Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions.

Soit (f,) une suite de fonctions de classe %" sur un intervalle / de R, & valeurs dans K. On suppose que :
a) La suite de fonctions (f;) converge simplement sur / vers une fonction f.

b) La suite de fonctions (f) converge simplement sur / vers une fonction g, la convergence étant
uniforme locale sur /.

Alors la fonction f est de classe %" sur /, et, pour tout x € /, f(x) = g(x)
(soit, en abrégé, (lim f,)" = lim ).

De plus, la suite (fn) converge uniformément localement vers f.

Démonstration

@ Puisque la suite de fonctions continues (f;/) converge uniformément localement vers g sur /, d’aprés
le théoréme 2 g est continue sur /.
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Dérivation d’une suite de fonctions

Théoréme 4: Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions.

Soit (f,) une suite de fonctions de classe %" sur un intervalle / de R, & valeurs dans K. On suppose que :
a) La suite de fonctions (f;) converge simplement sur / vers une fonction f.

b) La suite de fonctions (f) converge simplement sur / vers une fonction g, la convergence étant
uniforme locale sur /.

Alors la fonction f est de classe %" sur /, et, pour tout x € /, f(x) = g(x)
(soit, en abrégé, (lim f,)" = lim ).

De plus, la suite (fn) converge uniformément localement vers f.

Démonstration

@ Puisque la suite de fonctions continues (f;/) converge uniformément localement vers g sur /, d’aprés
le théoréme 2 g est continue sur /.

@ Soit a € /, et V un un intervalle contenant a sur lequel il y a convergence uniforme de la suite (f;)

vers g.
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Dérivation d’une suite de fonctions

Théoréme 4: Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions.

Soit (f,) une suite de fonctions de classe %" sur un intervalle / de R, & valeurs dans K. On suppose que :
a) La suite de fonctions (f;) converge simplement sur / vers une fonction f.

b) La suite de fonctions (f) converge simplement sur / vers une fonction g, la convergence étant
uniforme locale sur /.

Alors la fonction f est de classe %" sur /, et, pour tout x € /, f(x) = g(x)
(soit, en abrégé, (lim f,)" = lim ).

De plus, la suite (fn) converge uniformément localement vers f.

Démonstration

@ Puisque la suite de fonctions continues (f;/) converge uniformément localement vers g sur /, d’aprés
le théoréme 2 g est continue sur /.

@ Soit a € /, et V un un intervalle contenant a sur lequel il y a convergence uniforme de la suite (f;/)
X

vers g. Pour tout x € V on a fo(x) = fu(a) +/ fr(t) dt.
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Dérivation d’une suite de fonctions

Théoréme 4: Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions.

Soit (f,) une suite de fonctions de classe %" sur un intervalle / de R, & valeurs dans K. On suppose que :
a) La suite de fonctions (f;) converge simplement sur / vers une fonction f.

b) La suite de fonctions (f) converge simplement sur / vers une fonction g, la convergence étant
uniforme locale sur /.

Alors la fonction f est de classe %" sur /, et, pour tout x € /, f(x) = g(x)
(soit, en abrégé, (lim f,)" = lim ).

De plus, la suite (fn) converge uniformément localement vers f.

Démonstration

@ Puisque la suite de fonctions continues (f;/) converge uniformément localement vers g sur /, d’aprés
le théoréme 2 g est continue sur /.

@ Soit a € /, et V un un intervalle contenant a sur lequel il y a convergence uniforme de la suite (f;/)
X
vers g. Pour tout x € V on a fy(x) = fu(a) + / f1(t) dt. Puisque la convergence de la suite (f;)

vers g est uniforme sur le segment [a; x] (ou [x; a]), le théoréme 3 donne :

lim /fn t)dt—/a g(r)dt.
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Dérivation d’une suite de fonctions

Théoréme 4: Dérivation de la limite d’'une suite de fonctions.

Soit (f,) une suite de fonctions de classe %" sur un intervalle / de R, & valeurs dans K. On suppose que :
a) La suite de fonctions (f;) converge simplement sur / vers une fonction f.

b) La suite de fonctions (f) converge simplement sur / vers une fonction g, la convergence étant
uniforme locale sur /.

Alors la fonction f est de classe %" sur /, et, pour tout x € /, f(x) = g(x)
(soit, en abrégé, (lim f,)" = lim ).

De plus, la suite (fn) converge uniformément localement vers f.

Démonstration

@ Puisque la suite de fonctions continues (f;/) converge uniformément localement vers g sur /, d’aprés
le théoréme 2 g est continue sur /.

@ Soit a € /, et V un un intervalle contenant a sur lequel il y a convergence uniforme de la suite (f;/)
X
vers g. Pour tout x € V on a fy(x) = fu(a) + / f1(t) dt. Puisque la convergence de la suite (f;)
vers g est uniforme sur le segment [a; x] (ou [x; a]), le théoréme 3 donne :
lim / £(6) dt = / g(r)dt.
a
@ De plus, la convergence simple de la suite (f,) vers f donne “T fa(x) = f(x) et
n—+00

Iimoo fo(a) = f(a).

n—+
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt.
a
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

X
@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et
a
f'=e
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et

f' = g. Cela étant vrai au voisinage de tout a € /, c’est vrai sur / (les notions de continuité et de
dérivabilité sont des notions locales).
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et

f' = g. Cela étant vrai au voisinage de tout a € /, c’est vrai sur / (les notions de continuité et de
dérivabilité sont des notions locales).

@ Enfin, si a est un élément de / et si J est un segment contenant a sur lequel la suite (f;/) converge
uniformément vers g (il en existe par hypothése), on aura, grace a l'inégalité triangulaire et a l'inégalité
de la moyenne :
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et

f' = g. Cela étant vrai au voisinage de tout a € /, c’est vrai sur / (les notions de continuité et de
dérivabilité sont des notions locales).

@ Enfin, si a est un élément de / et si J est un segment contenant a sur lequel la suite (f;/) converge
uniformément vers g (il en existe par hypothése), on aura, grace a l'inégalité triangulaire et a l'inégalité
de la moyenne :

vxed, hix) = FOl = |(h(a) = F(@) + ( - g(t))dt) ]
<Ifala) = (@) +20) |Ifs — gl

en notant £(J) la longueur de J.
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et

f' = g. Cela étant vrai au voisinage de tout a € /, c’est vrai sur / (les notions de continuité et de
dérivabilité sont des notions locales).

@ Enfin, si a est un élément de / et si J est un segment contenant a sur lequel la suite (f;/) converge
uniformément vers g (il en existe par hypothése), on aura, grace a l'inégalité triangulaire et a l'inégalité
de la moyenne :

We/wmn—ﬂm:(mw—ﬂm+(47mo—ﬂmwﬂ
<Ifala) = (@) +20) |Ifs — gl

en notant £(J) la longueur de J.
Ainsi,

Ifs — £l < Ifu(a) = F(a)| + €0) ||F, — e/’ »
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et

f' = g. Cela étant vrai au voisinage de tout a € /, c’est vrai sur / (les notions de continuité et de
dérivabilité sont des notions locales).

@ Enfin, si a est un élément de / et si J est un segment contenant a sur lequel la suite (f;/) converge
uniformément vers g (il en existe par hypothése), on aura, grace a l'inégalité triangulaire et a l'inégalité
de la moyenne :

We/wmn—ﬂm:(mw—ﬂm+(47mo—ﬂmwﬂ
<Ifala) = (@) +20) |Ifs — gl

en notant £(J) la longueur de J.
Ainsi,

Ifs — £l < Ifu(a) = F(a)| + €0) ||F, — e/’ »

et puisque la convergence de (f) vers g est uniforme sur J, ona lim ||ﬁ,' — g||] =0 dou
n—+o00 €9

”T Ifs — fII.y = 0, C'est-a-dire que la suite (f,) converge uniformément vers f sur J.
n——+oo
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Dérivation d’une suite de fonctions

Démonstration (suite)

@ On en déduit, pour tout x € V, f(x) = f(a) + / g(t) dt. Par suite, f est de classe €' sur V et

f' = g. Cela étant vrai au voisinage de tout a € /, c’est vrai sur / (les notions de continuité et de
dérivabilité sont des notions locales).

@ Enfin, si a est un élément de / et si J est un segment contenant a sur lequel la suite (f;/) converge
uniformément vers g (il en existe par hypothése), on aura, grace a l'inégalité triangulaire et a l'inégalité
de la moyenne :

We/wmn—ﬂm:(mw—ﬂm+(47mo—ﬂmwﬂ
<Ifala) = (@) +20) |Ifs — gl

en notant £(J) la longueur de J.
Ainsi,

Ifs — £l < Ifu(a) = F(a)| + €0) ||F, — e/’ »

et puisque la convergence de (f) vers g est uniforme sur J, ona lim ||ﬁ,' — g||] =0 dou
n—+o00 €9

”T Ifs — fII.y = 0, C'est-a-dire que la suite (f,) converge uniformément vers f sur J.
n——+oo

Il'y a donc bien CVUL de (fy) vers f.
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b) La suite de fonctions (f,,(k)) converge simplement sur | vers une fonction g, la convergence
étant uniforme locale.

Alors, la fonction f = IiT f est de classe €% sur I, on a f(*) = g et pourj € [0; k], chaque
n——+oo

suite (ﬁ,(l )) converge uniformément localement vers ().
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Dérivation d’une suite de fonctions

b) La suite de fonctions (f,,(k)) converge simplement sur | vers une fonction g, la convergence
étant uniforme locale.

Alors, la fonction f = IiT f est de classe €% sur I, on a f(*) = g et pourj € [0; k], chaque
n——+oo
suite (ﬁ,(l )) converge uniformément localement vers ().

Corollaire: Suites de fonctions de classe €°°.

Soit (fa) une suite de fonctions de classe €°° sur un intervalle | de R, a valeurs dans K. On
suppose que :

a) Pour tout j € N, la suite de fonctions (f,,(j)) converge simplement sur | ;

b) Il existe p € N* tel que, pour tout k > p, la suite de fonctions (f,,(k)) converge simplement
sur I, la convergence étant uniforme locale.

Alors, la fonction f = _I:T fn est de classe €°° sur I, et pour j € N, chaque suite (f,,(j) )
n oo
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es de fonctions IEERIIES

Généralités

k=0
FEtudier la série de fonctions >~ up, clest étudier la suite de fonctions (Sp).
neN
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Séries de fonctions EIEEITE

Généralités

FEtudier la série de fonctions >~ up, clest étudier la suite de fonctions (Sp).
neN

Définition 5

Soit (un)nen une suite de fonctions dénies sur un intervalle / a valeurs dans K.

On dit que la série de fonctions Y u, converge simplement sur / s'il existe une application S : | — K
neEN

telle que la suite de fonctions (S,) converge simplement sur / vers S.

PSI* (Lycée d’ Vi Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions Décembre 2022



Séries de fonctions EIEEITE

Généralités

FEtudier la série de fonctions >~ up, clest étudier la suite de fonctions (Sp).
neN

Définition 5

Soit (un)nen une suite de fonctions dénies sur un intervalle / a valeurs dans K.

On dit que la série de fonctions Y u, converge simplement sur / s'il existe une application S : | — K
neEN

telle que la suite de fonctions (S,) converge simplement sur / vers S.

Cela signifie donc que, pour tout x € /, la série > up(x), a valeurs dans K, converge et que
neEN
+o0
S(x) = > un(x).

n=0
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Séries de fonctions MEIEIAIES

Généralités

Vxel, Si(x)= kz=:ouk(x) .

Etudier la série de fonctions Y un, clest étudier la suite de fonctions (Sy).
neN
Définition 5

Soit (un)nen une suite de fonctions dénies sur un intervalle / a valeurs dans K.

On dit que la série de fonctions Y u, converge simplement sur / s'il existe une application S : | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge simplement sur / vers S.

Cela signifie donc que, pour tout x € /, la série > up(x), a valeurs dans K, converge et que

neEN
+oo
S(x) = > un(x).
n=0
S s'appelle alors la somme de la série de fonctions . u,. On définit également le reste d'ordre n
neN
+o0
Ri=S5—S,= > u. Lasuite de fonctions (R,) converge simplement sur / vers la fonction nulle.
k=n+1
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Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.
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Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.

Théoréme 5

La série de fonctions Y up, converge uniformément sur / si et seulement si elle converge simplement sur
neEN
I et si la suite des restes (R,) converge uniformément sur / vers la fonction nulle (autrement dit,

lim [|Ra|l” = 0.
n—+oo oo
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Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.

Théoréme 5

La série de fonctions Y up, converge uniformément sur / si et seulement si elle converge simplement sur
neEN
I et si la suite des restes (R,) converge uniformément sur / vers la fonction nulle (autrement dit,
. I
lim ||Ra]|” = 0.
e o]

n—+oo
Démonstration

En effet, si la série converge uniformément sur /, elle converge aussi simplement. On peut alors définir sa
somme S :/ — E.
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Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.

Théoréme 5

La série de fonctions Y up, converge uniformément sur / si et seulement si elle converge simplement sur
neEN
I et si la suite des restes (R,) converge uniformément sur / vers la fonction nulle (autrement dit,

lim [|Ra|l” = 0.
n—+oo oo

Démonstration

En effet, si la série converge uniformément sur /, elle converge aussi simplement. On peut alors définir sa
somme S : | — E. Par définition de la convergence uniforme de la suite (S,) des sommes partielles vers S,
la suite (Rn) converge uniformément sur / vers la fonction nulle, car
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Généralités

Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.

Théoréme 5

La série de fonctions Y up, converge uniformément sur / si et seulement si elle converge simplement sur
neEN
I et si la suite des restes (R,) converge uniformément sur / vers la fonction nulle (autrement dit,

lim ||Ra||| =0).
n—+oo oo

Démonstration

En effet, si la série converge uniformément sur /, elle converge aussi simplement. On peut alors définir sa
somme S : | — E. Par définition de la convergence uniforme de la suite (S,) des sommes partielles vers S,
la suite (Rn) converge uniformément sur / vers la fonction nulle, car

lim_[IRall!_ =
n—+oo oo

[S—S.||! =o.
oo}

lim |
n—+oo
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Généralités

Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.

Théoréme 5

La série de fonctions Y up, converge uniformément sur / si et seulement si elle converge simplement sur
neEN
I et si la suite des restes (R,) converge uniformément sur / vers la fonction nulle (autrement dit,

lim ||Ra||| =0).
n—+oo oo

Démonstration

En effet, si la série converge uniformément sur /, elle converge aussi simplement. On peut alors définir sa
somme S : | — E. Par définition de la convergence uniforme de la suite (S,) des sommes partielles vers S,
la suite (Rn) converge uniformément sur / vers la fonction nulle, car

lim_[IRall!_ =
n—+oo oo

[S—S.||! =o.
oo}

lim |
n—+oo

La réciproque est identique.
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Geénéralités

Définition 6

On dit que la série de fonctions Y up converge uniformément sur / s'il existe une application S: | — K
neN
telle que la suite de fonctions (S,) converge uniformément sur / vers S.

Théoréme 5

La série de fonctions Y up, converge uniformément sur / si et seulement si elle converge simplement sur
neEN
I et si la suite des restes (R,) converge uniformément sur / vers la fonction nulle (autrement dit,
. I
lim ||Rn||” =0).
n—-+o00 oo

Démonstration

En effet, si la série converge uniformément sur /, elle converge aussi simplement. On peut alors définir sa
somme S : | — E. Par définition de la convergence uniforme de la suite (S,) des sommes partielles vers S,
la suite (Rn) converge uniformément sur / vers la fonction nulle, car

lim IRl =
n—+o00 oo

[S—S.||! =o.
oo}

lim |
n—+oo

La réciproque est identique.
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Exemple 1: Etude de la série de fonctions

n>l1 "

ée d’Arsonval) Chapitre XIll £ éries de fonctions



Séries de fonctions MEIEIAIES

X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions

n>l1 n2

Solution

@ Convergence simple :
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions

n>l1 n2

Solution

@ Convergence simple :
Xn Xn
Pour |x| > 1, — ne tend pas vers 0 quand n — 400, donc la série > — diverge grossiérement.
n>l
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions

n>l1 nZ

Solution

@ Convergence simple :
Xn Xn
Pour |x| > 1, = ne tend pas vers 0 quand n — 400, donc la série ) — diverge grossiérement.
" >
n n
. X 1 - X .
Si x| <1, ’;‘ < = donc la série > — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
n>1
2o N " 1
série convergente a termes positifs > —.
n>1
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions

n>l1 nZ

Solution

@ Convergence simple :
Xn Xn
Pour |x| > 1, 5 ne tend pas vers 0 quand n — 400, donc la série > — diverge grossiérement.

n>1
. X" ! . X" NN
Si x| <1, = < = donc la série > — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
>y
1
série convergente a termes positifs > —. En conclusion, la série converge simplement sur [—1;1] et on peut donc
n>1
poser :
Hoo X"
Ve[, f) = %

n:
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions

n>l1 nZ

Solution

@ Convergence simple :
Xn Xn
Pour |x| > 1, 5 ne tend pas vers 0 quand n — 400, donc la série > — diverge grossiérement.

n>1
. X" ! . X" NN
Si x| <1, = < = donc la série > — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
>y
1
série convergente a termes positifs > —. En conclusion, la série converge simplement sur [—1;1] et on peut donc
n>1
poser :
Hoo X"
Ve[, f) = %

n
@ Convergence uniforme :
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions >

n>l1 nZ

Solution

@ Convergence simple :
n

Xn X
Pour |x| > 1, 5 ne tend pas vers 0 quand n — +o00, donc la série > = diverge grossiérement.
n>l
1 n

n
X X . N
Si x| <1, ’5‘ < donc la série > — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la

" =1
1
série convergente a termes positifs > —. En conclusion, la série converge simplement sur [—1;1] et on peut donc
n>1
poser :
+oo X!
Vx€e[-Ll, f)= 3 5.
n=1 "
@ Convergence uniforme :
Pour tout x € [—1;1], ona:
+oo Xk +oo |X‘k Teo
me=|Y Gl S <3 g
k=n+1 k=n+1 k=n+1
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n
Exemple 1: Etude de la série de fonctions > X?

n>l1

Solution

@ Convergence simple :
n

Xn X
Pour |x| > 1, 5 ne tend pas vers 0 quand n — +o00, donc la série > = diverge grossiérement.

n>1
M
Si x| < ’—‘ — donc la série Y~ — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
n>1
1
série convergente a termes positifs > —. En conclusion, la série converge simplement sur [—1;1] et on peut donc
n>1
poser :
Hoo X"
Ve[, f) = %

n
@ Convergence uniforme :
Pour tout x € [—1;1], ona:

+o0 Xk +o0 |X‘k

Bl =30 5| < X & < Z kz
k=n+1 k=n+1 k=n+1
=0

+oo .
done [l | < 35 et tim IRl
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions >

n>1 nZ

Solution

@ Convergence simple :
Xn Xn
Pour |x| > 1, 5 ne tend pas vers 0 quand n — 400, donc la série > — diverge grossiérement.

n>
. X" ! - X" P
Si x| <1, = < = donc la série > — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
n>
1
série convergente a termes positifs > —. En conclusion, la série converge simplement sur [—1;1] et on peut donc
n>1
poser : -
ooy
Vx€e[-Ll, f)= 3 5.
n=1 "
@ Convergence uniforme :
Pour tout x € [—1;1], ona:
+oo Xk +oo |X‘k +o00 1
ORI EAED wE S Sp
k=n+1 k=n+1 k=nt1
too ) too
donc [|Ra]l < > — et lim ||R,]] =0 puisque >, — est le reste d'une série numérique convergente.
oo T lih kB nodoo o k=n+1
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X"

Exemple 1: Etude de la série de fonctions >

n>1 nZ

Solution

@ Convergence simple :
Xn Xn
Pour |x| > 1, 5 ne tend pas vers 0 quand n — 400, donc la série > — diverge grossiérement.

n>
. X" ! - X" P
Si x| <1, = < = donc la série > — est absolument convergente (donc convergente) par comparaison a la
n>
1
série convergente a termes positifs > —. En conclusion, la série converge simplement sur [—1;1] et on peut donc
n>1
poser :
ooy
Vx€e[-Ll, f)= 3 5.
n=1 "
@ Convergence uniforme :
Pour tout x € [—1;1], ona:
+oo Xk +oo |X‘k +o00 1
ORI EAED wE S Sp
k=n+1 k=n+1 k=nt1
too ) too
donc [|Ra]l < > — et lim ||R,]] =0 puisque >, — est le reste d'une série numérique convergente.
oo TS kB n—otoo € k=n+1

n
. s . X . ’
En conclusion, la série de fonctions > = converge uniformément vers f sur [—1;1].
n2=l1
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B e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 x4+
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B e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 x4+

Solution

@ Convergence simple :
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B e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 x4+

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0
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B e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 x4+

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison — < 1, donc elle converge, et

n>=0 x2
XZ
sa somme S est telle que S(x) = ——— 14 X%

1422
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (x2+1)n°

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison — < 1, donc elle converge, et

n>=0 x2
XZ
sa somme S est telle que S(x) = ——— 14 X%

1422
0 six=20

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — T+ 2 i
x° sinon.
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (x2+1)n°

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison — < 1, donc elle converge, et

2
n=0 X

2
X
sa somme S est telle que S(x) = ——— =1+ x%.
'~ e
0 six =0

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — T+ 2 i
x° sinon.

@ Convergence uniforme :
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (21"

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison — < 1, donc elle converge, et

2
n=0 X

2
X
sa somme S est telle que S(x) = ——— =1+ x%.
'~ e
0 six =0

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — T+ 2 i
x° sinon.

@ Convergence uniforme :

Les uj, étant continues, il en est de méme des sommes partielles de la série; la fonction limite S n’étant pas
continue, il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur R.
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (21"

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison — < 1, donc elle converge, et

2
n=0 X

2
X
sa somme S est telle que S(x) = ——— =1+ x%.
'~ e
0 six =0

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — T+ 2 i
x° sinon.

@ Convergence uniforme :
Les uj, étant continues, il en est de méme des sommes partielles de la série; la fonction limite S n’étant pas
continue, il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur R.

Cependant : il y a convergence uniforme sur toute partie de R de la forme A = ]—o0; —a] U [a; +oo[ avec
a>0.
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (21"

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison e < 1, donc elle converge, et
n=0 X
> P
sa somme S est telle que S(x) = ——— 14 X%

1422
0 six=20

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — T+ 2 i
x° sinon.

@ Convergence uniforme :
Les uj, étant continues, il en est de méme des sommes partielles de la série; la fonction limite S n’étant pas
continue, il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur R.
Cependant : il y a convergence uniforme sur toute partie de R de la forme A = ]—o0; —a] U [a; +oo[ avec
a > 0. En effet, si x #Z 0,

+oo 2 2 1 1

X X
R"(x) = E = =
2 k 2 +1 ] — 1 2

iy D GE+D = o GE
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (21"

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison e < 1, donc elle converge, et
n=0 X
> P
sa somme S est telle que S(x) = ——— 14 X%

1422
0 six=20

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — T+ 2 i
x° sinon.

@ Convergence uniforme :
Les uj, étant continues, il en est de méme des sommes partielles de la série; la fonction limite S n’étant pas
continue, il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur R.

Cependant : il y a convergence uniforme sur toute partie de R de la forme A = ]—o0; —a] U [a; +oo[ avec
a > 0. En effet, si x #Z 0,

+§ X X 1 1
R"(x) = = =

2 k 2 n+l ] — 1 2 n
k=n+1 i) Gl 2+ &+

donc ||R,,||’;o =
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, e
Exemple 2 : Etude de la série de fonctions

>0 (21"

Solution

@ Convergence simple :

+oo
@ Pour tout n € N, u,(0) = 0 donc >~ u,(0) = 0.
=0

1
@ Si x # 0, la série numérique Y u,(x) est une série géométrique de raison e < 1, donc elle converge, et
n=0 X
> P
sa somme S est telle que S(x) = ——— 14 X%

1422
0 six=20

En conclusion, la série de fonctions converge simplement sur R vers la fonction S : x — {] L2 s
Xx“  sinon.

@ Convergence uniforme :
Les uj, étant continues, il en est de méme des sommes partielles de la série; la fonction limite S n’étant pas
continue, il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur R.

Cependant : il y a convergence uniforme sur toute partie de R de la forme A = ]—o0; —a] U [a; +oo[ avec
a > 0. En effet, si x #Z 0,

+§ X X 1 1
R"(x) = = =

2 k 2 n+l ] — 1 2 n
k=n+1 i) Gl 2+ &+

1
donc ||R,||' = ——— —— 0.0n en déduit qu'il y a CVUL sur R*.
oo

(@ +1)" n—+oo
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Convergence normale d’une série de fonctions

On dit que la série de fonctions Y up converge normalement sur / si :

Définition 7

neEN
@ les fonctions u, sont bornées sur / (au moins a partir d'un certain rang)
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Convergence normale d’une série de fonctions

On dit que la série de fonctions Y up converge normalement sur / si :

Définition 7

neEN
@ les fonctions u, sont bornées sur / (au moins a partir d'un certain rang)

@ et la série numérique 3 [|un||’  est convergente (en notant comme d’habitude :
oo

n=0

/
u = sup |up(x)|).
lunll, = sup ()
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Convergence normale d’une série de fonctions

On dit que la série de fonctions Y up converge normalement sur / si :

Définition 7

neEN
@ les fonctions u, sont bornées sur / (au moins a partir d'un certain rang)

@ et la série numérique 3 [|un||’  est convergente (en notant comme d’habitude :
oo

n=0

/
u = sup |up(x)|).
lunll, = sup ()

Remarque : Pour montrer que la série de fonctions > uj, est normalement convergente, il suffit de
nen

trouver une suite (an)pen tel que ||u,,||:>c> < o (Cest-a-dire |up(x)| < an pour tout x € ), et telle que la

série Y ap converge.
neN
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Convergence normale d’une série de fonctions

On dit que la série de fonctions Y up converge normalement sur / si :

Définition 7

neEN
@ les fonctions u, sont bornées sur / (au moins a partir d'un certain rang)

@ et la série numérique 3 ||un||’  est convergente (en notant comme d’habitude :
n=0 o

/
u = sup |up(x)|).
lunll, = sup ()

Remarque : Pour montrer que la série de fonctions Y u, est normalement convergente, il suffit de
ney

trouver une suite (cvn)nen tel que |[un|' < o (Cest-a-dire |un(x)| < an pour tout x € 1), et telle que la
oo
série > ay converge.
neN

Théoréme 6

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est
neN
normalement convergente sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > un(x) est absolument convergente dans K.
neN

@ La série de fonctions Y uj est uniformément convergente sur /.
neN
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Convergence normale d'une série de fonctions

Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > uy(x) est absolument convergente dans K.
neN

@ La série de fonctions >~ u, est uniformément convergente sur /.
neN
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Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration

Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
neN oo
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Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration

Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
neN oo

Puisque, pour tout x € 1, |un(x)| < ||ual|’ , par comparaison de séries a termes positifs, la série
e o]

> Jun(x)| converge.
neN
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration
Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
oo}
neN
Puisque, pour tout x € 1, |un(x)| < ||ual|’ , par comparaison de séries a termes positifs, la série
e o]

> |un(x)| converge. Cela signifie que la série > un(x) est absolument convergente.
neN neN
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration
Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
neN o0
Puisque, pour tout x € 1, |un(x)| < ||ual|’ , par comparaison de séries a termes positifs, la série
e o]
>~ Jun(x)| converge. Cela signifie que la série > u,(x) est absolument convergente. Elle est donc

neN neN
convergente, c'est-a-dire que la série de fonctions > u, converge simplement sur /.
meN
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration
Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
neN o
Puisque, pour tout x € 1, |un(x)| < ||ual|’ , par comparaison de séries a termes positifs, la série
e o]
>~ Jun(x)| converge. Cela signifie que la série > u,(x) est absolument convergente. Elle est donc

neN neN
convergente, c'est-a-dire que la série de fonctions > u, converge simplement sur /. On aura alors :
meN
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN

sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration
Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
neN o
Puisque, pour tout x € 1, |un(x)| < ||ual|’ , par comparaison de séries a termes positifs, la série
e o]
>~ Jun(x)| converge. Cela signifie que la série > u,(x) est absolument convergente. Elle est donc

neN neN
convergente, c'est-a-dire que la série de fonctions > u, converge simplement sur /. On aura alors :
meN
+oo +oo too |
Vxel R =| X w¥)| < X ()] < 3 luall
k=n+1 k=n+1 k=n+1 €3
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

Théoréme 7

Si (un)nen est une suite d’applications de / dans K telle que la série de fonctions > uj, est normalement convergente
neN
sur /, alors :

@ Pour tout x € /, la série > up(x) est absolument convergente dans K.
neN

O La série de fonctions 3 u, est uniformément convergente sur /.
nEN

Démonstration
Supposons donc 37 [lun||’  convergente.
neN o
Puisque, pour tout x € 1, |un(x)| < ||ual|’ , par comparaison de séries a termes positifs, la série
e o]
>~ Jun(x)| converge. Cela signifie que la série > u,(x) est absolument convergente. Elle est donc

neN neN
convergente, c'est-a-dire que la série de fonctions > u, converge simplement sur /. On aura alors :
meN
+oo +oo +oo i
Vxel R =| X w¥)| < X ()] < 3 luall
k=n+1 k=n+1 k=n+1 €3
I L= I
dou ||R.|l” < > uall — 0, ce qui prouve la convergence uniforme de la série.
o k=nt1 € B=Are9
—_———

reste d’une série
numérique convergente
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Convergence normale d'une série de fonctions

En utilisant les abréviations CVS, CVA, CVU et CVN pour convergence simple, absolue, uniforme et normale
respectivement, on a donc la suite d'implications :

> up(x) CVAVx €/
neEN

>~ up CVN sur / > up CVS sur [
neN /7 nEN

> up CVU sur [
neEN
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Convergence normale d'une série de fonctions

En utilisant les abréviations CVS, CVA, CVU et CVN pour convergence simple, absolue, uniforme et normale
respectivement, on a donc la suite d'implications :

> up(x) CVAVx €/
neEN

>~ up CVN sur / > up CVS sur [
neN /) nEN

> up CVU sur [
neEN

1
+ n?

Exemple 1: Etude de la série de fonctions Y —
n>1 ¥
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Convergence normale d'une série de fonctions

En utilisant les abréviations CVS, CVA, CVU et CVN pour convergence simple, absolue, uniforme et normale
respectivement, on a donc la suite d'implications :

> up(x) CVAV X €/
neN

>~ up CVN sur / > up CVS sur [
neN / nEN

> up CVU sur [
neEN

. 1
Exemple 1: Etude de la série de fonctions > rych

2
n>1 %

Solution

1

Posons pour tout x € R, up(x) = ok
X
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Convergence normale d'une série de fonctions

En utilisant les abréviations CVS, CVA, CVU et CVN pour convergence simple, absolue, uniforme et normale
respectivement, on a donc la suite d'implications :

> up(x) CVAV X €/
neN

>~ up CVN sur / > up CVS sur [
neN / nEN

> up CVU sur [
neEN

. 1
Exemple 1: Etude de la série de fonctions > rych

2
n>1 %

Solution

1
X2 + n?

1
2

1
Posons pour tout x € R, up(x) = - On a |up(x)| < — pour tout x, donc |juq||® <
oo
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Convergence normale d'une série de fonctions

En utilisant les abréviations CVS, CVA, CVU et CVN pour convergence simple, absolue, uniforme et normale
respectivement, on a donc la suite d'implications :

> up(x) CVAV X €/
neN

>~ up CVN sur / > up CVS sur [
neN /) nEN

> up CVU sur [
neEN

1
+ n?

Exemple 1: Etude de la série de fonctions >

2
n>1 %

Solution

1
- 0n a |up(x)| < — pour tout x, donc ||u,,||]1§‘o < %

1
X2 + n?

Posons pour tout x € R, up(x) =

La série a termes positifs Z — étant convergente, il résulte du théoréme de comparaison des séries a
n>l1

termes positifs que la série S [|un||®  converge.
neN o0
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

En utilisant les abréviations CVS, CVA, CVU et CVN pour convergence simple, absolue, uniforme et normale
respectivement, on a donc la suite d'implications :

> up(x) CVAV X €/
neN

>~ up CVN sur / > up CVS sur [
neN /) nEN

> up CVU sur [
neEN

1
+ n?

Exemple 1: Etude de la série de fonctions >

2
n>1 %

Solution

1
- 0n a |up(x)| < — pour tout x, donc ||u,,||]1§‘o < %

1
X2 + n?

Posons pour tout x € R, up(x) =

La série a termes positifs Z — étant convergente, il résulte du théoréme de comparaison des séries a
n>l1

termes positifs que la série S [|un||®  converge.
neN o0

Ainsi, la série Y up est normalement, donc uniformément, convergente sur R.
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Séries de fonctions

e

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 @
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution
_])nflxn

On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = (

n

@ Convergence simple :
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution
_])nflxn

On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = (

n
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution
_])nflxn

On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = (

n
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*

@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution
_])nflxn

On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = (

n
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*
@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
@ Pour |x| < 1,0n a |u,(x)| < |x|". Or la série a termes positifs > |x|" est une série géométrique de raison
nEN*
|x| <1, donc convergente.
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution

N (_])nflxn
On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = —
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*

@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
@ Pour |x| < 1,0n a |u,(x)| < |x|". Or la série a termes positifs > |x|" est une série géométrique de raison
neEN*
|x| <1, donc convergente. Les théorémes de comparaison usuels sur les séries a termes réels positifs

assurent alors la convergence absolue, donc la convergence, de la série > up(x).
n>1
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution

N (_])nflxn
On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = —
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*
@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
@ Pour |x| < 1,0n a |u,(x)| < |x|". Or la série a termes positifs > |x|" est une série géométrique de raison
neEN*
|x| <1, donc convergente. Les théorémes de comparaison usuels sur les séries a termes réels positifs
assurent alors la convergence absolue, donc la convergence, de la série > up(x).
n>1

En conclusion : la série converge simplement sur l'intervalle |—1;1].

Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions Décembre 2022



LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution

N (_])nflxn
On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = —
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*
@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
@ Pour |x| < 1,0n a |u,(x)| < |x|". Or la série a termes positifs > |x|" est une série géométrique de raison
neEN*
|x| <1, donc convergente. Les théorémes de comparaison usuels sur les séries a termes réels positifs
assurent alors la convergence absolue, donc la convergence, de la série > up(x).
n>1

En conclusion : la série converge simplement sur l'intervalle |—1;1].

@ Convergence normale :
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution

N (_])nflxn
On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = —
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*

@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
@ Pour |x| < 1,0n a |u,(x)| < |x|". Or la série a termes positifs > |x|" est une série géométrique de raison
neEN*
|x| <1, donc convergente. Les théorémes de comparaison usuels sur les séries a termes réels positifs
assurent alors la convergence absolue, donc la convergence, de la série > up(x).

n>1
En conclusion : la série converge simplement sur l'intervalle |—1;1].
@ Convergence normale :
, . 1=y _ ! - U o
Il n’y a pas convergence normale sur tout I'intervalle ]—1; 1]. En effet, |[u,||'~" = —, et la série > — diverge!
oo

n neN* 1
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LI ERIDE  Convergence normale d'une série de fonctions

=

Exemple 2 (important) : Etude de la série de fonctions > (

n>1 ”

Solution

N (_])nflxn
On posera, pour tout x € R et tout n € N*, up(x) = —
@ Convergence simple :

@ Pour |x| > 1, uy(x) ne tend pas vers 0 quand n — +o0, donc la série > upn(x) diverge grossiérement.
nEN*

@ Pour x = 1la série converge (série harmonique alternée), et pour x = —1, la série diverge (série harmonique).
@ Pour |x| < 1,0n a |u,(x)| < |x|". Or la série a termes positifs > |x|" est une série géométrique de raison
neEN*
|x| <1, donc convergente. Les théorémes de comparaison usuels sur les séries a termes réels positifs
assurent alors la convergence absolue, donc la convergence, de la série > up(x).

n>1
En conclusion : la série converge simplement sur l'intervalle |—1;1].
@ Convergence normale :
, . 1=y _ ! - U o
Il n’y a pas convergence normale sur tout I'intervalle ]—1; 1]. En effet, |[u,||'~" = —, et la série > — diverge!
oo

n "EN* n
Cependant, il y a convergence normale (donc uniforme) sur tout intervalle de la forme [—a; a] avec 0 < a < 1. En

n
—a: a Pl a B P
effet, ||un||["%7 = —, etla série 3= — converge comme il a été vu plus haut.
oo n nEN* n
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Solution (suite)

@ Convergence uniforme :

Il n’y a pas convergence normale sur [0; 1], mais montrons cependant qu'il y a convergence uniforme sur [0; 1].
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Solution (suite)

@ Convergence uniforme :
Il n’y a pas convergence normale sur [0; 1], mais montrons cependant qu'il y a convergence uniforme sur [0; 1].

+oo +oo (,])k—‘ Xk
En effet, en notant R,(x) = > w(x) = >, ———
k=n+1 k=nt1 k
vérifie les hypotheéses du CSSA (vérification immédiate).

, Ra(x) est le reste d'ordre n d’une série alternée qui
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Solution (suite)

@ Convergence uniforme :
Il n’y a pas convergence normale sur [0; 1], mais montrons cependant qu'il y a convergence uniforme sur [0; 1].

+oo +oo (,])k—‘ Xk
En effet, en notant R,(x) = > w(x) = >, ———

k=n+1 k=nt1 k
vérifie les hypotheéses du CSSA (vérification immédiate).

, Ra(x) est le reste d'ordre n d’une série alternée qui

n+l ]

On a donc, pour tout x € [0;1], |Ra(x)| < S
n

n+1
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Solution (suite)

@ Convergence uniforme :
Il n’y a pas convergence normale sur [0; 1], mais montrons cependant qu'il y a convergence uniforme sur [0; 1].

+oo +oo (,])k—‘ Xk
En effet, en notant R,(x) = > w(x) = >, ———

k=n+1 k=nt1 k
vérifie les hypotheéses du CSSA (vérification immédiate).

, Ra(x) est le reste d'ordre n d’une série alternée qui

1
— — 0,
n4+1 n—+oo

On a donc, pour tout x € [0;1], |Ra(x)] <

1
<—.d Rl <
n+l’ = n+1 one ” "”oo =
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Convergence normale d'une série de fonctions

Solution (suite)

@ Convergence uniforme :
Il n’y a pas convergence normale sur [0; 1], mais montrons cependant qu'il y a convergence uniforme sur [0; 1].

+oo +oo (,])k—‘xk
En effet, en notant R,(x) = > w(x) = >, ———
k=n+1 k=nt1 k
vérifie les hypotheéses du CSSA (vérification immédiate).

, Ra(x) est le reste d'ordre n d’une série alternée qui

1
— —— —— 0, ce qui prouve la
n+1 n+1 n—+oo

convergence uniforme sur [0 ;1] (on en déduit facilement qu'il y a alors convergence uniforme sur tout intervalle de
la forme [a;1] avec —1 < a < 0).

On a donc, pour tout x € [0;1], |Ra(x)] <

1 .
< ——, done || R || <
n+1 oo
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SN Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 8: Interversion des limites (ou « théoréme de la double limite »).
Soit Y up une série de fonctions définies sur /, a valeurs dans K.
neN
Soit a € I (éventuellement 4=c0). On suppose que, pour tout entier n, la limite )!gna un(x) = £, existe, et
x€l
+o0

que la série > uj, est uniformément convergente dans un voisinage de a. Notons S = > up.

neN n=0
Alors :

@ La série > £, converge
neN

400 +oo +oo
@ lim S(x) = > £, (C'est-a-dire en abrégé : lim (Z un) = > limup).
Xx—élu n=0 a =0 n=0 4
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SN Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 8: Interversion des limites (ou « théoréme de la double limite »).
Soit Y up une série de fonctions définies sur /, a valeurs dans K.
neN
Soit a € I (éventuellement 4=c0). On suppose que, pour tout entier n, la limite )!gna un(x) = £, existe, et
x€l
+o0

que la série > uj, est uniformément convergente dans un voisinage de a. Notons S = > up.

neN n=0
Alors :

@ La série > £, converge
neN

400 +oo +oo
@ lim S(x) = > £, (C'est-a-dire en abrégé : lim (Z un) = > limup).
Xx—élu n=0 a =0 n=0 4

Les théorémes qui suivent découlent directement des théorémes similaires concernant les suites de
fonctions (on applique ces théorémes aux sommes partielles de la série de fonctions).
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 9: Continuité de la somme

Soit Y up une série de fonctions définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, telle que la série > uj
neEN neEN

converge simplement sur /. Soit § sa somme. On suppose que :

@ les u, sont continues en a;

@ il existe un voisinage V de a tel que la série > u, converge uniformément sur V.
neEN

Alors S est continue en a.
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 9: Continuité de la somme

Soit Y up une série de fonctions définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, telle que la série > uj
neN neN
converge simplement sur /. Soit § sa somme. On suppose que :

@ les u, sont continues en a;

@ il existe un voisinage V de a tel que la série > u, converge uniformément sur V.

neEN
Alors S est continue en a.
Corollaire:
Soit > up une série de fonctions définies sur un intervalle/, & valeurs dans K.
neN

Si les u, sont continues sur / et si la série converge uniformément localement sur /, alors sa
somme S est continue sur /.
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 9: Continuité de la somme

Soit Y up une série de fonctions définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, telle que la série > uj
neN neN
converge simplement sur /. Soit § sa somme. On suppose que :

@ les u, sont continues en a;

@ il existe un voisinage V de a tel que la série > u, converge uniformément sur V.

neEN
Alors S est continue en a.
Corollaire:
Soit > up une série de fonctions définies sur un intervalle/, & valeurs dans K.
neN

Si les u, sont continues sur / et si la série converge uniformément localement sur /, alors sa
somme S est continue sur /.

Démonstration

En effet, pour tout a € /il existe un voisinage V de a tel que la série > u, converge uniformément sur V.
D’apreés le théoréme précédent appliqué sur V, S est continue en a.
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 9: Continuité de la somme

Soit Y up une série de fonctions définies sur un intervalle /, a valeurs dans K, telle que la série > uj
neN neN
converge simplement sur /. Soit § sa somme. On suppose que :

@ les u, sont continues en a;

@ il existe un voisinage V de a tel que la série > u, converge uniformément sur V.

neEN
Alors S est continue en a.
Corollaire:
Soit > up une série de fonctions définies sur un intervalle/, & valeurs dans K.
neN

Si les u, sont continues sur / et si la série converge uniformément localement sur /, alors sa
somme S est continue sur /.

Démonstration

En effet, pour tout a € /il existe un voisinage V de a tel que la série > u, converge uniformément sur V.
D’apreés le théoréme précédent appliqué sur V, S est continue en a.
Ainsi S est continue en tout point de / c’est-a-dire sur /.
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 10: Interversion série-intégrale sur un segment.

Soit Y up une série de fonctions définies sur un segment [a; b] C R, a valeurs dans K.

neN
On suppose que les u, sont continues sur [a; b], et que la série Y u, converge uniformément sur
neN
+oo
[a; b]. Notons S = > up.
n=0
b b Too p
Alors S est continue sur [a; b], la série Z/ up(t) dt converge, et / S(t)dt = Z/ up(t) dt.
neNY A @ n=0"a

Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions Décembre 2022



Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 10: Interversion série-intégrale sur un segment.

Soit Y up une série de fonctions définies sur un segment [a; b] C R, a valeurs dans K.

neN
On suppose que les u, sont continues sur [a; b], et que la série Y u, converge uniformément sur
neN
+oo
[a; b]. Notons S = > up.
n=0
b b £ b
Alors S est continue sur [a; b], la série Z/ up(t) dt converge, et / S(t)dt = Z/ up(t) dt.
neNY A @ n=0"a

Remarque : Le théoréme s’applique également lorsque les u, sont seulement continues par morceaux,
mais il faut alors vérifier la continuité par morceaux de S, celle-ci n’étant plus assurée par la convergence
uniforme.
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 11: Dérivation terme a terme
Soit Y up une série de fonctions définies sur un intervalle /, a valeurs dans K.
neN
On suppose que :
a) les uy sont de classe €' sur /;

b) la série de fonctions Y u, converge simplement sur /; on notera S sa somme;
neN

o) la série de fonctions > u/, converge simplement sur /, la convergence étant uniforme locale sur /.
neN
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Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Théoréme 11: Dérivation terme a terme
Soit Y up une série de fonctions définies sur un intervalle /, a valeurs dans K.
neN
On suppose que :
a) les uy sont de classe €' sur /;
b) la série de fonctions Y u, converge simplement sur /; on notera S sa somme;

neN
Aq q ’ q . q
c) la série de fonctions Z u!, converge simplement sur /, la convergence étant uniforme locale sur /.

neEN

Alors :
@ La fonction S est de classe € sur /;

@ la série de fonctions > up converge uniformément localement sur /;
neEN

4
© pour tout x € ,ona: S (x) = > ul(x).

n=0

Décembre 2022

Chapitre XIll : Suites et séries de fonctions

PSI* (Lycée d’



SN Propriétés de la somme d'une série de fonctions

neEN
a) les uy, sont de classe € surI;

b) chaque série de fonctions us,i) pour j € [0; k — 1] converge simplement sur I;
neN

. . k . ) .
) la série de fonctions > us, ) converge simplement sur |, la convergence étant uniforme
neN

locale sur |.

Alors la fonction somme S est de classe €% sur I, chaque série 3" ug) avec j € [0; k]| converge
uniformément localement vers SU), et :

; +oo .
Vieo:k], Vxel, sVx) =S u(x).

n=0
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SN Propriétés de la somme d'une série de fonctions

Soit >, up une série de fonctions définies sur un intervalle I, a valeurs dans K. On suppose que :
neN

a) les u, sont de classe € sur |;

b) pour tout j € N, la série de fonctions > us,j) converge simplement sur | ;
neN

¢) il existe un entier p € N* tel que, pour tout entier k > p la série de fonctions > us,k)
neN
converge simplement sur |, la convergence étant uniforme locale sur |.

Alors : la fonction somme S est de classe €>° sur I, chaque série > us,i) avec j € N converge
uniformément localement vers SU) et :

+oo .
VieN,Vxel, sx) = u¥(x).

n=0
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