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Lobjet de ce chapitre est d’étendre la notion d'intégrale au cas des fonctions continues
par morceaux sur un intervalle / qui n’est pas un segment c’est-a-dire de la forme :

la;b], [a;b], ]—oo;b], ]—o0;b[, [a;+0c0[, Ja;+oo[, Ja;b[ ou]—oco;+oo]

avec —o0o < a < b < +oo.
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Lobjet de ce chapitre est d’étendre la notion d'intégrale au cas des fonctions continues
par morceaux sur un intervalle / qui n’est pas un segment c’est-a-dire de la forme :

la;b], [a;b[, ]—o0;b], ]—o00; b[, [a;4o0[, la;+oo[, Ja;b[ ou]—oo; +o0[
avec —oo < a < b < +oo0.

Toutes les applications considérées ici sont définies sur un intervalle / de R et sont &
valeurs dans K =R ou C.
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 1

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —oco < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b
On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) / f(t) dt converge (ouexiste) si :
a

lim /f(t)dt existe.
x—b— Jq

S'il en est ainsi, cette intégrale est notée :

/abf(t)dt ou /abf

b
Dans le cas contraire on dit que l'intégrale généralisée / f diverge.
a
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 1

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —oco < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b
On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) / f(t) dt converge (ouexiste) si :
a

lim /f(t)dt existe.
x—b— Jq

S'il en est ainsi, cette intégrale est notée :

/abf(t)dt ou /abf

b
Dans le cas contraire on dit que l'intégrale généralisée / f diverge.
a

X
Remarque : Si F est une primitive de f, on a, pour tout x € [a; b|, / f(t)dt = [F(t)]); = F(x) — F(a).
a

Dire que l'intégrale converge signifie donc que lim F(x) existe.
x—b—
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T dt
o / —— est divergente.
) T—¢
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T de
Qo / —— est divergente.
) T—¢

Solution

Déja, la fonction t — test continue sur [0;1].
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T de
Qo / —— est divergente.
) T—¢

Solution

Déja, la fonction t — est continue sur [0;1].

X dt
Pour tout x € [0;1], / —— = —In(1—x) — +o0, donc l'intégrale diverge.
0 1—t x—1"
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples
T de

Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples
T de

(7] / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(%) / - est divergente.
1

Solution

1
Déj3, la fonction t — ;est continue sur [1; +o0l.

Intégration sur un intervalle quelconque



Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T dt
Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

Solution

1
Déj3, la fonction t — ;est continue sur [1; +o0l.

X dt _ .
Pour tout x > 1, — =Inx — <00, donc l'intégrale diverge.
1 X—+00
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples
T de

(7] / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(%) / - est divergente.
1

too dt g
est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples
T de

Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

too dt g
est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2

Solution

1
Déj3, la fonction t — ———est continue sur R..
1+ ¢
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T dt
Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

too dt g
est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2

Solution

1
Déj3, la fonction t — ———est continue sur R..
1+ ¢

T
= Arctanx — —, donc l'intégrale converge et
14+ £ x—4o00 2

X
Pour tout x > 0, /
0

/*"O dt . /X dr T
= lim =
0 14+ xodoo fy 1482 2
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples
T de

Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

too dt g
est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2

+oco
9 / e dt (avec a € R) converge si et seulement si a < 0.
0

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque



Intégrales généralisées : d

Exemples

T dt
Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

+oco T
/ est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2

+oco
9 / e dt (avec a € R) converge si et seulement si a < 0.
0

Solution

En effet : la fonction t — e est continue sur R

Y X sia=0
et, pour tout x > 0, / e dt =

0 (e™ —1) sinon.

Q| =

hapitre XIl
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T dt
Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

too dt g
est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2

+oco
9 / e dt (avec a € R) converge si et seulement si a < 0.
0

Solution

En effet : la fonction t — e est continue sur R

Y X sia=0
et, pour tout x > 0, / e dt = 1
0 — (e™ —1) sinon.
a

Cette expression a une limite lorsque x — +oo (c’est-a-dire I'intégrale converge) si et seulement si a < 0.
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Intégrales généralisées : définitions

Exemples

T dt
Qo / —— est divergente.
) 1— ¢

+oo (¢
(2] / i est divergente.
1

too dt g
est convergente et vaut —.
0 1+ ¢ 2

+oco
9 / e dt (avec a € R) converge si et seulement si a < 0.
0

b
Lorsqu'on écrit par exemple « Etudier la nature de l'intégrale / f(t)dt» ou
a

b b
A « Lintégrale / f(t) dt diverge », le terme / f(t) dt n'existe pas en tant que nombre;
a a

il s'agit juste d'un symbole et il est impossible de T'utiliser dans les calculs tant que I'on
n'a pas prouvé son existence, c'est-a-dire la convergence de l'intégrale.
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Intégrales généralisées : défi
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 1: Intégrale faussement impropre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec a et b finis, a valeurs dans K.
b
Si f admet une limite finie en b, alors l'intégrale / f converge.
a

b b
De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a : / = / f.
a a

Démonstration

Il est clair que Vapplication J est continue par morceaux sur le segment [a; b]. On peut donc définir

b~
l'intégrale/ f.
a
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 1: Intégrale faussement impropre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec a et b finis, a valeurs dans K.
b
Si f admet une limite finie en b, alors l'intégrale / f converge.
a

b b
De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a : / = / f.
a a

Démonstration
Il est clair que Vapplication J est continue par morceaux sur le segment [a; b]. On peut donc définir

b~
l'intégrale/ f.

a
X X
Pour tout x € [a; b[ onaalors/ f:/ f,
a a
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 1: Intégrale faussement impropre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec a et b finis, a valeurs dans K.
b
Si f admet une limite finie en b, alors l'intégrale / f converge.
a

b b
De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a : / = / f.
a a

Démonstration

Il est clair que Vapplication J est continue par morceaux sur le segment [a; b]. On peut donc définir

b

I'intégrale / f.
a

X X X
Pour tout x € [a; b[ on a alors / f= / f, et, puisque I'application x — / f est continue sur [a; b]
a a a

X b
(cf. chapitre précédent), on a lim f= / f, d'ott le résultat.
a

x—=b Jq
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 1: Intégrale faussement impropre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec a et b finis, a valeurs dans K.
b
Si f admet une limite finie en b—, alors l'intégrale / f converge.
a

b b
De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a : / = / f.
a a

Exemple

. T nt
Etude de/ de.
% 1—t

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales généralisées : définitions

Exemple

. Tint
Etudede/ ]n
2

olution

t
Lapplication f: t — — est continue sur [

PSI* (1
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Intégrales généralisées :

Exemple

. Tint
Etude de/ n de.
% 1—t

Solut

e Int . 1
Lapplication f: t — — est continue sur [E ;

On sait de plus que Int ~ t —Tdonc lim f(t) = —1.
t—1 t—1—
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 1: Intégrale faussement impropre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec a et b finis, a valeurs dans K.
b
Si f admet une limite finie en b—, alors l'intégrale / f converge.
a

b b
De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a : / = / f.
a a

Exemple

. T nt
Etude de/ de.
% 1—t

Solution

) S nt . :

Lapplication f: t — — est continue sur [E ;l[.

On sait de plus que Int ~ t —Tdonc lim f(t) = —1.
t—1 t—1—

La fonction [ se prolonge donc en une fonction continue sur [% ;1], et son intégrale existe.
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 1: Intégrale faussement impropre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec a et b finis, a valeurs dans K.
b
Si f admet une limite finie en b, alors l'intégrale / f converge.
a

b b
De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a : / = / f.
a a

Exemple

p T nt
Etude de/ de.
% 1—t

2 Le résultat précédent s’applique uniquement lorsque b est un réel fini!

1 +o00
Par exemple, pour f: t — - on a bien lim f(t) = 0 mais / f(t) dt diverge.
t t—+o00 1
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 2

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec —0co < a < b < 400, a valeurs dans K, et soit

b b
c € ]a; b|. Lintégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si l'intégrale généralisée / f(t)dt
a c

/abf(t)dtz/acf(t)dt—i—/cbf(t)dt.

converge et, dans ce cas :
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 2

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec —0co < a < b < 400, a valeurs dans K, et soit

b b
c € ]a; b|. Lintégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si l'intégrale généralisée / f(t)dt
a c

/abf(t)dt:/acf(t)dt—l—/cbf(t)dt.

Autrement dit, pour une fonction continue par morceaux sur [a; b[, l'existence de l'intégrale est une notion
locale au voisinage de b.

converge et, dans ce cas :

Pour cette raison, on utilise souvent 'expression : « 'intégrale converge en b ».
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Intégrales généralisées : définitions

Proposition 2

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[ avec —0co < a < b < 400, a valeurs dans K, et soit

b b
c € ]a; b|. Lintégrale généralisée / f(t) dt converge si et seulement si l'intégrale généralisée / f(t)dt
a c

/ﬂbf(t)dt:/acf(t)dt—l—/cbf(t)dt.

Autrement dit, pour une fonction continue par morceaux sur [a; b[, l'existence de l'intégrale est une notion
locale au voisinage de b.

converge et, dans ce cas :

Pour cette raison, on utilise souvent 'expression : « 'intégrale converge en b ».

Démonstration

Pour tout x € [a; b[ on a d’aprés la relation de Chasles : / f(t)dt = / f(t)dt + / f(t)dt, donc il

suffit de faire tendre x vers b—.
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 2

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle Ja; b] avec —oco < a < b < 400, a valeurs
dans K.
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 2

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle Ja; b] avec —oco < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b
On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) / f(t) dt converge (ouexiste) si :
a

b
lim / f(t)dt existe.

x—at

S'il en est ainsi, cette intégrale est notée :

/abf(t)dt ou /abf.

b
Dans le cas contraire on dit que I'intégrale généralisée / f diverge.
a
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 2

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle Ja; b] avec —oco < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b
On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) / f(t) dt converge (ouexiste) si :
a

b
lim / f(t)dt existe.

x—at

S'il en est ainsi, cette intégrale est notée :

/abf(t)dt ou /abf.

b
Dans le cas contraire on dit que I'intégrale généralisée / f diverge.
a

Remarque : On obtient dans ce cas des résultats analogues & ceux des propositions 1 et 2 : notion
d’intégrale faussement impropre en a, et l'intégrabilité est une notion locale au voisinage de a™.
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Intégrales généralisées : définitions

1
Exemple 1: / In tdt est convergente et vaut —I.
0
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Intégrales génér: s : définitions

1
Exemple 1: / In tdt est convergente et vaut —I.
0

Solution

La fonction t — In t est continue sur ]0; 1],
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Intégrales généi

1
Exemple 1: / In tdt est convergente et vaut —I.
0

Solution

La fonction t — In t est continue sur ]0;1], et pour x > 0,

1
/ Intdt=[tint—¢]' =x—1—xlnx — —I.
X X x—0t
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Intégrales généi

1
Exemple 1: / In tdt est convergente et vaut —1.
0

Solution

La fonction t — In t est continue sur ]0;1], et pour x > 0,

1
/ Intdt=[tint—¢]' =x—1—xlnx — —I.
X X x—0t

Cela prouve que l'intégrale converge et vaut —1.
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Intégrales généralisées : définitions

1
Exemple 1: / In tdt est convergente et vaut —1.
0

Solution

La fonction t — In t est continue sur ]0;1], et pour x > 0,

1
/ Intdt=[tint—¢]' =x—1—xlnx — —I.
X X x—0t

Cela prouve que l'intégrale converge et vaut —1.

1 de
Exemple 2 : / —= est convergente et vaut 2.
0 Vi
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Intégrales généralisées : définitions

1
Exemple 1: / In tdt est convergente et vaut —1.
0

Solution

La fonction t — In t est continue sur ]0;1], et pour x > 0,
x—0t

1
/Intdt: [tht—1f! =x—1—xInx — —1.
X

Cela prouve que l'intégrale converge et vaut —1.

1 de
Exemple 2 : / —= est convergente et vaut 2.
0 Vi

Solution

1 T dt 1
La fonction t — — est continue sur ]0;1], et pour x > 0, / — = [2\/?] =2—2y/x — 2.
\/; ] ] P = \/; X \/7 x—0t

Cela prouve que lintégrale converge et vaut 2.
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 3

Soit f une application continue par morceaux sur un intervalle Ja; b[ avec —co < a < b < 400 a valeurs
dans K.
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 3

Soit f une application continue par morceaux sur un intervalle Ja; b[ avec —co < a < b < 400 a valeurs
dans KK. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

c b
(i) Il existe ¢ € ]a; b tel que les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c

c b
(ii) Pour tout ¢ € |a; b, les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 3

Soit f une application continue par morceaux sur un intervalle Ja; b[ avec —co < a < b < 400 a valeurs
dans KK. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

c b
(i) Il existe ¢ € ]a; b tel que les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c
c b
(ii) Pour tout ¢ € |a; b, les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c

c b
Si tel est le cas, la somme des deux intégrales généralisées : / f(t)dt+ / f(t) dt ne dépend pas de c.
a c

/ubf(t)dt ou /ubf
b

et on dit alors que l'intégrale généralisée / f converge.
a

On la note :
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 3

Soit f une application continue par morceaux sur un intervalle Ja; b[ avec —co < a < b < 400 a valeurs
dans KK. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

c b
(i) Il existe ¢ € ]a; b tel que les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c
c b
(ii) Pour tout ¢ € |a; b, les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c

c b
Si tel est le cas, la somme des deux intégrales généralisées : / f(t)dt+ / f(t) dt ne dépend pas de c.
a c

/ubf(t)dt ou /ubf
b

et on dit alors que l'intégrale généralisée / f converge.
a

On la note :

b
On dira donc que l'intégrale / f diverge s'il existe ¢ € ]a; b tel que I'une au moins des intégrales
a

/C f(t) dt ou /b f(t) dt diverge.
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Intégrales généralisées : définitions

Définition 3

Soit f une application continue par morceaux sur un intervalle Ja; b[ avec —co < a < b < 400 a valeurs
dans KK. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

c b
(i) Il existe ¢ € ]a; b tel que les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c
c b
(ii) Pour tout ¢ € |a; b, les intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt convergent.
a c

c b
Si tel est le cas, la somme des deux intégrales généralisées : / f(t)dt+ / f(t) dt ne dépend pas de c.
a c

/ubf(t)dt ou /ubf
b

et on dit alors que l'intégrale généralisée / f converge.
a

On la note :

b
On dira donc que l'intégrale / f diverge s'il existe ¢ € ]a; b tel que I'une au moins des intégrales
a

/C f(t) dt ou /b f(t) dt diverge.
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Intégrales généralisées : définitions

Remarque :

Avec les hypothéses de la définition précédente, soit F une primitive de f sur ]a; b[ et soit ¢ € ]a; b].

c
Dire que lintégrale / f existe équivaut a dire que lim F(x) existe; et dans ce cas, on a
a x—at

x—at

/f—Fc)— ||m F(x).
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Intégrales généralisées : définitions

Remarque :

Avec les hypothéses de la définition précédente, soit F une primitive de f sur ]a; b[ et soit ¢ € ]a; b].

c
Dire que lintégrale / f existe équivaut a dire que Iim+ F(x) existe; et dans ce cas, on a
X—a
c § b
/ f =F(c) — lim F(x). Dire que I'intégrale / f existe équivaut a dire que lim F(y) existe; et dans
@ x—at ¢ y—b—

b
ce cas, on a / f= lim F(y) — F(c).
c y—b—
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Intégrales généralisées : définitions

Remarque :

Avec les hypothéses de la définition précédente, soit F une primitive de f sur ]a; b[ et soit ¢ € ]a; b].

c
Dire que lintégrale / f existe équivaut a dire que Iim+ F(x) existe; et dans ce cas, on a
X—a
c § b
/ f =F(c) — lim F(x). Dire que I'intégrale / f existe équivaut a dire que lim F(y) existe; et dans
@ x—at ¢ y—b—
b
ce cas, on a / f= lim F(y) — F(c).
c y—b—

b
Ainsi, dire que / f existe équivaut a dire que F admet une limite en a™ et b~ ; et dans ce cas, on aura
a

/bf(t) dt = lim [F(0)]} = lim F —lim F

y—b—
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Intégrales généralisées : définitions

Remarque :

Avec les hypothéses de la définition précédente, soit F une primitive de f sur ]a; b[ et soit ¢ € ]a; b].

c
Dire que lintégrale / f existe équivaut a dire que Iim+ F(x) existe; et dans ce cas, on a
X—a

c ¢ b

/ f =F(c) — lim F(x). Dire que I'intégrale / f existe équivaut a dire que lim F(y) existe; et dans
@ x—at c y—b—
b
ce cas, on a / f= lim F(y) — F(c).
c y—b—
b
Ainsi, dire que / f existe équivaut a dire que F admet une limite en a™ et b~ ; et dans ce cas, on aura
a
b y
t)dt = lim [F(t)|7 =limF —IlimF
[ Hode= tm [FO] = tim i
y—b—

que l'on notera parfois abusivement [F(t)]z (mais cette écriture n'est autorisée qu’aprés avoir justifié
I'existence des deux limites).
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Intégrales généralisées : définitions

+o0 t
Exemple 1: / est convergente, et vaut .
1+ &

— 00
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Intégrales généralisées : définitions

+o0 t
Exemple 1: / 5 est convergente, et vaut 7.
oo 1+t

Solution

En effet, la fonction t — HLtZ est continue sur R et

voodt ™ ™
V(x,y) € R?, /X e :Arctany—Arctanxy_>—+>OO 5 (— E) =
X——00

tégration sur un intervalle quelconque



Intégrales génér: s : définitions

+oo  dr
Exemple 1 / 5 est convergente, et vaut 7.
oo 1+t

Tode
Exemple 2 : / ——— est convergente et vaut 7.

V1= £
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Intégrales généralisées : définitions

+oo  dr
Exemple 1 / 5 est convergente, et vaut 7.
oo 1+t

Tode
Exemple 2 : / ——— est convergente et vaut 7.
-1

V1— 2

Solution
i

Vi-e

En effet, la fonction ¢ — est continue sur ]—1;1[ et

Yoo dt ks ™
v 6—1;12,/—:A iny — Arcsi —>——:(——): .
(x,y) €] [ Vo rcsiny rcsin x = 5 ™

x——1
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Intégrales généralisées : définitions

+o0o t
Exemple 1: / 5 est convergente, et vaut .
oo 1+t

Tode
Exemple 2 : / ——— est convergente et vaut 7.
-1

Vi— £
+oo (¢
Exemple 3 : / z est divergente.
0

Solution

dt 1

+oo dl‘ X
En effet, I'intégrale —- est convergente (car —=1-= — ),
1 t I X x—+oo

T de . 1 de 1
mais — est divergente (car — ==+ - — +o0).
0 5 &

X x—0t
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Intégrales généralisées : défin

ATTENTION!

On prendra garde a ne pas simplifier outrageusement la définition!
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Intégrales génér

ATTENTION!

On prendra garde a ne pas simplifier outrageusement la définition!
X

+o00
Par exemple, il ne faut pas confondre / tdt (qui diverge!) avec lim / tdt (qui vaut 0).
—e9 X—+oo J_
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Intégrales généralisées : définitions

ATTENTION!

On prendra garde a ne pas simplifier outrageusement la définition!
X

+o00
Par exemple, il ne faut pas confondre / tdt (qui diverge!) avec lim / tdt (qui vaut 0).
—e9 X—+oo J_

Yy
Lorsqu'on calcule |im+ / f(t) dt, il est important que les variables x et y soient indépendantes.
X—ra X
y—b~—
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Intégrales généralisées : définitions

ATTENTION!

+o0o
Contrairement aux séries, il se peut que / f converge sans que lim f(t)=0!!
@ t—+oo
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Intégrales généralisées : définitions

ATTENTION!
+o0o
Contrairement aux séries, il se peut que / f converge sans que lim f(t)=0!!
@ t—+4o0

Exemple : Soit f définie sur R, continue et affine par morceaux, telle que :
o f(0) =0; o vneN [ (n—g) =f(n+35)=0etf(n)=n
La courbe représentative de f est donc la suivante :

3 Ay

Tl
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Intégrales généralisées : définitions

ATTENTION!
+o0o
Contrairement aux séries, il se peut que / f converge sans que t_l::_n f(t)y=on
oo
a

Exemple : Soit f définie sur R, continue et affine par morceaux, telle que :
o f(0) =0; o vneN [ (n—g) =f(n+35)=0etf(n)=n
La courbe représentative de f est donc la suivante :

3 Ay

Tl

1 2 8 4

+o0 2
Alors Tintégrale / () dt converge (et vaut ~—). Cependant, lim f(t) n'existe pas! Pire, f nest
0 12 t—+oo

méme pas bornée sur R !
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Intégrales généralisées : propriétés

Les propriétés qui suivent sont énoncées dans le cas d'une fonc-
tion continue par morceaux sur un intervalle de la forme [a; b[ avec
—00 < a < b < 4o00. On obtient bien str des résultats analogues
pour les deux autres cas d'intégrale généralisée, dans le cas d'un inter-
valle de la forme ]a; b] ou de la forme ]a; b[.
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 3

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b[ a valeurs dans K et \ et p deux scalaires.

b b
On suppose que les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent.
a

a

b
Alors l'intégrale généralisée / (Af + pg) (t) dt converge et :
a

b b b
[ or+m@de=x [“fod+n [ o
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 3

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b[ a valeurs dans K et A et p deux scalaires.

b b
On suppose que les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent.
a a

b
Alors l'intégrale généralisée / (Af + pg) (t) dt converge et :
a

b b b
[ or+m@de=x [“fod+n [ o

En termes savants : le sous-ensemble de %, ([a; b], K) formé des fonctions dont I'intégrale converge est

b
un sous-espace vectoriel de G,([a; b], K), et sur cet espace, I'application f — / f est une forme
a

linéaire.
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 3

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b[ a valeurs dans K et A et p deux scalaires.

b b
On suppose que les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent.
a

a

b
Alors l'intégrale généralisée / (Af + pg) (t) dt converge et :
a

b b b
[ or+m@de=x [“fod+n [ o

En termes savants : le sous-ensemble de %, ([a; b], K) formé des fonctions dont I'intégrale converge est
b
un sous-espace vectoriel de G,([a; b], K), et sur cet espace, I'application f — / f est une forme
a

linéaire.

Démonstration

découle immédiatement de la linéarité de I'intégrale sur un segment et de la linéarité de la limite.
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 3

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b[ a valeurs dans K et A et p deux scalaires.

b b
On suppose que les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent.
a

a

b
Alors l'intégrale généralisée / (Af + pg) (t) dt converge et :
a

b b b
[ or+m@de=x [“fod+n [ o

En termes savants : le sous-ensemble de %, ([a; b], K) formé des fonctions dont I'intégrale converge est

b
un sous-espace vectoriel de G,([a; b], K), et sur cet espace, I'application f — / f est une forme
a

linéaire.

Démonstration

découle immédiatement de la linéarité de I'intégrale sur un segment et de la linéarité de la limite.

Remarque : Il résulte immédiatement de la proposition précédente que, si f a une intégrale divergente sur
[a; b et g une intégrale convergente, alors l'intégrale de f + g sera divergente.

On ne peut cependant rien dire a priori de la somme de deux intégrales divergentes.
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Intégrales généralisées : propriétés

SENS
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Intégrales généralisées : propriétés

A\ :

Par exemple, I'écriture / N’A AUCUN
1

SENS!!!
Proposition 4
@ Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[, a valeurs réelles.
Si f > 0 sur [a; b[ et si l'intégrale de f est convergente, alors /b f(t)dt >0
a

9 Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b[, a valeurs réelles.
i f(t) < g(t) pour tout t € [a; b[ et si les intégrales de f et de g convergent, alors

/ft)dt / g(t) dt.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Novembre 2022



Intégrales généralisées : propriétés

A\

Par exemple, I'écriture / N’A AUCUN
1

SENS!!!
Proposition 4
@ Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b[, a valeurs réelles.
Si f > 0 sur [a; b[ et si l'intégrale de f est convergente, alors /b f(t)dt >0
a

@ Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b, a valeurs réelles.
Si f(t) < g(t) pour tout t € [a; b[ et si les intégrales de f et de g convergent, alors

f f(t)dt < f (1) dt.

Démonstration

immédiat, compte tenu de la propriété similaire pour les intégrales sur un segment et du théoréme de
prolongement des inégalités pour les limites.
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Intégrales généralisées : propriétés
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 5

Soit f une fonction continue sur [a; b[, a valeurs réelles positives, telle que l'intégrale de f sur [a; b[
est convergente.

b
Alors:/ f(t)dt =0 == f =0 sur [a; b[.

Démonstration

b X b X
Soit x € [a; b[. Puisque / = / f+/ f, que / f est positive d'apreés les propriétés des intégrales
a a X

a

b b
sur un segment et que / f est positive d’aprés la proposition précédente, I'égalité / f = 0 implique
X a

/uxf:().
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 5

Soit f une fonction continue sur [a; b[, a valeurs réelles positives, telle que l'intégrale de f sur [a; b[
est convergente.

b
Alors:/ f(t)dt =0 == f =0 sur [a; b[.

Démonstration
b X b X
Soit x € [a; b[. Puisque / = / f+/ f, que / f est positive d'apreés les propriétés des intégrales
a a X a

b b
sur un segment et que / f est positive d’aprés la proposition précédente, I'égalité / f = 0 implique
X a

/uxf:().

Compte tenu du théoréme correspondant pour les intégrales sur un segment, on en déduit f = 0 sur
[a; x], et ce, pour tout x € [a; b[, donc f = 0 sur [a; b[.
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 5

Soit f une fonction continue sur [a; b[, a valeurs réelles positives, telle que l'intégrale de f sur [a; b[
est convergente.

b
Alors:/ f(t)dt =0 = f =0 sur [a; b].

Proposition 6

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b, a valeurs dans C.
Pour que l'intégrale de [ sur [a; b[ soit convergente, il faut et il suffit que les intégrales de Re (f) et de
Zm(f) le soient, et, dans ce cas on a :

b b b
/f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Tm (f(1)) dt.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 5

Soit f une fonction continue sur [a; b[, a valeurs réelles positives, telle que l'intégrale de f sur [a; b[
est convergente.

b
Alors:/ f(t)dt =0 = f =0 sur [a; b].

Proposition 6

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b, a valeurs dans C.
Pour que l'intégrale de [ sur [a; b[ soit convergente, il faut et il suffit que les intégrales de Re (f) et de
Zm(f) le soient, et, dans ce cas on a :

b b b
/f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Tm (f(1)) dt.

Démonstration

immédiat compte tenu de la propriété similaire pour les intégrales sur un segment et des propriétés des
limites.
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Intégrales généralisées : propriétés

Proposition 5

Soit f une fonction continue sur [a; b[, a valeurs réelles positives, telle que l'intégrale de f sur [a; b[
est convergente.

b
Alors:/ f(t)dt =0 = f =0 sur [a; b].

Proposition 6

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b, a valeurs dans C.
Pour que l'intégrale de [ sur [a; b[ soit convergente, il faut et il suffit que les intégrales de Re (f) et de
Zm(f) le soient, et, dans ce cas on a :

b b b
/f(t)dt:/ Re(f(t))dt+i/ Tm (f(1)) dt.

Corollaire:
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b, a valeurs dans C.

b b
Si l'intégrale / f(t) dt est convergente, il en est de méme de / f(t)dtetona:
a a

/ﬂbmdtzfﬂbf(t)dt.
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Cas des fonctions positives

b
Etudier la nature d’une intégrale généralisée / f(t) dt, avec f continue par morceaux sur [a; b], est
a

facile lorsqu'on sait déterminer une primitive F de f. En effet, dans ce cas, il suffit de calculer la limite de
Fenb™.
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Cas des fonctions positives

b
Ftudier la nature d’une intégrale généralisée / f(t) dt, avec f continue par morceaux sur [a; b], est
a
facile lorsqu'on sait déterminer une primitive F de f. En effet, dans ce cas, il suffit de calculer la limite de
Fenb™.

Cela est malheureusement rarement le cas; I'idée est alors de comparer la fonction f a des fonctions de
référence, comme on I'a fait pour les séries numériques.

Comme pour les séries, on commence par établir ces critéres dans le cas de fonctions a valeurs réelles
positives.
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Cas des fonctions positives

b
Ftudier la nature d’une intégrale généralisée / f(t) dt, avec f continue par morceaux sur [a; b], est
a
facile lorsqu'on sait déterminer une primitive F de f. En effet, dans ce cas, il suffit de calculer la limite de
Fenb™.

Cela est malheureusement rarement le cas; I'idée est alors de comparer la fonction f a des fonctions de
référence, comme on I'a fait pour les séries numériques.

Comme pour les séries, on commence par établir ces critéres dans le cas de fonctions a valeurs réelles
positives.

En effet, si f: [a; b[ — R est a valeurs positives, I'application F: x — / f(t) dt est croissante sur [a; b].

D’aprés le théoréme de la limite monotone, sa limite en b~ existe si et seulement si elle est majorée.

On obtient donc le théoréme suivant, élémentaire mais fondamental puisqu'il est a l'origine de toutes les
régles de comparaison qui vont suivre :
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Cas des fonctions positives

Théoréme 1

Soit f continue par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < 400, a valeurs réelles positives.
[a;] — R
X
X — / f(t)dt.

a

Soit F I'application F :

b
Alors l'intégrale / f(t) dt converge si et seulement si F est majorée.
a

b X
Dans ce cas, / f(t)dt = lim F(x) — F(a) et, dans le cas contraire, lim / f(t)dt = +oo.
a x—b— x—b— Jaq
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Cas des fonctions positives

Théoréme 1

Soit f continue par morceaux sur [a; b[, avec —co < a < b < +00, a valeurs réelles positives.
[a;] — R
% 12 TocoreFranc . X
Soit F l'application F : M / £(¢)dt.

a

b
Alors l'intégrale / f(t) dt converge si et seulement si F est majorée.
a

b X
Dans ce cas, / f(t)dt = lim F(x) — F(a) et, dans le cas contraire, lim / f(t)dt = +oo.
a x—b— x—b— Jaq

Remarque :

Dans le cas d’une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja; b] avec —co < a < b < +oo et a

b
valeurs réelles positives, la fonction x — / f(t) dt est décroissante (vérification facile).
X
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Cas des fonctions positives

Théoréme 1

Soit f continue par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < 400, a valeurs réelles positives.
[a;] — R
X
X — / f(t)dt.

a

Soit F I'application F :

b
Alors l'intégrale / f(t) dt converge si et seulement si F est majorée.
a
b X
Dans ce cas, / f(t)dt = lim F(x) — F(a) et, dans le cas contraire, lim / f(t)dt = +oo.
a x—b— x—b— Jq
Remarque :

Dans le cas d’une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja; b] avec —co < a < b < +oo et a

b
valeurs réelles positives, la fonction x — / f(t) dt est décroissante (vérification facile).
X

Elle admet donc une limite en a* si et seulement si elle est majorée : on obtient donc un résultat tout a
fait similaire. Pour cette raison, les théorémes de comparaison qui vont suivre restent entiérement valables
dans le cas ou l'intervalle d'intégration est de la forme ]a; b].
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Cas des fonctions positives

Théoréme 1

Soit f continue par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < 400, a valeurs réelles positives.
[a;] — R
X
X — / f(t)dt.

a

Soit F I'application F :

b
Alors l'intégrale / f(t) dt converge si et seulement si F est majorée.
a

b X
Dans ce cas, / f(t)dt = lim F(x) — F(a) et, dans le cas contraire, lim / f(t)dt = +oo.
a x—b— x—b— Jaq

Remarque :

Dans le cas d’une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja; b] avec —co < a < b < +oo et a

b
valeurs réelles positives, la fonction x — / f(t) dt est décroissante (vérification facile).
X

Elle admet donc une limite en a* si et seulement si elle est majorée : on obtient donc un résultat tout a
fait similaire. Pour cette raison, les théorémes de comparaison qui vont suivre restent entiérement valables
dans le cas ou l'intervalle d'intégration est de la forme ]a; b].

On déduit facilement de ce théoréme le premier critére de comparaison :
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Cas des fonctions positives

Théoréme 2

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oco < a < b < +o0, a valeurs réelles.

On suppose qu'il existe ¢ € [a; b tel que : V't € [c; b[, 0 < f(t) < g(t).
Alors :

b b b b
Q Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge (et on a alors / f< / g)
a a c c

b b
Q Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
a a
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Cas des fonctions positives

Théoréme 2

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs réelles.

On suppose qu'il existe ¢ € [a; b[ tel que: Vt € [c; b, 0 < f(t) < g(1).
Alors :

b b b b
Q Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge (et on a alors / f< / g)
a a c c

b b
Q Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
a a

Démonstration

Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque la seconde en est simplement la contraposée.
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Cas des fonctions positives

Théoréme 2

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs réelles.

On suppose qu'il existe ¢ € [a; b[ tel que: Vt € [c; b, 0 < f(t) < g(1).
Alors :

b b b b
Q Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge (et on a alors / f< / g)
a a c c

b b
Q Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
a a

Démonstration

Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque la seconde en est simplement la contraposée.

b b b
Pour tout x € [c; b, notons F(x) = / f(t)dt et G(x) = / g(t) dt, et supposons que / g converge.
c c a
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Cas des fonctions positives

Théoréme 2

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs réelles.

On suppose qu'il existe ¢ € [a; b[ tel que: Vt € [c; b, 0 < f(t) < g(1).
Alors :

b b b b
Q Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge (et on a alors / f< / g)
a a c c

b b
Q Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
a a

Démonstration

Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque la seconde en est simplement la contraposée.

b b b
Pour tout x € [c; b, notons F(x) = / f(t)dt et G(x) = / g(t) dt, et supposons que / g converge.
c c a

Alors :

b
Vx € [c;b[, F(x) < G(x) < / g(t)dt (car g = 0).

c
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Cas des fonctions positives

Théoréme 2

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs réelles.

On suppose qu'il existe ¢ € [a; b[ tel que: Vt € [c; b, 0 < f(t) < g(1).
Alors :

b b b b
Q Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge (et on a alors / f< / g)
a a c c

b b
Q Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
a a

Démonstration

Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque la seconde en est simplement la contraposée.

X X b
Pour tout x € [c; b, notons F(x) = / f(t)dt et G(x) = / g(t) dt, et supposons que / g converge.
c c a

Alors :

b
Vx € [c;b[, F(x)éG(x)é/ g(t)dt (car g = 0).

c

Ainsi, la fonction F est majorée; [ étant a valeurs positives sur [c; b[, on déduit du théoréme 1 que

b
I'intégrale/ f(t) dt converge.
c
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Cas des fonctions positives

Théoréme 2

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs réelles.

On suppose qu'il existe ¢ € [a; b[ tel que: Vt € [c; b, 0 < f(t) < g(1).
Alors :

b b b b
Q Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge (et on a alors / f< / g)
a a c c

b b
Q Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.
a a

Démonstration

Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque la seconde en est simplement la contraposée.

X X b
Pour tout x € [c; b, notons F(x) = / f(t)dt et G(x) = / g(t) dt, et supposons que / g converge.
c c a

Alors : .
Vx € [c;b[, F(x)éG(x)é/ g(t)dt (car g = 0).

c

Ainsi, la fonction F est majorée; [ étant a valeurs positives sur [c; b[, on déduit du théoréme 1 que

b
I'intégrale/ f(t) dt converge.
c

b
Lintégrale / f(t) dt est donc aussi convergente d’aprés la proposition 2.
a
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

Solution

_XZ

On commence par remarquer que la fonction x — e~ est continue sur [0; +o00[; le probléeme de

l'intégrabilité se situe donc au voisinage de +oo.
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

Solution

_XZ

On commence par remarquer que la fonction x — e~ est continue sur [0; +o00[; le probléeme de

l'intégrabilité se situe donc au voisinage de +oo.

Or, pour x > 1, x < x% donc 0 < e_"z <e ™
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

Solution

2
On commence par remarquer que la fonction x — e~ est continue sur [0; +oo[; le probléme de
l'intégrabilité se situe donc au voisinage de +oo.

Or, pour x > 1, x < x% donc 0 < e_"z <e ™

+oo
Et puisque l'intégrale / e dx existe (déja vu), le résultat découle directement du théoréme
1

précédent.
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

b b
QSif = O(g) etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
a a

b b
Q Sif = o(g)etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
b~ a a
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

positives au voisinage de D.

b b
QSif = O(g) etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
- a a

b b
Q Sif = o(g)etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
b~ a a

Démonstration

Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque f = o(g) = f = O(g).
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

posmves au voisinage de D.

b b
QSif = O(g) etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
- a a

b b
Q Sif = o(g)etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
b~ a a

Démonstration
Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque f = o(g) = f = O(g).
Dire que f = O(g) s'écrit :
Jc€fa;b[, IMER, tqVx € [c; b, |[f(x)| < M|g(x)| .
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

positives au voisinage de b.

b b
QSif = O(g) etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
- a a

b b
Q Sif = o(g)etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
b~ a a

Démonstration
Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque f = 0(g) = f = O(g).
Dire que f = O(g) s'écrit :
Jec€fa; b, IMeRL tqVx € [c;b], |f(x)] < M|g(x)| .

Mais puisque f et g sont a valeurs positives, cela s'écrit simplement f(x) < Mg(x) pour x € [c; b[.
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

positives au voisinage de b.

b b
QSif = O(g) etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
- a a

b b
Q Sif = o(g)etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
b~ a a

Démonstration
Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque f = 0(g) = f = O(g).
Dire que f = O(g) s'écrit :
Jec€fa; b, IMeRL tqVx € [c;b], |f(x)] < M|g(x)| .
Mais puisque f et g sont a valeurs positives, cela s'écrit simplement f(x) < Mg(x) pour x € [c; b[.

Donc si l'intégrale de g converge, puisque l'intégrale de Mg converge aussi, il découle directement du
théoréme 2 que l'intégrale de f converge.
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Cas des fonctions positives

+oo 2
Exemple a connaitre : Lintégrale / e~ dx converge.
0

psitives auvoiinag de b.
b b
QSif = O(g) etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
- a a

b b
Q Sif = o(g)etsi / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.
b~ a a

Démonstration
Il suffit de démontrer la premiére propriété, puisque f = 0(g) = f = O(g).
Dire que f = O(g) s'écrit :
Jec€fa; b, IMeRL tqVx € [c;b], |f(x)] < M|g(x)| .
Mais puisque f et g sont a valeurs positives, cela s'écrit simplement f(x) < Mg(x) pour x € [c; b[.

Donc si l'intégrale de g converge, puisque l'intégrale de Mg converge aussi, il découle directement du
théoréme 2 que l'intégrale de f converge.
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Cas des fonctions positives
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Cas des fonctions pos

Démonstration

Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.
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Cas des fonctions positives

Démonstration

Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.

Par définition, on a : f ~ kg <= f — g = 0(g), ce qui s'écrit :
b= =

Ve>0, Jce[a;b[tqVx € [e; b, |f(x) —kg(x)| < elg(x)] -
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Cas des fonctions posit

Démonstration
Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.
Par définition, on a : fl;w kg<—=f—g = 0(g), ce qui s'écrit :
Ve>0, 3c€a;btqVx € [c;b[, |f(x) —kg(x)| <elg(x)| -
g étant a valeurs positives, cela peut aussi s'écrire :
Ve>0, 3c€fa;b[tqVx € [c;b], —eg(x) < f(x) — kg(x) < eg(x)
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Cas des fonctions positives

Démonstration
Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.
Par définition, on a : fl;w kg<—=f—g = 0(g), ce qui s'écrit :
Ve>0, 3c€a;btqVx € [c;b[, |f(x) —kg(x)| <elg(x)| -
g étant a valeurs positives, cela peut aussi s'écrire :
Ve>0, 3c€fa;b[tqVx € [c;b], —eg(x) < f(x) — kg(x) < eg(x)

ou encore :
Ve>0, dc€a;b[tqVx € [c;b[, (k—e)g(x) < f(x) < (k+e)g(x).
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Cas des fonctions positives

Démonstration
Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.
Par définition, on a : fl;w kg<—=f—g = 0(g), ce qui s'écrit :
Ve>0, 3c€a;btqVx € [c;b[, |f(x) —kg(x)| <elg(x)| -
g étant a valeurs positives, cela peut aussi s'écrire :
Ve>0, 3c€fa;b[tqVx € [c;b], —eg(x) < f(x) — kg(x) < eg(x)

ou encore :
Ve>0, Ic€a;btqVx € [c;b], (k—e)g(x) < f(x) < (k+¢€)g(x).
En choisissant £ = IE( (ce qui est possible car k > 0), on obtient finalement :
k 3k
3cefaiblaVx e feibl, L8 < f(x) < g(x)
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Cas des fonctions positives

Démonstration
Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.
Par définition, on a : fl;w kg<—=f—g = 0(g), ce qui s'écrit :
Ve>0, 3c€a;btqVx € [c;b[, |f(x) —kg(x)| <elg(x)| -
g étant a valeurs positives, cela peut aussi s'écrire :
Ve>0, 3c€fa;b[tqVx € [c;b], —eg(x) < f(x) — kg(x) < eg(x)

ou encore :
Ve>0, Ic€a;btqVx € [c;b], (k—e)g(x) < f(x) < (k+¢€)g(x).
En choisissant £ = IE( (ce qui est possible car k > 0), on obtient finalement :
k 3k
3cefaiblaVx e feibl, L8 < f(x) < g(x)

et le résultat est donc une conséquence immédiate du théoreme 2.
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Cas des fonctions positives

Démonstration
Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de l'intégrale), on peut supposer k > 0.
Par définition, on a : fl;w kg<—=f—g = 0(g), ce qui s'écrit :
Ve>0, 3c€a;btqVx € [c;b[, |f(x) —kg(x)| <elg(x)| -
g étant a valeurs positives, cela peut aussi s'écrire :
Ve>0, 3c€fa;b[tqVx € [c;b], —eg(x) < f(x) — kg(x) < eg(x)

ou encore :
Ve>0, Ic€a;btqVx € [c;b], (k—e)g(x) < f(x) < (k+¢€)g(x).
En choisissant £ = IE( (ce qui est possible car k > 0), on obtient finalement :
k 3k
3cefaiblaVx e feibl, L8 < f(x) < g(x)

et le résultat est donc une conséquence immédiate du théoreme 2.
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Cas des fonctions pos

Intégrales de référence
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Cas des fonctions pos

Intégrales de référence

Théoréme 3

1 dt . . oo dt . q
Qo t_o‘ converge si et seulement si o < 1. (2] t_"‘ converge si et seulement si a > 1.
0 1
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Cas des fonctions positives

Intégrales de référence

Théoréme 3

1 dt . . oo dr . q
(7] t_o‘ converge si et seulement si o < 1. (2] t_"‘ converge si et seulement si a > 1.
0 1

Démonstration
1 e
immédiate en utilisant une primitive de t — o qui est égale a Intsiav=1eta — sinon.
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Cas des fonctions pos

Intégrales de référence

Théoréme 3

1 dt . . oo dr . q
(7] t_o‘ converge si et seulement si o < 1. (2] t_"‘ converge si et seulement si a > 1.
0 1

Le premier résultat de ce théoréme peut se généraliser en un autre point que 0 :
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Cas des fonctions positives

Intégrales de référence

Théoréme 3

T det +o0
/ L g si et seulement si o < 1. Q / o CUERE si et seulement si o > 1.
0 1

Le premier résultat de ce théoréme peut se généraliser en un autre point que 0 :
Proposition 7

Soient a et b des réels tels que a < b. / (t converge si et seulementsi a <1.

)a
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Cas des fonctions positives

Intégrales de référence

Théoréme 3

dt +oo
/ L g si et seulement si o < 1. Q / o CUERE si et seulement si o > 1.
0 1

Le premier résultat de ce théoréme peut se généraliser en un autre point que 0 :
Proposition 7

Soient a et b des réels tels que a < b. / (t converge si et seulementsi a <1.

)a

© Exponentielle et logarithme

Théoréme 4

1 1
o / In tdt converge (et / Intdt = —1).
0 0
+o00 +o0 1
(v} / e~ dt converge si et seulement si a > 0 (et dans ce cas / e dt = -)-
0 0 a
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Exercices d’application

too dt

Existence et calcul de / —_—
o 1+ 86
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Exercices d’application

too dt

Existence et calcul de / —_—
o 1+ 86

Solution

@ Existence :

La fonction f: t — est continue sur [0 ; +oo] (théorémes usuels puisque 1+ £ ne s’annule

+ 8

pas sur Ry).
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

too dt

Existence et calcul de / —_—
o 1+ 86

Solution

@ Existence :

La fonction f: t — est continue sur [0 ; +oo] (théorémes usuels puisque 1+ £ ne s’annule

1
+ 8
pas sur Ry).

1 TR
Au voisinage de +00, f(t) ~ —; puisque / — existe (intégrale de Riemann avec I'exposant
t—+o0 3 ] I

3 > 1), les théorémes de comparaison pour les fonctions positives permettent de conclure a
teo dt

I'existence de/ et
0 1+ 86
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

too dt

Existence et calcul de / —_—
o 1+ 86

Solution

@ Existence :

La fonction f: t — est continue sur [0; +oo[ (théorémes usuels puisque 1+ 3 ne s’annule

1
+ 8
pas sur Ry).

1 TR
Au voisinage de +00, f(t) ~ —; puisque / — existe (intégrale de Riemann avec I'exposant
t—+o0 3 ] I

3 > 1), les théorémes de comparaison pour les fonctions positives permettent de conclure a
teo dt

I'existence de/0 =&
@ Calcul :

On commence par faire une décomposition en éléments simples :

1 1 1 —X+2

158 - (XD —X41) 3 +1) T 30E—x+1)

(je n'ai pas détaillé les calculs, a savoir faire).

PSI* (Lycée d’ Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :

/x dt I/" dt I/" —t42
=-f —4+-/ ———dt
o 148 3Jy t+1 3 )y 2—t+1
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :
/" dt l/" dt I/" —t+2
S I L
o 148 3 Jo t+1 3 Jp 2 —t+1

1 1o =Let—1)+3
= D+ [ 2—2Zdt
3n(x—&-)+3_/0 F———
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Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :

Cas des fonctions positives

Exercices d’application

/X dt I/X dt I/" —t+2
=- —+ - —dt
o 148 3 Jo t+1 3 Jp 2 —t+1

W == W] —

1o =12t —1)+3
In(x+l)+§/ Mdt
0

2 —t+1

] 1/x 2% —1 dt+1/x dt
nx 6y B—t+41 2y B—t+1
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :
/" dt l/" dt I/" —t+2
S I L
o 148 3 Jo t+1 3 Jp 2 —t+1

1 et —1)+3
[ DR 7&
"(X+)+3/0 [

1

3

1 1 x 2t—1 1 S dt
:—Inx+l——/—dt+—/—

3 ( ) 6Jy) 2 —t+1 20t2—t+1

1

3

In(x+])—aln(x —x+1) / (t ])2+4
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :

/x dt I/" dt I/" —t42
=-f —4+-/ ———dt
o 148 3Jy t+1 3 )y 2—t+1

:%In(x+l)+%-/ox_%t(22t%t?_:—%dt
:%In(x+l)—%-/oxt22:—?]_~_]dt+%-/0x%:+]
=%In(x+])—aln(x—x+] /(t i
:%In(x«H)—%In(xz—x«H)«I»% 7 [Arctan (L\[])]X
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :

/x dt I/" dt I/" —t42
=-f —4+-/ ———dt
o 148 3Jy t+1 3 )y 2—t+1

:%In(x+l)+%-/ox_%t(22t%t?_:—%dt
:%In(x+l)—%-/oxt22:—?]_~_]dt+%-/0x%:+]
=%ln(x+1)—%m(ﬁ-wa”%/{ﬁ

= %In(x+1)—%ln(x2 —x+10)+ % : % [Arctan (L\/_;)]:
:%In(x+l)—%ln(x2—x+l)+? Arctan(zx—\/_gl +%)

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :

/x dt I/" dt I/" —t42
=-f —4+-/ ———dt
o 148 3Jy t+1 3 )y 2—t+1

:%In(x+l)+%-/ox_%t(22t%t?_:—%dt
:%In(x+l)—%-/oxt22:—?]_~_]dt+%-/0x%:+]
=%ln(x+1)—%m(ﬁ-wa”%/{ﬁ

= %In(x+1)—%ln(x2 —x+10)+ % : % [Arctan (L\/_;)]:
=%In(x+l)—%ln(x2—x+l)+?(Arctan (zx—\/_g])Jr%)

e ]
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

On en déduit, pour tout x > 0 :

/x dt I/" dt I/" —t42
=-f —4+-/ ———dt
o 148 3Jy t+1 3 )y 2—t+1

:%In(x+l)+%-/ox_%t(22t%t?_:—%dt
:%In(x+l)—%-/oxt22:—?]_~_]dt+%-/0x%:+]
=%ln(x+1)—%m(ﬁ-wa”%/{ﬁ

= %In(x«H)—%ln(x —x+1)+%-% [Arctan (L\/_gl)]:
=%In(x+l)—%ln(x2—x+l)+?(Arctan(zx\/__]) %)

e ]

X +oo (¢ A X dt V3 /[ T 273
Finalement : = lim sl = X
o 148 xotoo fy 14+ 6 3 \2 ' 6 9
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Cas des fonctions pos

Exercices d’application

+o00o 1— e—t
Nature de l'intégrale / Y dt.
0
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Exercices d’application

+o00o 1— e—t
Nature de l'intégrale / Y dt.
0

Solution

T—e!
Déja, la fonction f: t — ——— est continue sur ]0; +oo[ comme quotient de fonctions continues. On

peut aussi remarquer qu’elle est positive.
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Exercices d’application

+o00o 1— e—t
Nature de l'intégrale / Y dt.
0

Solution

T—e!
Déja, la fonction f: t — ——— est continue sur ]0; +oo[ comme quotient de fonctions continues. On

peut aussi remarquer qu’elle est positive.
@ FEtude au voisinage de 0
On sait que 1—e ! ~ ¢ donc Iim+ f(t) =1; la fonction f est donc prolongeable par continuité en 0,
— t—0

donc Tl'intégrale de f au voisinage de 0 existe.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

+oo 1— e—t
Nature de l'intégrale / Y dt.
0

Solution

T—e!
Déja, la fonction f: t — ——— est continue sur ]0; +oo[ comme quotient de fonctions continues. On

peut aussi remarquer qu’elle est positive.

@ FEtude au voisinage de 0
On sait que 1—e ! ~ ¢ donc Iim+ f(t) =1; la fonction f est donc prolongeable par continuité en 0,
— t—0

t
donc Tl'intégrale de f au voisinage de 0 existe.
@ FEtude au voisinage de 400
1 1
Puisque lim e ‘=0,0naf(t) ~ -;or/lintégrale de t — - au voisinage de +o0 est
t—+o00 t—+oo t t

divergente, donc par comparaison de fonctions positives, il en est de méme de celle de f.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

+oo 1— e—t
Nature de l'intégrale / Y dt.
0

Solution

T—e!
Déja, la fonction f: t — ——— est continue sur ]0; +oo[ comme quotient de fonctions continues. On

peut aussi remarquer qu’elle est positive.

@ FEtude au voisinage de 0
On sait que 1—e ! ~ ¢ donc Iim+ f(t) =1; la fonction f est donc prolongeable par continuité en 0,
— t—0

t
donc Tl'intégrale de f au voisinage de 0 existe.
@ FEtude au voisinage de 400
1 1
Puisque lim e ‘=0,0naf(t) ~ -;or/lintégrale de t — - au voisinage de +o0 est
t—+oo t—+oo t t
divergente, donc par comparaison de fonctions positives, il en est de méme de celle de f.

Conclusion : Tlintégrale proposée diverge.
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Cas des fonctions pos

Exercices d’application

+o00o
Nature de l'intégrale / e V¥dx.
0
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

+o0
Nature de I'intégrale / e V¥dx.
0

Solution

La fonction x — e~ VX est continue sur R (composée de telles fonctions), et positive.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

+o0
Nature de I'intégrale / e V¥dx.
0

Solution

La fonction x — e~ VX est continue sur R (composée de telles fonctions), et positive.

. _ 1
Par croissances comparées, lim Xe VX = 0, donc e~VX = o — ;
X—+00 X—+00 x?
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Exercices d’application

+o00o
Nature de I'intégrale / e V¥dx.
0

Solution

La fonction x — e~ VX est continue sur R (composée de telles fonctions), et positive.

. - 1 ) . -,
Par croissances comparées, lim xle~ VX = 0,donce V¥ = of—); puisque la fonction positive
x—+o00 x—+o00 x?

1
X — — est intégrable au voisinage de +oo (fonction de Riemann avec un exposant 2 > 1), il en est de
X

méme de la fonction x — e~ VX,
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Exercices d’application

+o0
Nature de I'intégrale / e V¥dx.
0

Solution
La fonction x — e~ VX est continue sur R (composée de telles fonctions), et positive.

. - 1 ) . -,
Par croissances comparées, lim xle~ VX = 0,donce V¥ = of—); puisque la fonction positive
x—+o00 x—+o00 x?

1

X — — est intégrable au voisinage de +oo (fonction de Riemann avec un exposant 2 > 1), il en est de
X

méme de la fonction x — e~ VX,

Conclusion : Tlintégrale proposée converge.
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Cas des fonctions pos

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / ——dx.
8 0 Vx(1— x)¥?
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution

Inx

V(=

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx

V(=

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ FEtude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~

X0t VX
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx
V(1 — 27

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

‘ N 2} L4
comparées, que |Im+ XY f(x) = |Im+ inx =o.
x— x>0
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx
V(1 — 27

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

1
ées, li Srx) = lim x*inx = 0. Donc f(x) = o — ).
comparées, que X;rz\+ x7f(x) LR f(x) it 7

—0
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx

V(=

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

1
comparées, que lim x3/4f(x) = lim x/*Inx = 0. Donc flx) = o (—) . Et puisque la fonction positive
x—0t x—0t x—0t x3/4

1
X= -5 est intégrable au voisinage de 0 (fonction de Riemann avec un exposant 3 < 1), il en est de méme de f.
X
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Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx

V(=

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

1
comparées, que lim x3/4f(x) = lim x/*Inx = 0. Donc flx) = o (—) . Et puisque la fonction positive
x—0t x—0t x—0t x3/4

1
X= -5 est intégrable au voisinage de 0 (fonction de Riemann avec un exposant 3 < 1), il en est de méme de f.
X

3,

@ Ltude au voisinage de |

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ ———— - On en déduit, puisque In x ~ x — 1, que
SR S
1
X —_—
Oy, = o7
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Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx
V(1 — 27

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

1
comparées, que lim x3/4f(x) = lim x/*Inx = 0. Donc flx) = o (—) . Et puisque la fonction positive
x—0t x—0t x—0t x3/4

1
X= -5 est intégrable au voisinage de 0 (fonction de Riemann avec un exposant 3 < 1), il en est de méme de f.
X

@ Ltude au voisinage de | |
nx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ ———— - On en déduit, puisque In x ~ x — 1, que
ST i

f(x)

o T dx . e - , )
~ — ———. Or l'intégrale ——— existe : Cest I'intégrale au voisinage de 1 d’'une fonction de
=1 (1= x)V2 o (1—x)V2

Riemann avec I'exposant % <1
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx

VX =)

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

1
comparées, que lim x3/4f(x) = lim x/*Inx = 0. Donc flx) = o (—) . Et puisque la fonction positive
x—0t x—0t x—0t x3/4

1
X= -5 est intégrable au voisinage de 0 (fonction de Riemann avec un exposant 3 < 1), il en est de méme de f.
X
@ Ltude au voisinage de | |
nx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ ———— - On en déduit, puisque In x ~ x — 1, que
o= (1= x)¥2 x—1

f(x)

o T dx . e - , )
~ — ———. Or l'intégrale ——— existe : Cest I'intégrale au voisinage de 1 d’'une fonction de
=1 (1= x)V2 o (1—x)V2

Riemann avec I'exposant § < 1. Par comparaison de fonctions de signes constants, on en déduit que l'intégrale de f
au voisinage de 1 existe.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

l Inx
Nature de l'intégrale / —dx.
& 0 Vx(1— x)¥?

Solution
Inx

VX =)

signe constant (négative) sur cet intervalle.

La fonction f: x — est continue sur ]0;1[, comme quotient de fonctions continues. De plus, elle est de

@ Ftude au voisinage de 0

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ 7 - On en déduit ensuite, a 'aide des croissances
x—0t VX

1
comparées, que lim x3/4f(x) = lim x/*Inx = 0. Donc flx) = o (—) . Et puisque la fonction positive
x—0t x—0t x—0t x3/4

1

X= -5 est intégrable au voisinage de 0 (fonction de Riemann avec un exposant 3 < 1), il en est de méme de f.
X

@ Ltude au voisinage de |

Inx
On commence par simplifier le probléme : f(x) ~ W
X

- On en déduit, puisque In x ~ x — 1, que
x—17 (] - x—=1

1 dx
X — ————. Or l'intégrale / ——— existe : c'est I'intégrale au voisinage de 1 d'une fonction de
Oy, = o7 8 Jo U= & 8

Riemann avec I'exposant § < 1. Par comparaison de fonctions de signes constants, on en déduit que l'intégrale de f
au voisinage de 1 existe.

Conclusion : Tlintégrale proposée converge.
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Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :

e dx e dx
[ w [
o x|Inx|? e x@ (Inx)?
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx HED dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?

fonctions continues.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx HED dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

1
xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx HED dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.
Q@ Casa <1
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx HED dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.
Q@ Casa <1

Soit v un réel tel que o < v < 1;
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx eI dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.

Q@ Casa <1

Soit ~ un réel tel que o < < 1; alors x7f(x) = xY =% [Inx| =% — 0 par croissances comparées puisque
x—0

x—0F

X7

1
v — o > 0.1l en résulte que f(x) = 0(—).
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx eI dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.

Q@ Casa <1

Soit ~ un réel tel que o < < 1; alors x7f(x) = xY =% [Inx| =% — 0 par croissances comparées puisque
x—0

1 1
v — o > 0.1l en résulte que f(x) = o — ). Et puisque x — — est une fonction de Riemann positive
x—0t XY XY

intégrable au voisinage de 0, I'intégrale de f existe.
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Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx eI dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.

Q@ Casa <1

Soit ~ un réel tel que o < < 1; alors x7f(x) = xY =% [Inx| =% — 0 par croissances comparées puisque
x—0

1 1
v — o > 0.1l en résulte que f(x) = o — ). Et puisque x — — est une fonction de Riemann positive
x—0t XY XY
intégrable au voisinage de 0, I'intégrale de f existe.
@ Casa>1

Soit v un réel tel que @ > v > 1;
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Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx eI dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.

Q@ Casa <1

Soit ~ un réel tel que o < < 1; alors x7f(x) = xY =% [Inx| =% — 0 par croissances comparées puisque
x—0

1 1
v — o > 0.1l en résulte que f(x) = o — ). Et puisque x — — est une fonction de Riemann positive
x—0t XY XY
intégrable au voisinage de 0, I'intégrale de f existe.

@ Casa > 1

1
— +00 par croissances comparées puisque

Soit 7y un réel tel que o > v > 15 alors X7 f(x) = ———
v 1 v ) xe— |Inx\ﬁ x—0t

a—v>0.
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Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx eI dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.
Q@ Casa <1

Soit ~ un réel tel que o < < 1; alors x7f(x) = xY =% [Inx| =% — 0 par croissances comparées puisque
x—0

1 1
v — o > 0.1l en résulte que f(x) = o — ). Et puisque x — — est une fonction de Riemann positive
x—0t XY XY
intégrable au voisinage de 0, I'intégrale de f existe.

@ Casa > 1

Soit y un réel tel que & > ~v > 1; alors x7 f(x) =

————— —— 00 par croissances comparées puisque
X [Inx|? x—ot P P puisq
a — v > 0. Par définition de la limite, on en déduit qu'il existe un voisinage de 0 sur lequel on a x7f(x) > 1,

1
c'est-a-dire f(x) > —.
XY
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Etudier, selon la valeur des réels o et 3 I'existence des intégrales de Bertrand :
Ve dx eI dx
.
0 x%|Inx| e x® (Inx)

Solution

a) Pour tous « et 3, la fonction f: x — est continue sur ]0;/¢] par les théorémes d'opérations sur les

xo |Inx|?
fonctions continues. On distingue alors selon la position de « par rapport a 1, en comparant f a une fonction de Riemann.
Q@ Casa <1

Soit ~ un réel tel que o < < 1; alors x7f(x) = xY =% [Inx| =% — 0 par croissances comparées puisque
x—0

1 1
v — o > 0.1l en résulte que f(x) = o — ). Et puisque x — — est une fonction de Riemann positive
x—0t XY XY
intégrable au voisinage de 0, I'intégrale de f existe.

@ Casa > 1

Soit y un réel tel que & > ~v > 1; alors x7 f(x) = —— 00 par croissances comparées puisque

X [Inx|? x—ot
a — v > 0. Par définition de la limite, on en déduit qu'il existe un voisinage de 0 sur lequel on a x7f(x) > 1,

1
c'est-a-dire f(x) > = Puisque -y > 1Tintégrale de la fonction de Riemann positive x — = diverge, et par
X X

comparaison, l'intégrale de f aussi.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa=1
1

Dans ce cas, f(x) = ——
x |Inx|?

= %(— In x)fﬁ‘
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)
@ Casa=1
_ 1
" x|inx|?

calculer une primitive de f.

B

1 _ . _
Dans ce cas, f(x) = —(—Inx)~%. On reconnait ici une expression de la forme u’u™#, on peut donc
X
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa =1
1 1
Dans ce cas, f(x) = W = —(—Inx)7#. On reconnait ici une expression de la forme u’u~*, on peut donc
X |Inx X
calculer une primitive de f.Plus précisément, pour £ € [0; 1] ona:
[In\lnx|:|]/e sig=1
e ] 5 € %
—(—Inx)""dx = —B+]Ve
L et S .
—B+1

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa=1

1 1
Dans ce cas, f(x) = W = —(—Inx)7#. On reconnait ici une expression de la forme u’u~*, on peut donc
X |Inx

calculer une primitive de f.Plus précisément, pour £ € [0; 1] ona:

[In\lnx|:|15/e sig=1
e ]
—B _ /e
—(—Inx) " dx = —Inx)— A
/5 X I Gl sinon
B+
Puisque lim Ine = —oo, lexpression ci-dessus posséde une limite finie quand € — 07 si et seulement si 8 > 1.

e—0
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa =1
1 1
Dans ce cas, f(x) = W = —(—Inx)7#. On reconnait ici une expression de la forme u’u~*, on peut donc
x|lnx X
calculer une primitive de f.Plus précisément, pour £ € [0; 1] ona:
[In\lnx|:|15/e sig=1
e ]
/ ~(—Inx)"Pdx= (—Inx)—B0]Ve
g X - sinon
“A+1
Puisque Iim+ Ine = —oo0, l'expression ci-dessus posséde une limite finie quand & — 07 si et seulement si 8 > 1.
e—0
Ve ik
Conclusion : Tintégrale ———— converge si et seulement si« < Tou (@ =1et 3 > 1.
o x|Inx|?
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa =1
1 1
Dans ce cas, f(x) = W = —(—Inx)7#. On reconnait ici une expression de la forme u’u~*, on peut donc
x|lnx X
calculer une primitive de f.Plus précisément, pour £ € [0; 1] ona:
[In\lnx|:|15/e sig=1
e ]
/ ~(—Inx)"Pdx= (—Inx)—B0]Ve
g X - sinon
“A+1
Puisque Iim+ Ine = —oo0, l'expression ci-dessus posséde une limite finie quand & — 07 si et seulement si 8 > 1.
e—0
Ve ik
Conclusion : Tintégrale ———— converge si et seulement si« < Tou (@ =1et 3 > 1.
o x|Inx|?

b) On procéde de la méme fagon pour I'étude des intégrales de Bertrand au voisinage de +oo.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa =1
1 1
Dans ce cas, f(x) = W = —(—Inx)7#. On reconnait ici une expression de la forme u’u~*, on peut donc
X |Inx

calculer une primitive de f.Plus précisément, pour £ € [0; 1] ona:

[In\lnx|:|15/e sig=1
e ]
—B _ /e
—(—Inx) " dx = —Inx)— A
/5 X I Gl sinon
B+
Puisque Iim+ Ine = —oo0, l'expression ci-dessus posséde une limite finie quand & — 07 si et seulement si 8 > 1.
e—0
Ve g
Conclusion : Tintégrale ———— converge si et seulement si« < lou(a=Tet [ > 1)

o x|Inx|?

b) On procéde de la méme fagon pour I'étude des intégrales de Bertrand au voisinage de +oo.
Il faut retenir le principe : si « est différent de 1, on introduit un réel oy compris strictement entre 1 et «, et en calculant la
limite de x” f(x), on compare f(x) a la fonction de Riemann = Et dans le cas @ = 1, on calcule directement une

X

primitive de f.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Solution (suite)

@ Casa =1
1 1
Dans ce cas, f(x) = W = —(—Inx)7#. On reconnait ici une expression de la forme u’u~*, on peut donc
x|lnx
calculer une primitive de f.Plus précisément, pour £ € [0; 1] ona:
[In\lnx|]ze sig=1
e ]
/ —(—Inx)Pdx = (—Inx)—B0]Ve
g X - sinon
B+
Puisque Iim+ Ine = —oo0, l'expression ci-dessus posséde une limite finie quand & — 07 si et seulement si 8 > 1.
e—0
Ve ik
Conclusion : 'intégrale ———— converge si et seulement si« < lou(a=Tet [ > 1)
o x|Inx|?

b) On procéde de la méme fagon pour I'étude des intégrales de Bertrand au voisinage de +oo.
Il faut retenir le principe : si « est différent de 1, on introduit un réel oy compris strictement entre 1 et «, et en calculant la
limite de x” f(x), on compare f(x) a la fonction de Riemann = Et dans le cas @ = 1, on calcule directement une
X
primitive de f.

Le résultat a obtenir est le suivant :

+oo g
I'intégrale / ﬁ converge si et seulement si > lou(a=Tet 8 > 1)
e X

In x)
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Les intégrales de Bertrand interviennent dans de nombreux calculs; il est donc important de savoir
démontrer leur convergence.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

Les intégrales de Bertrand interviennent dans de nombreux calculs; il est donc important de savoir
démontrer leur convergence.

Attention : ces intégrales ne font pas partie des intégrales de référence figurant dans le programme
officiel, vous ne pouvez donc pas utiliser les résultats démontrés ci-dessus directement!

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Cas des fonctions pos

Exercices d’application

+o00o In(1 e
Nature de l'intégrale / M dx avec (a, B) € R%

0 xP
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

0 In(1 + x@
Nature de I'intégrale / % dx avec (o, B) € R2
0 X
Solution
. . In(1+ x) ) . .
Quels que soient « et 3, la fonction f: x — ——5— est continue sur R (pour B < 0 et > 0 elle est méme
X

continue en 0, mais inutile de distinguer ce cas).
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

0 In(1 + x@
Nature de I'intégrale / % dx avec (o, B) € R2.
0 X
Solution
. . In(1+ x) ) . .
Quels que soient « et 3, la fonction f: x — ——5— est continue sur R (pour B < 0 et > 0 elle est méme
X

continue en 0, mais inutile de distinguer ce cas).

@ Ftude au voisinage de 0
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

0 In(1 + x@
Nature de I'intégrale / % dx avec (o, B) € R2.
0 X
Solution
. . In(1+ x) ) . .
Quels que soient « et 3, la fonction f: x — ——5— est continue sur R (pour B < 0 et > 0 elle est méme
X

continue en 0, mais inutile de distinguer ce cas).
@ Ftude au voisinage de 0
«

X 1
@ Sia >0, lim x* =0donc f(xX) ~ — = ———, donc par comparaison avec une fonction de
x—0F ot XP xPoe

Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 3 — a < 1.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

0 In(1 + x@
Nature de I'intégrale / % dx avec (o, B) € R2.
0 X
Solution
. . In(1+ x) ) . .
Quels que soient « et 3, la fonction f: x — ——5— est continue sur R (pour B < 0 et > 0 elle est méme
X

continue en 0, mais inutile de distinguer ce cas).

@ Ftude au voisinage de 0

X

1
@ Sia >0, lim x* =0donc f(xX) ~ — = ———, donc par comparaison avec une fonction de
x—0t oot XB xB-a

Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 3 — a < 1.

In2
e Sia=0,f(x)= 5 donc [ est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si 3 < 1 (ce cas peut donc
X

étre intégré au cas précédent).
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

T In(1+ x©
Nature de I'intégrale / % dx avec (o, B) € R2.
0 X
Solution
. . In(1+ x) ) . .
Quels que soient « et 3, la fonction f: x — ——5— est continue sur R (pour B < 0 et > 0 elle est méme
X

continue en 0, mais inutile de distinguer ce cas).

@ Ftude au voisinage de 0
x< 1
@ Sia >0, lim x* =0donc f(xX) ~ — = ———, donc par comparaison avec une fonction de
x—0t oot XB xB-a

Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 3 — a < 1.

In2
e Sia=0,f(x)= 5 donc [ est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si 3 < 1 (ce cas peut donc
X

étre intégré au cas précédent).

In(x* In x
@ Sia <0, lim x* = +oo donc f(x) ~ () = a——. D’aprés I'exemple des intégrales de Bertrand
x—0t o+ xB xB

Tlnx
au voisinage de 0, on «sait » que / = dx converge si et seulement si 3 < 1 (au concours, il faut le
0 X

redémontrer!). Par comparaison de fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

T In(1+ x©
Nature de I'intégrale / % dx avec (o, B) € R2.
0 X
Solution
. . In(1+ x) ) . .
Quels que soient « et 3, la fonction f: x — ——5— est continue sur R (pour B < 0 et > 0 elle est méme
X

continue en 0, mais inutile de distinguer ce cas).

@ Ftude au voisinage de 0
x< 1
@ Sia >0, lim x* =0donc f(xX) ~ — = ———, donc par comparaison avec une fonction de
x—0t oot XB xB-a

Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 3 — a < 1.

In2
e Sia=0,f(x)= 5 donc [ est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si 3 < 1 (ce cas peut donc
X

étre intégré au cas précédent).
. . o In(x) Inx L
@ Sia<0, lim x* = +o0 donc f(x) ~ = a——. D’aprés I'exemple des intégrales de Bertrand
x—0t o+ xB xP

Tlnx
au voisinage de 0, on «sait » que / = dx converge si et seulement si 3 < 1 (au concours, il faut le
0 X

redémontrer!). Par comparaison de fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.

@ Les 3 cas précédents peuvent étre regroupés ainsi :
1

/ f converge <= B < max(1+ a,1).
0
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

00 In(1 + x
Nature de l'intégrale / M dx avec (o, B) € R%

0 xB

Solution (suite)

@ Ftude au voisinage de +oco

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Cas des fonctions positives

Exercices d’application

00 In(1 + x
Nature de l'intégrale / M dx avec (o, B) € R%.

0 xB

Solution (suite)

@ Ftude au voisinage de +oco

Inx
@ Siaw >0, lim x%=4o0doncf(x) ~ a—.Dapréslexemple des intégrales de Bertrand au
X—+o0o X—+00 XB
. . oo Inx . . .
voisinage de 400, on « sait » que = dx converge si et seulement si 3 > 1. Par comparaison de
1 X

fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

00 In(1 + x
Nature de l'intégrale / M dx avec (o, B) € R%.

0 xB

Solution (suite)
@ Ftude au voisinage de +oco

Inx
e Siaw>0, IiT x% = 400 donc f(x) ~ a—. D’aprés 'exemple des intégrales de Bertrand au
X—>+00 X

X—>+00 B
- . FeoInx . . .
voisinage de +00, on « sait » que = dx converge si et seulement si 3 > 1. Par comparaison de
1 X

fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.

In2
@ Sia=0,f(x)= 5 donc [ est intégrable au voisinage de +oo si et seulement si 8 > 1.
X
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Exercices d’application

+2° |In(1 o
Nature de l'intégrale / D02

5 dx avec (o, B) € R%.
0 X

Solution (suite)

@ Ftude au voisinage de +oco

Inx
@ Siaw >0, lim x%=4o0doncf(x) ~ a—.Dapréslexemple des intégrales de Bertrand au
X—+o0o X—+00 XB
. . oo Inx . . .
voisinage de 400, on « sait » que = dx converge si et seulement si 3 > 1. Par comparaison de
1 X

fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.

In2
@ Sia=0,f(x)= 5 donc [ est intégrable au voisinage de +oo si et seulement si 8 > 1.
X

, donc par comparaison avec une fonction de

. . a B
e Sia <0, xl:Too x% =0 donc /"(X))(;\J:oo 5 o

Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 8 — a > 1.
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

T In(1 + x&
Nature de l'intégrale / M dx avec (o, B) € R%.

0 xB

Solution (suite)

@ Ftude au voisinage de +oco

Inx
@ Siaw >0, lim x%=4o0doncf(x) ~ a—.Dapréslexemple des intégrales de Bertrand au
X—+o0o X—+00 XB
. . oo Inx . . .
voisinage de 400, on « sait » que = dx converge si et seulement si 3 > 1. Par comparaison de
1 X

fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.
In2
@ Sia=0,f(x)= —5 donc [ est intégrable au voisinage de +oo si et seulement si 8 > 1.
X I
e Siaw <0, lim x%=0donc f(x -
x—+00 f( )xﬁtoo xB xB—o
Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 8 — a > 1.

, donc par comparaison avec une fonction de

o Les 3 cas précédents peuvent étre regroupés ainsi :

+oo
/ f converge <= B > min(l + a,1).
1
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Cas des fonctions positives

Exercices d’application

T In(1 + x&
Nature de l'intégrale / M dx avec (o, B) € R%.

0 xB

Solution (suite)

@ Ftude au voisinage de +oco

Inx
@ Siaw >0, lim x%=4o0doncf(x) ~ a—.Dapréslexemple des intégrales de Bertrand au
X—+o0o X—+00 XB
. . oo Inx . . .
voisinage de 400, on « sait » que = dx converge si et seulement si 3 > 1. Par comparaison de
1 X

fonctions positives, il en est de méme pour l'intégrale de f.
In2
@ Sia=0,f(x)= —5 donc [ est intégrable au voisinage de +oo si et seulement si 8 > 1.
X I
e Siaw <0, lim x%=0donc f(x -
x—+00 f( )xﬁtoo xB xB—o
Riemann, f est intégrable au voisinage de 0 si et seulementsi 8 — a > 1.

, donc par comparaison avec une fonction de

o Les 3 cas précédents peuvent étre regroupés ainsi :

+oo
/ f converge <= B > min(l + a,1).
1

Conclusion : Tintégrale proposée converge si et seulement si min(1+ «,1) < 8 < max(1+ a,1).
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Utilisation de primitives
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a* et en b—, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée RUTEATINIRY

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a* et en b—, et on a alors :

"= lm lim F
[t g )= i, 7

1
Exemple : Montrer que la fonction x — In —— est intégrable sur [0 ;1] et calculer son intégrale.
X—x
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Techniques de calcul d’une intégrale géné Utilisation de pri

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a™ et en b™, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7

1
Exemple : Montrer que la fonction x — In —— est intégrable sur [0 ;1] et calculer son intégrale.
X—x

Solution

On note déja que la fonction considérée est continue sur ]0; 1], par les théorémes usuels.
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Techniques de calcul d’une intégrale géné Utilisation de pri

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a™ et en b™, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7

1
Exemple : Montrer que la fonction x — In —— est intégrable sur [0 ;1] et calculer son intégrale.
X—x
Solution

On note déja que la fonction considérée est continue sur ]0; 1], par les théorémes usuels.
Soient alors € et x dans ]0; 1[.

X 1
/ In dt =
e t—t
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a™ et en b™, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7

Exemple : Montrer que la fonction x — In

> est intégrable sur ]0; 1] et calculer son intégrale.
X — X
Solution

On note déja que la fonction considérée est continue sur ]0; 1], par les théorémes usuels.
Soient alors € et x dans ]0; 1[.

X 'I X
/Elnt_tzdt:/E (—Int—ln(l—t)) dt
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a™ et en b™, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7

Exemple : Montrer que la fonction x — In

> est intégrable sur ]0; 1] et calculer son intégrale.
X — X
Solution

On note déja que la fonction considérée est continue sur ]0; 1], par les théorémes usuels.
Soient alors € et x dans ]0; 1[.

X

/:Int—]tz dt = /EX(—Int—In(]—t)) dt = [—tlnt+t+(l—t)|n(l—t)—1+t

£
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a™ et en b™, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7

Exemple : Montrer que la fonction x — In

> est intégrable sur ]0; 1] et calculer son intégrale.
X — X
Solution

On note déja que la fonction considérée est continue sur ]0; 1], par les théorémes usuels.
Soient alors € et x dans ]0; 1[.

X

/:Int—]tz dt = /EX(—Int—In(]—t)) dt = [—tlnt+t+(1—t)|n(l—t)—1+t

£

= F(x) — F(e) avec F(x)=—xInx+(1—x)In(1—x)+2x —1
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Utilisation de primitives

Si f est continue par morceaux sur ]a; b[ avec —oco < a < b < 400, et si F est une primitive de f, alors
f est intégrable sur ]a; b[ si et seulement si F admet des limites finies en a™ et en b™, et on a alors :

’ = li li
[t g )= i, 7

Exemple : Montrer que la fonction x — In

> est intégrable sur ]0; 1] et calculer son intégrale.
X — X
Solution

On note déja que la fonction considérée est continue sur ]0; 1], par les théorémes usuels.
Soient alors € et x dans ]0; 1[.

X

— 2

/:Int ] dt = /EX(—Int—In(]—t)) dt = [—tlnt+t+(1—t)|n(l—t)—1+t

£

= F(x) — F(e) avec F(x)=—xInx+(1—x)In(1—x)+2x —1

7 dx existe et vaut 2.

1
limF=—1;limF=1;dou: /In
0 1 0

X —X
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables
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Techniques de calcul d’une intégrale géné Utilisation de pri

Changement de variables

de toutes fagons intérét lorsqu'on réalise un changement de variable a ce qu'il soit bijectif.

Théoréme 5

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle ], B[ a valeurs réelles ou complexes, et
une bijection strictement monotone d’un intervalle ]a; b[ sur ], B[, de classe € sur Ja; b[ .

B b
Alors Tl'intégrale / f est convergente si et seulement si l'intégrale / (f o p)¢’ Test, et, dans ce cas :
(e} a

/jf(t) dt:/abfoso(uw’(u) du.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée RUTEATINIRY

Changement de variables

de toutes fagons intérét lorsqu'on réalise un changement de variable a ce qu'il soit bijectif.
Théoréme 5

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle ], B[ a valeurs réelles ou complexes, et
une bijection strictement monotone d’un intervalle ]a; b[ sur ], B[, de classe € sur Ja; b[ .

B b
Alors Tl'intégrale / f est convergente si et seulement si l'intégrale / (f o p)¢’ Test, et, dans ce cas :
(e} a

/jf(t) dt:/abfoso(uw’(u) du.

Démonstration

Supposons par exemple ¢ strictement croissante.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

de toutes faons intérét lorsqu'on réalise un changement de variable a ce qu'il soit bijectif.
Théoréme 5

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle ], B[ a valeurs réelles ou complexes, et
une bijection strictement monotone d’un intervalle ]a; b[ sur ], B[, de classe € sur Ja; b[ .

B b
Alors Tl'intégrale / f est convergente si et seulement si l'intégrale / (f o p)¢’ Test, et, dans ce cas :
(e} a

/jf(t) dt=/abf0<p(U)~<p’(U) du.

Démonstration

Supposons par exemple ¢ strictement croissante.
Pour tout segment [x ; y] inclus dans ]a; b[, on a d’aprés le théoréme sur le changement de variable pour I'intégration sur
un segment :

)
[ roet o't di= [  rar.

x (%)
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

de toutes fagons intérét lorsqu'on réalise un changement de variable a ce qu'il soit bijectif.
Théoréme 5

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle ], B[ a valeurs réelles ou complexes, et
une bijection strictement monotone d’un intervalle ]a; b[ sur ], B[, de classe € sur Ja; b[ .

B b
Alors Tl'intégrale / f est convergente si et seulement si l'intégrale / (f o p)¢’ Test, et, dans ce cas :
(e} a

/jf(t) dt=/abf0<p(U)~<p’(U) du.

Démonstration

Supposons par exemple ¢ strictement croissante.
Pour tout segment [x ; y] inclus dans ]a; b[, on a d’aprés le théoréme sur le changement de variable pour I'intégration sur
un segment :

y , ()

[ roet o't di= [  rar.
x (%)

Puisque ¢ est une bijection strictement croissante, x — a si et seulement si ¢(x) — a et y — b si et seulement si

@(y) — B. Dou le résultat par définition de la convergence d’une intégrale généralisée, en passant a la limite.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

Exemple 1

Soit f continue par morceaux sur ]a; b]. Alors l'intégrale de f en a™ existe si et seulement si l'intégrale de
t+— f(a+t) en 0F existe.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

Exemple 1

Soit f continue par morceaux sur ]a; b]. Alors l'intégrale de f en a™ existe si et seulement si l'intégrale de
t— f(a+t) en 0T existe.

Solution

b
Immédiat : faire le changement de variable x = a + ¢ dans / f(x) dx.
a
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée RUTEATINIRY

Changement de variables

Exemple 1

Soit f continue par morceaux sur ]a; b]. Alors l'intégrale de f en a™ existe si et seulement si l'intégrale de
t— f(a+t) en 0T existe.

Solution
Immédiat : faire le changement de variable x = a + t dans / f(x) dx. Ce changement de variable étant

affine réalise bien une bijection de classe € strictement monotone de ]a; b] sur ]0; b — d].

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée RUTEATINIRY

Changement de variables

Exemple 1

Soit f continue par morceaux sur ]a; b]. Alors l'intégrale de f en a™ existe si et seulement si l'intégrale de
t— f(a+t) en 0T existe.

Solution
Immédiat : faire le changement de variable x = a + t dans / f(x) dx. Ce changement de variable étant

affine réalise bien une bijection de classe € strictement monotone de ]a; b] sur ]0; b — d].
dx

6 1
On retrouve ainsi le résultat : / ﬁ existe si et seulement si I'intégrale de t — o existe en 01
« (x—a

c'est-a-dire si et seulement si a < 1.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée RUTEATINIRY

Changement de variables

Exemple 1

Soit f continue par morceaux sur ]a; b]. Alors l'intégrale de f en a™ existe si et seulement si l'intégrale de
t— f(a+t) en 0T existe.

Solution
Immédiat : faire le changement de variable x = a + t dans / f(x) dx. Ce changement de variable étant

affine réalise bien une bijection de classe € strictement monotone de ]a; b] sur ]0; b — d].
dx

6 1
On retrouve ainsi le résultat : / ﬁ existe si et seulement si I'intégrale de t — o existe en 01
« (x—a

c'est-a-dire si et seulement si a < 1.

On aurait évidemment un résultat similaire en b™.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

Exemple 2

a
Soit f: |—a; a[ — K, paire et continue par morceaux. Alors f(t) dt existe si et seulement si
—a

a a a
/ f(t) dt existe, et, dans ce cas : f(t)dt = 2/ f(t)de.
0 —a 0
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

Exemple 2

a
Soit f: |—a; a[ — K, paire et continue par morceaux. Alors f(t) dt existe si et seulement si
—a

a a a
/ f(t) dt existe, et, dans ce cas : f(t)dt = 2/ f(t)de.
0 —a 0

Solution

0
Déja, si I'intégrale / f(t) dt converge, alors les deux intégrales / f(t)dt et f(t) dt convergent,
—a

par définition d’'une mtegrale doublement impropre (définition 3).
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

Exemple 2
a
Soit f: |—a; a[ — K, paire et continue par morceaux. Alors f(t) dt existe si et seulement si

—a

a a a
/ f(t) dt existe, et, dans ce cas : f(t)dt = 2/ f(t)de.
0 —a 0

Solution

0
Déja, si I'intégrale / f(t) dt converge, alors les deux intégrales / f(t)dt et f(t) dt convergent,
—a

par définition d’'une mtegrale doublement impropre (définition 3).

Puis, si l'intégrale / f(t) dt existe, alors le changement de variable affine u = —t, qui réalise une
0
bijection de classe %" strictement décroissante de [0; a[ sur ]—a; 0], permet de montrer, compte tenu de
0
la parité de f, que l'intégrale f(t) dt existe et lui est égale, d'ou le résultat.
—a
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

5 le 3 /"' dx T
xemple 3 : — = —o
. 0 2+cosx /3
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

5 le 3 /"' dx g
xemple 3 : - =
. 0 2+cosx /3
Solution
1
La fonction x — ————— est continue sur [0; ] puisque le dénominateur ne s’annule pas, donc
2+ cosx

l'intégrale proposée existe (intégrale d’'une fonction continue sur un segment!).
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

5 le 3 /Tr dx g
xemple 3 : - =
. 0 2+cosx /3
Solution
1
La fonction x — ————— est continue sur [0; ] puisque le dénominateur ne s’annule pas, donc
2+ cosx

l'intégrale proposée existe (intégrale d’'une fonction continue sur un segment!).

Remarquons que, compte tenu de la proposition 1, on peut dire que I'intégrale proposée est aussi celle de
cette fonction sur lintervalle semi-ouvert [0; 7[.
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5 le 3 /Tr dx T
xemple 3 : — ==L
4 0 2+cosx /3

Solution

. 1 . . P
La fonction x — o est continue sur [0; 7] puisque le dénominateur ne s'annule pas, donc
cos X

l'intégrale proposée existe (intégrale d’'une fonction continue sur un segment!).

Remarquons que, compte tenu de la proposition 1, on peut dire que I'intégrale proposée est aussi celle de
cette fonction sur lintervalle semi-ouvert [0; 7[.

Lapplication x > tan (%) est une bijection strictement croissante de classe %" de Vintervalle [0; [ sur
1— ¢
14 £

dt
[0; 4o00[; en posant t = tan (%), onax=2Arctant dou dx = o et cosx =
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

5 le 3 /Tr dx g
xemple 3 : - =
4 0 2+cosx /3
Solution
1
La fonction x — ————— est continue sur [0; ] puisque le dénominateur ne s’annule pas, donc
2+ cosx

l'intégrale proposée existe (intégrale d’'une fonction continue sur un segment!).

Remarquons que, compte tenu de la proposition 1, on peut dire que I'intégrale proposée est aussi celle de
cette fonction sur lintervalle semi-ouvert [0; 7[.

Lapplication x > tan (%) est une bijection strictement croissante de classe %" de Vintervalle [0; [ sur
e 1— ¢
et cosx =
2 1412

donc (les intégrales impropres écrites ci-aprés convergent nécessairement en vertu du théoréme 5) :

/W dx _/+°° 2dt
0 2+ cosx o (1+8) (24_&)

1+£2

[0; 4o00[; en posant t = tan (%), onax=2Arctant dou dx = ]
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

5 le 3 /Tr dx g
xemple 3 : - =
4 0 2+cosx /3
Solution
1
La fonction x — ————— est continue sur [0; ] puisque le dénominateur ne s’annule pas, donc
2+ cosx

l'intégrale proposée existe (intégrale d’'une fonction continue sur un segment!).

Remarquons que, compte tenu de la proposition 1, on peut dire que I'intégrale proposée est aussi celle de
cette fonction sur lintervalle semi-ouvert [0; 7[.

Lapplication x > tan (%) est une bijection strictement croissante de classe %" de Vintervalle [0; [ sur
1— ¢

2

donc (les intégrales impropres écrites ci-aprés convergent nécessairement en vertu du théoréme 5) :

/W dx _/+°° 2dt
0 2+ cosx o (1+8) (24_&)

/+°° 2dt
0 2+3

dt
[0; 4o00[; en posant t = tan (%), onax=2Arctant dou dx = o et cosx = ]

1+£2
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

5 le 3 /Tr dx g
xemple 3 : - =
4 0 2+cosx /3
Solution
1
La fonction x — ————— est continue sur [0; ] puisque le dénominateur ne s’annule pas, donc
2+ cosx

l'intégrale proposée existe (intégrale d’'une fonction continue sur un segment!).

Remarquons que, compte tenu de la proposition 1, on peut dire que I'intégrale proposée est aussi celle de
cette fonction sur lintervalle semi-ouvert [0; 7[.

Lapplication x > tan (%) est une bijection strictement croissante de classe %" de Vintervalle [0; [ sur
e 1— ¢
et cos x =
2 14 £
donc (les intégrales impropres écrites ci-aprés convergent nécessairement en vertu du théoréme 5) :

/W dx _/+°° 2dt
o 2+cosx Jo (14 ) (z_i_lftz)

1+£2

_/+o<> 2dt [iArctan (—t)yroo—L
o 2+3 V3 v3lle V3

[0; 4o00[; en posant t = tan (%), onax=2Arctant dou dx = ]

PSI* (Lycé " Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

dx

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a
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dx

JBE— o

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a

Solution

Pour x € ]a; b[ posons f(x) = 3 Pour tout x € ]a; b[, (b — x)(x — a) > 0 donc [ est

(b

continue (et positive) sur ]a; b[.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

dx

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a

Solution
1
Pour x € ]a; b[ posons f(x) = —————————. Pour tout x € ]a; b[, (b — x)(x — a) > 0 donc [ est
(b—x)(x—a)
continue (et positive) sur ]a; b[.
cste
De plus, quand x — a™, f(x) ~ ———— donc par comparaison avec une fonction de Riemann

xmat (x — a)/?
(exposant % < 1), f est intégrable au voisinage de a. Et il en est de méme au voisinage de b.

PSI* (Lycée dArsonval) Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022 42166



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

dx

JBE— o

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a

Solution
1
Pour x € ]a; b[ posons f(x) = —————————. Pour tout x € ]a; b[, (b — x)(x — a) > 0 donc [ est
(b—x)(x—a)
continue (et positive) sur ]a; b[.
cste

De plus, quand x — a™, f(x) ~ donc par comparaison avec une fonction de Riemann

x~>aJr ( )]/Z
(exposant % < 1), f est intégrable au voisinage de a. Et il en est de méme au voisinage de b.

On écrit alors le trinome (b — x)(x — a) sous forme canonique :

(b=x)r— ) =+ (o b—ab = =  (x = o)+ ab— (242)7) = (252)" - (x— 3¢)"
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

dx

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a

Solution
1
Pour x € ]a; b[ posons f(x) = —————————. Pour tout x € ]a; b[, (b — x)(x — a) > 0 donc [ est
(b—x)(x—a)
continue (et positive) sur ]a; b[.
cste
De plus, quand x — a™, f(x) ~ ———— donc par comparaison avec une fonction de Riemann

xmat (x — a)/?
(exposant % < 1), f est intégrable au voisinage de a. Et il en est de méme au voisinage de b.

On écrit alors le trinome (b — x)(x — a) sous forme canonique :

(b—x)(x—a) = —x* +(a+b)x—ab= — ((x— %b)z—l- ab — (%”)2) = (b;ﬂ)z_ (x— %b)z

Le changement de variable y = x — %b, qui est un changement de variable affine donc licite, donne alors :
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

dx

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a

Solution
1
Pour x € ]a; b[ posons f(x) = —————————. Pour tout x € ]a; b[, (b — x)(x — a) > 0 donc [ est
(b—x)(x—a)
continue (et positive) sur ]a; b[.
cste
De plus, quand x — a™, f(x) ~ ———— donc par comparaison avec une fonction de Riemann

xmat (x — a)/?
(exposant % < 1), f est intégrable au voisinage de a. Et il en est de méme au voisinage de b.

On écrit alors le trinome (b — x)(x — a) sous forme canonique :

(b—x)(x—a) = —x* +(a+b)x—ab= — ((x— %b)z—l- ab — (%”)2) = (b;ﬂ)z_ (x— %b)z

Le changement de variable y = x — %b, qui est un changement de variable affine donc licite, donne alors :

/b$:/b?"L
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

dx

b
Exemple 4 : Soient a, b € R avec a < b. Alors /
a

Solution
1
Pour x € ]a; b[ posons f(x) = —————————. Pour tout x € ]a; b[, (b — x)(x — a) > 0 donc [ est
(b—x)(x—a)
continue (et positive) sur ]a; b[.
cste
De plus, quand x — a™, f(x) ~ ———— donc par comparaison avec une fonction de Riemann

xmat (x — a)/?
(exposant % < 1), f est intégrable au voisinage de a. Et il en est de méme au voisinage de b.

On écrit alors le trinome (b — x)(x — a) sous forme canonique :

(b—x)(x—a) = —x* +(a+b)x—ab= — ((x— %b)z—l- ab — (%”)2) = (b;ﬂ)z_ (x— %b)z

Le changement de variable y = x — %b, qui est un changement de variable affine donc licite, donne alors :

Y

bidx = b;"#: rcsin Y N s
/a\/m_/”Z" () - 2 [Acs (‘%)]Tb '

PSI* (Lycée dArsonval) Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022 42166



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FRVTEATINERTITOTE

Changement de variables

+°° Inx
Exemple 5 : ——dx=0.
0 x4+ 1
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T nx
Exemple 5 : ——dx=0.
0 x4+ 1

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :
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T nx
Exemple 5 : ——dx=0.
0 x4+ 1

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :
Inx

x2 41

@ La fonction f: x — est continue sur R} comme quotient de fonctions continues.
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T nx
Exemple 5 : ——dx=0.
0 x4+ 1

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :
Inx

x2 41

@ La fonction f: x — est continue sur R} comme quotient de fonctions continues.

1
@ Au voisinage de 0, f(x) ~ Inx, et on sait que [ Inxdx existe (intégrale de référence).
x—0 0

1
Par comparaison de fonctions de signes constants au voisinage de 0, il en est de méme de [ f.
0
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T nx
Exemple 5 : ——dx=0.
0 x4+ 1

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :
Inx

x2 41

@ La fonction f: x — est continue sur R} comme quotient de fonctions continues.

1
@ Au voisinage de 0, f(x) ~ Inx, et on sait que [ Inxdx existe (intégrale de référence).
x—0 0

1
Par comparaison de fonctions de signes constants au voisinage de 0, il en est de méme de [ f.
0

. . . 3/2 . In x 1 .
@ Par croissances comparées, lim x x) = lim — =0,donc f(x) = o( — ). Par comparaison avec
P " x—+o0 fix) x—+oo xV/2 ! f(x) +oo x3/2 P

la fonction de Riemann x +— oyl qui est intégrable au voisinage de +oco puisque 3 > 1, on en déduit que f est
X

intégrable au voisinage de +oco.
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

T nx
Exemple 5 : 5 dx =0.
0 X +]

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :
Inx

@ La fonction f: x —
x2 41

est continue sur Rfr comme quotient de fonctions continues.

1
@ Au voisinage de 0, f(x) ~ Inx, et on sait que [ Inxdx existe (intégrale de référence).
x—0 0

1
Par comparaison de fonctions de signes constants au voisinage de 0, il en est de méme de [ f.
0

. . . 3/2 . In x 1 .
@ Par croissances comparées, lim x x) = lim — =0,donc f(x) = o( — ). Par comparaison avec
P " x—+o0 fix) x—+oo xV/2 ! f(x) +oo x3/2 P

la fonction de Riemann x +— , qui est intégrable au voisinage de +oco puisque % > 1, on en déduit que f est

intégrable au voisinage de +oco.

1 1
Dans l'intégrale / f, on fait le changement de variable t = -, qui réalise une bijection de classe € strictement
0 X

décroissante de ]0;1] sur [1; +o0o[. On obtient :
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Techniques de calcul d’une intégrale généralisée FUTETIN IO

Changement de variables

T nx
Exemple 5 : 5 dx =0.
0 X +]

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :

In x
@ La fonction f: x —
X2 +

. est continue sur Rfr comme quotient de fonctions continues.

1
@ Au voisinage de 0, f(x) ~ Inx, et on sait que [ Inxdx existe (intégrale de référence).
x—0 0

1
Par comparaison de fonctions de signes constants au voisinage de 0, il en est de méme de [ f.
0

. . . 3/2 . In 1 .
@ Par croissances comparées lim x x)= lim — = 0 donc X : 0| —5 |. Par comparaison avec
P " x—+0o f( ) x—+oo x / f( ) 400 x3/2 P

1
la fonction de Riemann x +— e qui est intégrable au voisinage de +o0co puisque % > 1, on en déduit que f est

intégrable au voisinage de +oco.

1 1
Dans l'intégrale / f, on fait le changement de variable t = -, qui réalise une bijection de classe € strictement
X

décroissante de ]0;1] sur [1; +o0o[. On obtient :
1

1 Inx +oo In (7 dt +oo nt
/ 7/ —’ — = —/ —— dt dlou finalement :
o X1 1 P8 1 1+ ¢
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T nx
Exemple 5 : dx =0.
0

X2 41

Solution
Bien sar, on commence par démontrer (rapidement) I'existence de I'intégrale proposée :
Inx

x2 41

@ La fonction f: x — est continue sur R} comme quotient de fonctions continues.

1
@ Au voisinage de 0, f(x) ~ Inx, et on sait que [ Inxdx existe (intégrale de référence).
x—0 0

1
Par comparaison de fonctions de signes constants au voisinage de 0, il en est de méme de [ f.
0

Inx

. p g 3/2 g 1 .
@ Par croissances comparées, lim x x) = lim — =0,donc f(x) = o( — ). Par comparaison avec
P " x—+o0 fix) x—+oo xV/2 ! f(x) +oo x3/2 P

1
la fonction de Riemann x +— e qui est intégrable au voisinage de +o0co puisque % > 1, on en déduit que f est

intégrable au voisinage de +oco.

1 1

Dans l'intégrale / f, on fait le changement de variable t = -, qui réalise une bijection de classe € strictement
0 X

décroissante de ]0;1] sur [1; +o0o[. On obtient :

1

1 Inx +oo In (3 dt +oo Int

/ > ]dx:/ #[—Z = —/ — dt  dou finalement :
0 X2+ 1 (;) +1 1 +

+0o Inx T Inx +oo  Inx
/ dx:/ dx+/ dx = 0.
0 X +1 0 X% +1 1 X2 +1
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Intégration par parties

Théoréme 6

Soient f et g deux fonctions de classe %" sur un intervalle [a; b[. Si Iirp f(t)g(t) existe , alors les
X—D—

b b
intégrales / f'g et / fg' sont de méme nature, et, lorsqu’elles convergent, on a :
a a
g ! g /
| ros0 = im f0s0) - flaate) = [ F08 ()

ce que l'on écrit encore : / f()g(t) dt = [f(t)g( t) / f(H)g' (1) dt.
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Intégration par parties

Théoréme 6

Soient f et g deux fonctions de classe %" sur un intervalle [a; b[. Si Iirp f(t)g(t) existe , alors les
X—D—

b b
intégrales / f'g et / fg' sont de méme nature, et, lorsqu’elles convergent, on a :
a a
g ! H g /
| ros0 = im f0s0) - flaate) = [ F08 ()

ce que l'on écrit encore : / f()g(t) dt = [f(t)g( t) / f(H)g' (1) dt.

Démonstration

Il suffit de passer a la limite dans la relation :

/ " (08(6) dt = f(0)8(x) — f(a)g(a) - / C 08 (1) de
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Intégration par parties

Théoréme 6

Soient f et g deux fonctions de classe %" sur un intervalle [a; b[. Si Iirp f(t)g(t) existe , alors les
X—D—

b b
intégrales / f'g et / fg' sont de méme nature, et, lorsqu’elles convergent, on a :
a a
g ! H g /
| ros0 = im f0s0) - flaate) = [ F08 ()

ce que l'on écrit encore : / f()g(t) dt = [f(t)g( t) / f(H)g' (1) dt.

Remarques :

@ Ce théoréme se généralise sans difficulté au cas d’un intervalle de la forme ]a; b] (il faut alors que
Iim+ f(t)g(t) existe) ou au cas d'un intervalle de la forme ]a; b[ (et il faut alors que les deux
t—a

limites lim f(t)g(t) et lim f(t)g(t) existent).
t—b— t—at
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Intégration par parties

Théoréme 6

Soient f et g deux fonctions de classe %" sur un intervalle [a; b[. Si Iirp f(t)g(t) existe , alors les
X—D—

b b
intégrales / f'g et / fg' sont de méme nature, et, lorsqu’elles convergent, on a :
a a
g ! H g /
| ros0 = im f0s0) - flaate) = [ F08 ()

ce que l'on écrit encore : / f()g(t) dt = [f(t)g( t) / f(H)g' (1) dt.

Remarques :

@ Ce théoréme se généralise sans difficulté au cas d’un intervalle de la forme ]a; b] (il faut alors que
Iim+ f(t)g(t) existe) ou au cas d'un intervalle de la forme ]a; b[ (et il faut alors que les deux
t—a

limites lim f(t)g(t) et lim f(t)g(t) existent).
t—b— t—at

@ Pour appliquer ce théoreme il est indispensable de vérifier proprement I'existence de la limite. En cas
de doute, on reviendra a la formule sur un segment, et a la fin des calculs on fera un (ou des)
passage(s) a la limite (que |

)

'on justifiera bien sir!).

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée BLTEIEITNETREIES

Intégration par parties

Exemple 1 /+00 i T
X 3 —_— = —.
P o (+e)y 4
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Intégration par parties

oo dt ™
Exemple 1: ; m ==

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probleme!
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Intégration par parties

[

I +00 dt
E 1: —_— = =,
xemple /0 (] n tz)z 2

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probleme!

1
Rapidement : la fonction f: t — m est continue sur [0; +oo], et au voisinage de +oo : f(t) ~ w

1
avec t — a positive et intégrable au voisinage de +oco (fonction de Riemann).
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Intégration par parties

3

I +o00 dt
E 18 —_— = .
xemple /0 (] n t2)2 2

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probleme!

Rapidement : la fonction f: t — est continue sur [0; +oo], et au voisinage de +oo : f(t) ~

1
1+ )2 “
1
avec t — a positive et intégrable au voisinage de +oco (fonction de Riemann).

Pour le calcul, on commence par utiliser I'astuce « classique » en écrivant : 1= (14 2) — £ :

/+°° dt _/+°°(1+r2)—t2dt_/+°° dt _/+°° £dt
o +e2 a+22 —  Jy ke Jo (+8)2
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Intégration par parties

3

I +o00 dt
E 18 —_— = .
xemple /0 (] n t2)2 2

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probleme!

Rapidement : la fonction f: t — est continue sur [0; +oo], et au voisinage de +oo : f(t) ~

1
1+ )2 “
1
avec t — a positive et intégrable au voisinage de +oco (fonction de Riemann).

Pour le calcul, on commence par utiliser I'astuce « classique » en écrivant : 1= (14 2) — £ :

/*00 dt /+°° (1+2)—¢ df = /*00 dt /+°° 2 dt

o (+£) 0 (14 2)? o 1+ Jo  (+8)2

Il est important de noter que I'on a bien le droit de « couper l'intégrale en deux » car toutes les intégrales
écrites sont convergentes (considérer un équivalent en +00).
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Intégration par parties

3

I +o00 dt
E 18 —_— = .
xemple /0 (] n t2)2 2

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probleme!

Rapidement : la fonction f: t — est continue sur [0; +oo], et au voisinage de +oo : f(t) ~

1
1+ )2 “
1
avec t — a positive et intégrable au voisinage de +oco (fonction de Riemann).

Pour le calcul, on commence par utiliser I'astuce « classique » en écrivant : 1= (14 2) — £ :

/*00 dt /+°° (1+2)—¢ df = /*00 dt /+°° 2 dt

o (+£) 0 (14 2)? o 1+ Jo  (+8)2

Il est important de noter que I'on a bien le droit de « couper l'intégrale en deux » car toutes les intégrales
écrites sont convergentes (considérer un équivalent en +00).

La premiére de ces intégrales est immédiate :

wE dt _ +oo _ ™
/0 —[Arctanl‘]0 =

1+ 2
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Intégration par parties

. el /+°° dt T
xemple 1: — =

P o (+eR 4
Solution (suite)

Foo 24t
Pour calculer la seconde intégrale, / m , on va faire une intégration par parties, en posant
0
t
u(t)y=tetV(t) = ——=, soit v(t) = —— —— -
()= tet V(0 = o 0 = 31

itégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée BLTEIEITNETREIES

Intégration par parties

3

' +o0o dt
E g —_— =
xemple /0 (] T t2)2 n

Solution (suite)

Foo 24t
Pour calculer la seconde intégrale, / i+ tZ)Z , on va faire une intégration par parties, en posant
0
t
u(t)y=tetV(t) = ——=, soit v(t) = —— —— -
()= tet V(0 = o 0 = 31

Les fonctions u et v sont bien de classe 4" sur Ry et , “T u(t)v(t) = 0 existe, ce qui justifie 'écriture :
— 400
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Intégration par parties

3

' +o0o dt
E g —_— =
xemple /0 (] T t2)2 n

Solution (suite)

Foo 24t
Pour calculer la seconde intégrale, / i+ tZ)Z , on va faire une intégration par parties, en posant
t
u(t)y=tetV(t) = ——=, soit v(t) = —— —— -
()= tet V(0 = o 0 = 31

Les fonctions u et v sont bien de classe 4" sur Ry et , “T u(t)v(t) = 0 existe, ce qui justifie 'écriture :
— 400

‘oo 24t ¢ ]t 1 e dt 7r
[ bkl e
0 (1+ 2)? 20+ 2) |, 2)o 1+ 4
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Intégration par parties

3

' +o0o dt
E g —_— =
xemple /0 (] T t2)2 n

Solution (suite)

Foo 24t
Pour calculer la seconde intégrale, / i+ tZ)Z , on va faire une intégration par parties, en posant
0
t
u(t)y=tetV(t) = ——=, soit v(t) = —— —— -
()= tet V(0 = o 0 = 31

Les fonctions u et v sont bien de classe 4" sur Ry et , “T u(t)v(t) = 0 existe, ce qui justifie 'écriture :
— 400

‘oo 24t ¢ ]t 1 e dt 7r
[ bkl e
0 (1+ 2)? 20+ 2) |, 2)o 1+ 4

En rassemblant les deux résultats précédents, on obtient finalement :

/”"L_I_Z_z
o (4822 2 4 4

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée BLTEIEITNETREIES

Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).

0
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Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).
0

Solution

Pour tout n € N, la fonction f,: t — t"Int est continue sur ]0;1].
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Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).
0

Solution

Pour tout n € N, la fonction f,: t — t"Int est continue sur ]0;1].
1
Pour n =0, fy(t) = Int, et on sait que l'intégrale /In tdt existe et vaut —1 (intégrale de référence).
0
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Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).
0

Solution
Pour tout n € N, la fonction f,: t — t"Int est continue sur ]0;1].
1

Pour n =0, fy(t) = Int, et on sait que l'intégrale /In tdt existe et vaut —1 (intégrale de référence).
0

Pour n > 1, |im+ fn(t) = 0, donc f; se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1], donc son
t—0

intégrale existe.
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Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).
0

Solution

Pour tout n € N, la fonction f,: t — t"Int est continue sur ]0;1].
1
Pour n =0, fy(t) = Int, et on sait que l'intégrale /In tdt existe et vaut —1 (intégrale de référence).
0
Pour n > 1, rirg+ fn(t) = 0, donc f; se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1], donc son
intégrale existe.

tn-H

Pour calculer l'intégrale, on fait une intégration par parties en posant u’(t) = t", soit u(t) = =t
n

et

v(t) =Int.
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Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).
0

Solution

Pour tout n € N, la fonction f,: t — t"Int est continue sur ]0;1].
1
Pour n =0, fy(t) = Int, et on sait que l'intégrale /In tdt existe et vaut —1 (intégrale de référence).
0
Pour n > 1, rirg+ fn(t) = 0, donc f; se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1], donc son

intégrale existe.
tn-H

n—+ 1
v(t) = In t. Les fonctions u et v sont bien de classe %" sur ]0;1], et |im+ u(t)v(t) = 0 par croissances
t—0

Pour calculer l'intégrale, on fait une intégration par parties en posant u’(t) = t", soit u(t) = et

comparées. On peut donc écrire :
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Intégration par parties

1
Exemple 2 : Existence et valeur de / t"Intdt (n € N).
0

Solution

Pour tout n € N, la fonction f,: t — t"Int est continue sur ]0;1].
1
Pour n =0, fy(t) = Int, et on sait que l'intégrale /In tdt existe et vaut —1 (intégrale de référence).
0
Pour n > 1, rirg+ fn(t) = 0, donc f; se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1], donc son

intégrale existe.
tn-H

n—+ 1
v(t) = In t. Les fonctions u et v sont bien de classe %" sur ]0;1], et |im+ u(t)v(t) = 0 par croissances
t—0

Pour calculer l'intégrale, on fait une intégration par parties en posant u’(t) = t", soit u(t) = et

comparées. On peut donc écrire :

1 n+l 1 10t 1
" n ¢ t dt 1 1
/fnlﬂfdf: {*n] —/ —=0- /t”dt:_4 .
0 n+1 ;50 Jo n+1 ¢ n+1Jy (n+1)?
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Intégration par parties

+o0
Exemple 3 : Pour tout entier n : / t"e”!dt = nl.

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Techniques de calcul d’une intégrale généralisée BLTEIEITNETREIES

Intégration par parties

+o0
Exemple 3 : Pour tout entier n : / t"e”!dt = nl.
0

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probléeme!
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Intégration par parties

+o0
Exemple 3 : Pour tout entier n : / t"e”!dt = nl.
0

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probléeme!

Rapidement : pour tout n € N, la fonction f,: t — t"e ™" est continue sur [0; +-00], et par croissances
1

comparées, thm 2£,(t) = 0 'est-a-dire f,(t) T 0 (ﬁ) avec t — 2 positive et intégrable au

voisinage de +oo0...
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Intégration par parties

+o0
Exemple 3 : Pour tout entier n : / t"e”!dt = nl.
0

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probléeme!

Rapidement : pour tout n € N, la fonction f,: t — t"e ™" est continue sur [0; +-00], et par croissances
1

comparées, thm 2£,(t) = 0 'est-a-dire f,(t) T 0 (ﬁ) avec t — 2 positive et intégrable au

voisinage de +oo0...

+oo
Notons I, = / t"e~ " dt. Pour n € N*, on fait une intégration par parties avec u(t) = t" et
0

V/(t) = e~ soit v(t) = —e .
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Intégration par parties

+o0
Exemple 3 : Pour tout entier n : / t"e”!dt = nl.
0

Solution

Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probléeme!

Rapidement : pour tout n € N, la fonction f,: t — t"e ™" est continue sur [0; +-00], et par croissances
1

comparées, thm 2£,(t) = 0 'est-a-dire f,(t) T 0 (ﬁ) avec t — 2 positive et intégrable au

voisinage de +oo0...

+oo
Notons I, = / t"e~ " dt. Pour n € N*, on fait une intégration par parties avec u(t) = t" et
0
V/(t) = e~ soit v(t) = —e~". Lorsque t = 0, I'expression t"e~" est égale & 0 puisque n > 1, et
lim "¢~ = 0 par croissances comparées, donc :
t—+o0
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Intégration par parties

+o0
Exemple 3 : Pour tout entier n : / t"e”!dt = nl.
0

Solution
Lexistence de cette intégrale ne doit pas poser de probléeme!
Rapidement : pour tout n € N, la fonction f,: t — t"e ™" est continue sur [0; +-00], et par croissances

1
comparées, lim £f,(t) = 0 Cest-a-dire f,(t = o0 — ) avec t — — positive et intégrable au
parées, lim /(1) b0, = 0(3) T :

voisinage de +oo0...
+oo
Notons I, = / t"e~ " dt. Pour n € N*, on fait une intégration par parties avec u(t) = t" et

0
V/(t) = e~ soit v(t) = —e~". Lorsque t = 0, I'expression t"e~" est égale & 0 puisque n > 1, et
lim "¢~ = 0 par croissances comparées, donc :
t—+o0

t—+oo TED
I = [—t"""], +n/ t"le~"dt = nl,_;.
0

N —_—
=0
+o0

Puisque fy = / e~ 'dt =1, on en déduit par récurrence immédiate : Vn € N, I, = nl.
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Intégration par parties

1 1
Exemple 4 : Montrer que / —e YInxdx = / ——dx.
0 0
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Intégration par parties

1 1
Exemple 4 : Montrer que / —e YInxdx = / ——dx.
0 0

Solution

Lexistence de I'intégrale est quasi-immédiate puisque e *Inx ~ Inx.

x—0
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Intégration par parties

1 1
Exemple 4 : Montrer que / —e YInxdx = / ——dx.
0 0

Solution

Lexistence de I'intégrale est quasi-immédiate puisque e *Inx ~ Inx.
x—0

On fait une intégration par parties en posant u’(x) = —e™* et v(x) = In x. Mais si l'on choisit
u(x) = e, alors le produit u(x)v(x) tend vers —oo quand x — 07, donc les hypotheéses du théoréme
d'intégration par parties ne sont pas vérifiées!!
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Intégration par parties

1 1
Exemple 4 : Montrer que / —e YInxdx = / ——dx.
0 0

Solution

Lexistence de I'intégrale est quasi-immédiate puisque e *Inx ~ Inx.
x—0

On fait une intégration par parties en posant u’(x) = —e™* et v(x) = In x. Mais si l'on choisit
u(x) = e, alors le produit u(x)v(x) tend vers —oo quand x — 07, donc les hypotheéses du théoréme
d'intégration par parties ne sont pas vérifiées!!
Lastuce (a retenir!) consiste a utiliser une autre primitive de u’; puisque ces primitives différent toutes
d’'une constante, il faut bien choisir cette constante. Ici, on choisira u(x) = e~* — 1, car de cette fagon
u(x) ~ — x donc lim u(x)v(x) = 0 par croissances comparées. On a donc :

x—0 x—0
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Intégration par parties

1 1
Exemple 4 : Montrer que / —e YInxdx = / ——dx.
0 0

Solution

Lexistence de I'intégrale est quasi-immédiate puisque e *Inx ~ Inx.
x—0

On fait une intégration par parties en posant u’(x) = —e™* et v(x) = In x. Mais si l'on choisit
u(x) = e, alors le produit u(x)v(x) tend vers —oo quand x — 07, donc les hypotheéses du théoréme
d'intégration par parties ne sont pas vérifiées!!
Lastuce (a retenir!) consiste a utiliser une autre primitive de u’; puisque ces primitives différent toutes
d’'une constante, il faut bien choisir cette constante. Ici, on choisira u(x) = e~* — 1, car de cette fagon
u(x) ~ — x donc lim u(x)v(x) = 0 par croissances comparées. On a donc :

x—0 x—0

1 1 1 —x
_ _ 1 _ dx 1—e

—e MInxdx = =)l - ) — =] — dx.

/0' e n xax [(e )nx]x 0 /Or(e )x /0' N X

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022






absolument convergentes

PSI* (Lycée d’Arson: Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales absolument convergentes

Définition 4

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —co < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente si l'intégrale / |f(t)| dt est convergente.
a

a
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Intégrales absolument convergentes

Définition 4

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —co < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente si l'intégrale / |f(t)| dt est convergente.
a

a

Remarques

@ On a bien sar une définition analogue dans le cas d'une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a; b] ou
Ja; bl
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Intégrales absolument convergentes

Définition 4

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —co < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente si l'intégrale / |f(t)| dt est convergente.
a

a

Remarques
@ On a bien sar une définition analogue dans le cas d'une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a; b] ou
la; bL.

@ Dans la définition ci-dessus, |f(t)| désigne la valeur absolue de f(¢) si f est & valeurs réelles, et son module si f est
a valeurs dans C.
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Intégrales absolument convergentes

Définition 4

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —co < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b b
On dit que l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente si l'intégrale / |f(t)| dt est convergente.
a

a

Remarques

@ On a bien sar une définition analogue dans le cas d'une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a; b] ou
la; bL.

@ Dans la définition ci-dessus, |f(t)| désigne la valeur absolue de f(¢) si f est & valeurs réelles, et son module si f est
a valeurs dans C.

Théoréme 7

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a; b[ avec —oco < a < b < 400, a valeurs
dans K.

b
Si l'intégrale / f est absolument convergente, alors elle est convergente, et on a :
a

/abf(t) dr| < /ab (8] dt.
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Intégrales absolument convergentes

Démonstration

@ Premier cas : f est a valeurs réelles

Notons alors, pour tout t € [a; b :

() = max(f(t),0) et [~ (r) = max(—f(t),0)
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Intégrales absolument convergentes

Démonstration

@ Premier cas : f est a valeurs réelles

Notons alors, pour tout t € [a; b :
fH(1) = max(f(t),0) et f(t) = max(—f(1),0)

de sorte que

f=f"=f" et Ifl=f"+f"
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Intégrales absolument convergentes

Démonstration

@ Premier cas : f est a valeurs réelles

Notons alors, pour tout t € [a; b :

fH(t) = max(f(t),0) et f~(t) = max(—f(t),0)

de sorte que
f=f"=f" et |Ifl=f"+f"

Puisque 0 < f < |f| et 0 < f~ < |f], il résulte des théorémes de comparaison pour les fonctions

b b
positives que les intégrales / ftoet / [~ existent.
a a

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales absolument convergentes

Démonstration

@ Premier cas : f est a valeurs réelles

Notons alors, pour tout t € [a; b :

fH(t) = max(f(t),0) et f~(t) = max(—f(t),0)

de sorte que
f=f"=f" et |Ifl=f"+f"
Puisque 0 < f < |f| et 0 < f~ < |f], il résulte des théorémes de comparaison pour les fonctions

b b
positives que les intégrales / ftoet / [~ existent.
a a

Puisque f = fT — f~, l'intégrale de f sur [a; b existe donc.
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Intégrales absolument convergentes

Démonstration

@ Premier cas : f est a valeurs réelles

Notons alors, pour tout t € [a; b :

fH(t) = max(f(t),0) et f~(t) = max(—f(t),0)

de sorte que
f=f"=f" et |Ifl=f"+f"
Puisque 0 < f < |f| et 0 < f~ < |f], il résulte des théorémes de comparaison pour les fonctions
b b
positives que les intégrales/ Fr et/ [~ existent.
a a
Puisque f = fT — f~, l'intégrale de f sur [a; b existe donc.
@ Cas général

Lorsque [ est a valeurs dans C, puisque |Re (f)| < |f| et |[Zm(f)| < |f], il résulte des théorémes de
comparaison que les intégrales de Re(f) et de Zm(f) sont absolument convergentes.
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Intégrales absolument convergentes

Démonstration

@ Premier cas : f est a valeurs réelles

Notons alors, pour tout t € [a; b :

fH(t) = max(f(t),0) et f~(t) = max(—f(t),0)

de sorte que
f=f"=f" et |Ifl=f"+f"
Puisque 0 < f < |f| et 0 < f~ < |f], il résulte des théorémes de comparaison pour les fonctions
b b
positives que les intégrales/ Fr et/ [~ existent.
a a
Puisque f = fT — f~, l'intégrale de f sur [a; b existe donc.
@ Cas général

Lorsque [ est a valeurs dans C, puisque [Re (f)| < |f] et |Zm(f)| < |f], il résulte des théorémes de
comparaison que les intégrales de Re(f) et de Zm(f) sont absolument convergentes.

b
D’apreés la premiére partie, elles sont donc convergentes, et on en conclut que f converge aussi.
a
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oo e~lsint
Exemple 1: Nature de I'intégrale / —dt

0 t
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Intégrales absolument convergentes

+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.
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Intégrales absolument convergentes

+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.
Puisque sin t ~ t, Iirrz] f(t) =1; f se prolonge donc par continuité en 0, et 'intégrale est faussement
t—0 t—

impropre au voisinage de 0.
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Intégrales absolument convergentes

+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.

Puisque sin t ~ t, IirrB f(t) =1; f se prolonge donc par continuité en 0, et 'intégrale est faussement
t—0 (=

impropre au voisinage de 0.

On « sait » que :
VteR, [sint] < |t
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+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.

Puisque sin tt:()t, th—% f(t) =1; f se prolonge donc par continuité en 0, et 'intégrale est faussement
impropre au voisinage de 0.

On « sait » que :

VteR, [sint] < |t

(cette inégalité est classique, et doit étre connue; pour la démontrer, le plus simple est d’appliquer
I'inégalité des accroissements finis a la fonction sin sur [0; {]).

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales absolument convergentes

+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.
Puisque sin t ~ t, tlm}) f(t) =1; f se prolonge donc par continuité en 0, et 'intégrale est faussement
t—0 (=
impropre au voisinage de 0.
On « sait » que :
VteR, [sint] < |t
(cette inégalité est classique, et doit étre connue; pour la démontrer, le plus simple est d’appliquer
I'inégalité des accroissements finis a la fonction sin sur [0; {]).

On en déduit que :
VteRL, |f(r) <e "
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Intégrales absolument convergentes

+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.

Puisque sin t ~ t, tlm}) f(t) =1; f se prolonge donc par continuité en 0, et 'intégrale est faussement
t—0 (=

impropre au voisinage de 0.

On « sait » que :
VteR, [sint] < |t

(cette inégalité est classique, et doit étre connue; pour la démontrer, le plus simple est d’appliquer
I'inégalité des accroissements finis a la fonction sin sur [0; {]).

On en déduit que :
VteRL, |f(r) <e "

La fonction t — e ™! étant intégrable sur R (fonction de référence), il en est de méme de |f| par les
théorémes de comparaison pour les fonctions positives (d’ailleurs, cet argument suffit, I'étude en 0 était
inutile!).
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Intégrales absolument convergentes

+oo e~lsint

Exemple 1: Nature de I'intégrale / — dt.
0

Solution

—0
. e fsint ) N . .
La fonction f: t = ———— est continue sur R* par les théoremes d'opérations sur les fonctions

continues. On remarque qu’elle n'est pas de signe constant.
Puisque sin t ~ t, tlm}) f(t) =1; f se prolonge donc par continuité en 0, et 'intégrale est faussement
t—0 (=
impropre au voisinage de 0.
On « sait » que :
VteR, [sint] < |t
(cette inégalité est classique, et doit étre connue; pour la démontrer, le plus simple est d’appliquer
I'inégalité des accroissements finis a la fonction sin sur [0; {]).
On en déduit que :
VteRL, |f(r) <e "

La fonction t — e ™! étant intégrable sur R (fonction de référence), il en est de méme de |f| par les
théorémes de comparaison pour les fonctions positives (d’ailleurs, cet argument suffit, I'étude en 0 était
inutile!).

Ainsi, l'intégrale de f sur Ry est absolument convergente, donc convergente.
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a l'inégalité |e = sin | < e ™.
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a linégalité [e~‘sint| < e

Lintégrale sur R de la fonction t — e~ fel! est également absolument convergente (puisque |e“| =1,
donc on peut écrire :

Intégration sur un intervalle quelconque



Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a linégalité [e~‘sint| < e

Lintégrale sur R de la fonction t — e~ fel! est également absolument convergente (puisque |e“| =1,
donc on peut écrire :

+o0 +00o .
/ e 'sintdt =Zm (/ e"e”dt)
0 0
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a linégalité [e~‘sint| < e

Lintégrale sur R de la fonction t — e~ fel! est également absolument convergente (puisque |e“| =1,
donc on peut écrire :

e oo . +oo
/ e fsintdt = Im (/ e fell dt) = Tm (/ eli=Nt dt)
0 0 0
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a linégalité [e~‘sint| < e

Lintégrale sur R de la fonction t — e~ fel! est également absolument convergente (puisque |e“| =1,
donc on peut écrire :

e oo . +oo
/ e fsintdt = Im (/ e fell dt) = Tm (/ eli=Nt dt)
0 0 0

1 i +oo
=Tm |:—e('_])']
i—1 0
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a linégalité [e~‘sint| < e

Lintégrale sur R de la fonction t — e~ fel! est également absolument convergente (puisque |e“| =1,
donc on peut écrire :

+o00o +o00 . +oo
/ e !sintdt = Zm (/ e"e”dt) =7Im (/ e("')'dt)
0 0 0
1 i +o0o
= T |:7e(l—])1:|
i—1 0

telt = 0 puisque la fonction t — e est bornée, donc finalement :

or lim eV = Jim e~
t—+o00 t—+o00
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Intégrales absolument convergentes

+oo
Exemple 2 : Existence et calcul de / e 'sintdt
0

Solution

La fonction t — e~ 'sin ¢ est continue sur [0 ; +oo], et la convergence absolue de l'intégrale est immédiate
grace a linégalité [e~‘sint| < e

Lintégrale sur R de la fonction t — e~ fel! est également absolument convergente (puisque |e“| =1,
donc on peut écrire :

+o00o +o00 . +oo
/ e !sintdt = Zm (/ e"e”dt) =7Im (/ e("')'dt)
0 0 0
1 i +o0o
= T |:7e(l—])1:|
i—1 0

el = 0 puisque la fonction t — e est bornée, donc finalement :

+oo 1 1
/ e !sintdt =7Im <—> = -
0 1—i 2

or lim eV = Jim e
t—+o00 t—+o00
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — = est continue sur ]Rj_, et qu'elle se prolonge par
sin t

continuité en 0 ([Iin}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — = est continue sur ]Rj_, et qu’elle se prolonge par

. sint o . o
continuité en 0 ([Im}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
Pour montrer que I'intégrale proposée converge, on revient a la définition, et il reste donc a montrer que
. X sin t X
lim —— dr existe.
x—+oo [o
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — = est continue sur ]Rj_, et qu’elle se prolonge par

. sint o . o
continuité en 0 ([Im}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
Pour montrer que I'intégrale proposée converge, on revient a la définition, et il reste donc a montrer que
. X sin t X
lim —— dr existe.
x—+oo [o

o lére méthode
(n+1)7
Cette méthode consiste a considérer la série de terme général u, = / f(t)dt.
nm
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — - est continue sur R, et qu'elle se prolonge par

. sint o . o
continuité en 0 ([Im}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
Pour montrer que I'intégrale proposée converge, on revient a la définition, et il reste donc a montrer que
. X sin t X
lim —— dr existe.
x—+oo [o

o lére méthode
(n+1)7
Cette méthode consiste a considérer la série de terme général u, = / f(t)dt.
nm

()7 gin ¢ T sinu
up, = / —dt = (—])"/ ———du
o t u=t—nm o u+nm

On pose donc :
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — - est continue sur R, et qu'elle se prolonge par

. sint o . o
continuité en 0 (}ln}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
Pour montrer que I'intégrale proposée converge, on revient a la définition, et il reste donc a montrer que
. X sin t X
lim —— dr existe.
x—+oo [o

o lére méthode
(n+1)7
Cette méthode consiste a considérer la série de terme général u, = / f(t)dt.
nm

()7 gin ¢ T sinu
up, = / —dt = (—])"/ ———du
o t u=t—nm o u+nm

Montrons alors que la série de terme général u, vérifie le CSSA :

On pose donc :
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — - est continue sur R, et qu'elle se prolonge par

. sint o . o
continuité en 0 ([Im}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
Pour montrer que I'intégrale proposée converge, on revient a la définition, et il reste donc a montrer que
. X sin t X
lim —— dr existe.
x—+oo [o

o lére méthode
(n+1)7
Cette méthode consiste a considérer la série de terme général u, = / f(t)dt.
nm

()7 gin ¢ T sinu
up, = / —dt = (—])"/ ———du
- t u=t—nm o u+4nm

Montrons alors que la série de terme général u, vérifie le CSSA :

On pose donc :

o Puisque sin u est positif sur [0 ; 7], la suite (u,) est alternée.
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Intégrales absolument convergentes

Exemple important

0 sint
/ & dt est convergente mais pas absolument convergente.
0

Solution

@ Montrons d’abord la convergence de I'intégrale. Cet exemple étant important, je vais donner deux méthodes pour ce
faire.

sin t
On commence déja par remarquer que la fonction ¢ — - est continue sur R, et qu'elle se prolonge par

. sint o . o
continuité en 0 ([Im}) - = 1), donc Tintégrale est faussement impropre au voisinage de 0.
—
Pour montrer que I'intégrale proposée converge, on revient a la définition, et il reste donc a montrer que
. X sin t X
lim —— dr existe.
x—+oo [o

o lére méthode
(n+1)7
Cette méthode consiste a considérer la série de terme général u, = / f(t)dt.
nm

()7 gin ¢ T sinu
up, = / —dt = (—])"/ ———du
- t u=t—nm o u+4nm

Montrons alors que la série de terme général u, vérifie le CSSA :

On pose donc :

o Puisque sin u est positif sur [0 ; 7], la suite (u,) est alternée.

o Linégalité u + nm < u+ (n+ 1) implique que la suite (|u,|) est décroissante.
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Solution (suite)

sinu

o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < / u< / — du = —, ce qui montre que
0 n

u-+ nm nm

lim wu, =0.
n—+oo
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.
n—+oo
(m)7 sjn ¢ . ]
La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses
nm

sommes partielles est convergente;
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.
n——+oo
(n+)7 gin ¢

La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses

ni
sommes partielles est convergente;

T osin t
orpourn>lonaS,_ = —— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de
T sin t
lim —dt =4

n—+oo Jo t
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.

n——+oo

) ()7 sin ¢
La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses

ni
sommes partielles est convergente;
T osin t
orpourn>lonaS,_ = —— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de
T sin t
lim —dt =4

n—+oo Jo t

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

entier > 1. Alors :
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

sinu

1 1
u< / — du = —, ce qui montre que
0 nm n

u+ nmw

K
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < /
0

lim wu, =0.
n—+oo
» o ()7 sin ¢
La série de terme général u, = - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses
nm
sommes partielles est convergente;

orpourn>=Tlona S, _/

T osin t
lim = dt = ¢.

n—+o0o 0

T osin t
—— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

X sint
|t
ny T t

entier > 1. Alors :

X sint T sin t
/ —dr—/ —dt
o b t
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

sinu

1 1
u< / — du = —, ce qui montre que
0 nm n

u+ nmw

K
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < /
0

lim wu, =0.
n—+oo
» o ()7 sin ¢
La série de terme général u, = - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses
nm
sommes partielles est convergente;

orpourn>=Tlona S, _/

T osin t
lim = dt = ¢.

n—+o0o 0

T osin t
—— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

X sint ks
IRy
ny T t ny T

entier > 1. Alors :

X sin t T osin t sin t
/ — dr—/ —dt

0 t

dr
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.

n——+oo

) ()7 sin ¢
La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses

ni
sommes partielles est convergente;
T osin t
orpourn>lonaS,_ = —— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de
T sin t
lim —dt =4

n—+oo Jo t

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

entier > 1. Alors :

X sint T sin t X sint X |sint
/—dr—/ —d’ / —dr‘g/ — | dt
0 t 0 t e nxm
(nx+N)7 | sin ¢
< / LY
ny T t

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.

n——+oo

) ()7 sin ¢
La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses

ni
sommes partielles est convergente;
T osin t
orpourn>lonaS,_ = —— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de
T sin t
lim —dt =4

n—+oo Jo t

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

X sint ks
IRy
ny T t ny T

(nx+1)m ()7 d¢
</ < [T 2
ny T ny t

X

entier > 1. Alors :

X sint T sin t sin t
/ — dr—/ —dt

o t 0 t

dr

sin t

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.

n——+oo

) ()7 sin ¢
La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses

ni
sommes partielles est convergente;
T osin t
orpourn>lonaS,_ = —— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de
T sin t
lim —dt =4

n—+oo Jo t

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

X sint ks
| 2 <

ny T t ny T
(nx+1)m ()7 d¢ (nx+1)m dt 1

</ < [T L.
nym nym t nym Ny nx

'x X
Lorsque x tend vers +oo0, il en est de méme de ny, donc lim
X—r

sin t T sin t
/—dr—/ —dt| =0
0t o t

entier > 1. Alors :

X sint T sin t sin t
/ — dr—/ —dt

o t 0 t

dr

sin t
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

™| sinu w 1 X
o Enfin, pour tout n > 1, on a |u,| < — | du< — du = —, ce qui montre que
u+ nmw o nmw n
lim wu, =0.

n——+oo

) ()7 sin ¢
La série de terme général u, = / - dt est donc convergente, c’est-a-dire que la suite (S,) de ses

ni
sommes partielles est convergente;
T osin t
orpourn>lonaS,_ = —— dt par la relation de Chasles; on a donc établi I'existence de
T sin t
lim —dt =4

n—+oo Jo t

X
Si maintenant x est un réel > 7 quelconque, soit ny = \‘7J , de sorte que nymm < x < (ny + 1) avec ny
T

X sint ks
| 2 <

ny T t ny T
(nx+1)m ()7 d¢ (nx+1)m dt 1

</ < [T L.
nym nym t nym Ny nx

'x X
Lorsque x tend vers +oo0, il en est de méme de ny, donc lim
X

sin t T sin t
/—dt—/ —— dt| = 0 dou
—+oo | /o t 0 t
X sin t

lon déduit lim —— dt = 4. Cela prouve la convergence de l'intégrale.
x—+oo Jo

entier > 1. Alors :

X sint T sin t sin t
/ — dr—/ —dt

o t 0 t

dr

sin t
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

La méthode est illustrée par le graphique ci-dessous.

4
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode
, . L . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0

V/(t) = sint.
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode .
, e P . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire

I'intégration par parties puisque Iim0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode

, . . . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire

I'intégration par parties puisque Iim0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—

L'astuce (déja vue) consiste ici a utiliser comme primitive la fonction v(t) =1 — cos t. En effet, puisque

. 1—cost L
1 — cost~ —, on aura lim ——— = 0 donc on peut écrire :
t—02 t— t
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode

, . . . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire

I'intégration par parties puisque Iim0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—
L'astuce (déja vue) consiste ici a utiliser comme primitive la fonction v(t) =1 — cos t. En effet, puisque

. 1—cost L
1 — cost~ —, on aura lim ——— = 0 donc on peut écrire :
t—02 t— t

X sint 1—cost]* X1—cost 1— cosx X1—cost
—dt = + dt = + dr.
o t t 0 0 2 X 0 2
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode

, . . . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire

I'intégration par parties puisque Iim0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—

L'astuce (déja vue) consiste ici a utiliser comme primitive la fonction v(t) =1 — cos t. En effet, puisque

. 1—cost L
1 — cost~ —, on aura lim ——— = 0 donc on peut écrire :
t—02 t— t

X sint 1—cost]* X1—cost 1— cosx X1—cost
—dt = + dt = + dr.
o t t 0 0 2 X 0 2

1—cost
Or il est facile de vérifier que la fonction t — 2

est intégrable sur R puisque continue, positive,

2
= 1), et majorée par z

prolongeable en 0 ( ]_f—z"“

lim
t—0
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode .
, e P . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire

I'intégration par parties puisque Iim0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—

L'astuce (déja vue) consiste ici a utiliser comme primitive la fonction v(t) =1 — cos t. En effet, puisque

. 1—cost L.
1 — cost~ —, on aura lim ——— = 0 donc on peut écrire :
t—02 t— t

X sint 1—cost]* X1—cost 1— cosx X1—cost
—dt = + dt = + dr.
o t t 0 0 2 X 0 2

1—cost
Or il est facile de vérifier que la fonction t —

est intégrable sur R puisque continue, positive,

2
2
H l—cost _ 1 PP il
prolongeable en 0 (}m) =gz = 3), et majorée par 2
¥1—cost 1—cosx
Il en résulte que lim ———— dt existe, et puisque lim ————— = 0 (car 1 — cos bornée), on
x—=+oo [ 12 x—+o00 X

en déduit que l'intégrale proposée converge et que :
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode .
, e P . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire
I'intégration par parties puisque Iim0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—
L'astuce (déja vue) consiste ici a utiliser comme primitive la fonction v(t) =1 — cos t. En effet, puisque

. 1—cost L.
1 — cost~ —, on aura lim ——— = 0 donc on peut écrire :
t—02 t— t

X sint 1—cost]* X1—cost 1— cosx X1—cost
—dt = + dt = + dr.
o t t 0 0 2 X 0 2

1—cost

Or il est facile de vérifier que la fonction t — est intégrable sur R puisque continue, positive,

2
2
H l—cost _ 1 PP il
prolongeable en 0 (}m) =gz = 3), et majorée par 2
¥1—cost 1—cosx
Il en résulte que lim ———— dt existe, et puisque lim ————— = 0 (car 1 — cos bornée), on
x—=+oo [ 12 x—+o00 X

en déduit que l'intégrale proposée converge et que :

+o0 sint +oo 1 — cost
[T [ e,
0 t 0 t
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite)

o 2éme méthode
, . L . X sint 1
Cette méthode consiste a faire une intégration par parties de e dt, en posant u(t) = p et
0
V/(t) = sin t. Mais si l'on choisit comme primitive la fonction v(t) = — cos t, on ne peut pas faire
I'intégration par parties puisque |im0 u(t)v(t) n'est pas finie!
t—

L'astuce (déja vue) consiste ici a utiliser comme primitive la fonction v(t) =1 — cos t. En effet, puisque

. 1—cost L.
1 — cost~ —, on aura lim ——— = 0 donc on peut écrire :
t—02 t— t

X sint 1—cost]* X1—cost 1— cosx X1—cost
—dt = + dt = + dr.
o t t 0 0 2 X 0 2

1—cost
Or il est facile de vérifier que la fonction t —

est intégrable sur R puisque continue, positive,

2
2
H l—cost _ 1 PP il
prolongeable en 0 (}m) =gz = 3), et majorée par 2
¥1—cost 1—cosx
Il en résulte que lim ———— dt existe, et puisque lim ————— = 0 (car 1 — cos bornée), on
x—+oo [o 12 X—+00 X

en déduit que l'intégrale proposée converge et que :

+o0 sint +oo 1 — cost
[T [ e,
0 t 0 t

< Lidée utilisée dans cette méthode est importante a retenir : puisque l'inégalité
1

sin t 1
ERK | < | ne suffit pas pour

conclure (car t + | n'est pas intégrable au voisinage de -+cc), on fait une intégration par parties pour
augmenter le degré du dénominateur et obtenir ainsi, par comparaison avec une fonction de Riemann, une
fonction intégrable au voisinage de +oo.
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite et fin)

sin t

+oo
@ Montrons enfin que l'intégrale n'est pas absolument convergente, c’est-a-dire que / dt diverge.
0
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite et fin)

S g ety B\ +oo |sint .
@ Montrons enfin que l'intégrale n'est pas absolument convergente, c’est-a-dire que —— | dt diverge.
0
] ; " . X|sint
Comme il s’agit de I'intégrale d’'une fonction positive, cela revient a démontrer que I|T e df = 400,
X—+o0
0

T sin t

et pour cela il suffit de démontrer que lim dt = +o0.

n—+4oo [,
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Intégrales absolument convergentes

sin t

dt diverge.

Solution (suite et fin)

"
@ Montrons enfin que l'intégrale n'est pas absolument convergente, c’est-a-dire que /
0

sin t

t

dt = +oo0,

X
Comme il s’agit de I'intégrale d’'une fonction positive, cela revient a démontrer que  lim /
X—+o0
0
T | sin t
dt = 4-o00.

et pour cela il suffit de démontrer que lim
n—+4oo [,
En reprenant les notations de la lere méthode vue ci-dessus, cela revient & démontrer que la série de terme général
(nH)7 | sin ¢ T sinu
|up| = = ——du
nm 0 u+nm

diverge.
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite et fin)

S g ety B\ +oo |sint .
@ Montrons enfin que l'intégrale n'est pas absolument convergente, c’est-a-dire que —— | dt diverge.
0
] ; " . X|sint
Comme il s’agit de I'intégrale d’'une fonction positive, cela revient a démontrer que  lim — | df = 400,
X—>+00 0 t
i R . Tl sin t
et pour cela il suffit de démontrer que lim — | dt = +o0.
n—+4oo [,

En reprenant les notations de la lere méthode vue ci-dessus, cela revient & démontrer que la série de terme général

(n+1)m Ed i
u| = dt = sy du
[un|
nm 0 u-+nm

. L. i sinu 1 e 2
Et cela est immédiat, puisque |u,| > ) du = ) sinudu = I .
n L n 7 Jo n T

sin t

diverge.
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite et fin)

S g ety B\ Foo | sint .
@ Montrons enfin que l'intégrale n’est pas absolument convergente, c’est-a-dire que —— | dt diverge.
0
] ; " . X|sint
Comme il s’agit de I'intégrale d’'une fonction positive, cela revient a démontrer que  lim — | df = 400,
X—>+00 0 t
i R . Tl sin t
et pour cela il suffit de démontrer que lim — | dt = +o0.
n—+4oo [,

En reprenant les notations de la lere méthode vue ci-dessus, cela revient & démontrer que la série de terme général

(n1)m P
|u"|=/ 1:/ S
nm o u+nmw

. . . sinu 1 w 2
Et cela est immédiat, puisque |u,| > / u= / sinudu = ———— -
o (n+N)m (n+07m Jo (n+0)m

sin t

diverge.

()7 | sin t

dt diverge, ce

Ainsi, par comparaison a la série harmonique (divergente), la série de terme général /
nr
sint

dt diverge.

+o0
qui prouve que 'intégrale /
0
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Intégrales absolument convergentes

Solution (suite et fin)

- a At BT +oo |sint .
@ Montrons enfin que l'intégrale n’est pas absolument convergente, c’est-a-dire que —— | dt diverge.
0
] ; " . X|sint
Comme il s’agit de I'intégrale d’'une fonction positive, cela revient a démontrer que I|T e df = 400,
X—+o0
0

T sin t

et pour cela il suffit de démontrer que lim dt = 4oc0.

n—+4oo [,

En reprenant les notations de la lere méthode vue ci-dessus, cela revient & démontrer que la série de terme général

(nH)7 | sin ¢ T sinu
lun| = / — | dt= / ——du
nm 0 u+nm
diverge.
. . . T  sinu 1 w 2
Et cela est immédiat, puisque |u,| > du= sinudu = ———— -
o (n+N)m (n+07m Jo (n+0)m
()7 | sin t

Ainsi, par comparaison a la série harmonique (divergente), la série de terme général / dt diverge, ce
n

. ™
sint

dt diverge.

+o0
qui prouve que 'intégrale /
0

+o0
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Intégrales absolument convergentes

Définition 5

Soit f une fonction définir sur un intervalle / a valeurs dans K.

f est dite intégrable sur / si f est continue par morceaux sur / et si son intégrale sur / est absolument
convergente.

Dans ce cas, on peut noter /f ou /f(t) dt cette intégrale.
I I
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Intégrales absolument convergentes

Définition 5

Soit f une fonction définir sur un intervalle / a valeurs dans K.

f est dite intégrable sur / si f est continue par morceaux sur / et si son intégrale sur / est absolument
convergente.

Dans ce cas, on peut noter /f ou /f(t) dt cette intégrale.
I I

Remarque : Lorsque / = [a; b[ (resp. ]a; b]), on pourra dire simplement : « f est intégrable en a » (resp.

en b).

Chapitre XIl : Intégration sur un intervalle quelconque Novembre 2022



Intégrales absolument convergentes

Définition 5

Soit f une fonction définir sur un intervalle / a valeurs dans K.

f est dite intégrable sur / si f est continue par morceaux sur / et si son intégrale sur / est absolument
convergente.

Dans ce cas, on peut noter /f ou /f(t) dt cette intégrale.

I I
Remarque : Lorsque / = [a; b[ (resp. ]a; b]), on pourra dire simplement : « f est intégrable en a » (resp.
en b).

Proposition 8

Lensemble noté L'(/,KK) des fonctions intégrables sur / a valeurs dans K est un sous-espace vectoriel de

A(1LK).
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Intégrales absolument convergentes

Définition 5

Soit f une fonction définir sur un intervalle / a valeurs dans K.

f est dite intégrable sur / si f est continue par morceaux sur / et si son intégrale sur / est absolument
convergente.

Dans ce cas, on peut noter /f ou /f(t) dt cette intégrale.
I I

Remarque : Lorsque / = [a; b[ (resp. ]a; b]), on pourra dire simplement : « f est intégrable en a » (resp.

en b).

Proposition 8

Lensemble noté L'(/,KK) des fonctions intégrables sur / a valeurs dans K est un sous-espace vectoriel de

A(1LK).

Démonstration

En effet, cet ensemble est non vide car il contient la fonction nulle, et si f, g sont intégrables sur / et si

A € K, lintégrale /()\f + g) est absolument convergente puisque |[\f + g| < |A| |f| + |g]|, et d’aprés le
/

théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions positives.
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Théoréme 8

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs dans K = R ou C.
@ Si |f] < |g| au voisinage de b, alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.
QSif = O(g), alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.
QSif = 0(g), alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.

@ Si f ~ g, alors I'intégrabilité de f sur [a; b[ est équivalente a celle de g.
b
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Théoréme 8

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs dans K = R ou C.
@ Si |f] < |g| au voisinage de b, alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.
QSif = O(g), alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.
QSif = 0(g), alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.

@ Si f ~ g, alors I'intégrabilité de f sur [a; b[ est équivalente a celle de g.
b

Démonstration
En effet, la relation f = O(g) (par exemple) équivaut a |f| = O(|g]).
b= b=

b
Si g est intégrable, alors / |g| existe, et il résulte alors du critére de comparaison pour les fonctions a
a

b
valeurs réelles positives que / |f| est convergente, d'ou le résultat.
a
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Théoréme 8

Soient f et g continues par morceaux sur [a; b[, avec —oo < a < b < +00, a valeurs dans K = R ou C.
@ Si |f] < |g| au voisinage de b, alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.
QSif = O(g), alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.
QSif = 0(g), alors l'intégrabilité de g sur [a; b[ implique celle de f.

@ Si f ~ g, alors I'intégrabilité de f sur [a; b[ est équivalente a celle de g.
b

Démonstration

En effet, la relation f = O(g) (par exemple) équivaut a |f| = O(|g]).
b= b=

b
Si g est intégrable, alors / |g| existe, et il résulte alors du critére de comparaison pour les fonctions a
a

b
valeurs réelles positives que / |f| est convergente, d'ou le résultat.
a
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+0  gip \/—

Exemple 1: Nature de

\/l—l—x2
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+0  gip \/—

Exemple 1: Nature de

\/l—l—x2

Solution

sin /X
xV 1+ x

Soit f: x » ——— > pour x > 0.
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+oo i
sin \/x dx.

Exemple 1 : Nature de /
P 0 xV1+ x2

Solution

sin \/x
Soit f: x — \/_2 pour x > 0.

xV1+ x

@ f est continue sur R par les théorémes d'opérations sur les fonctions continues.
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90 siny/x

Exemple 1 : Nature de / —_—
P 0 xV1+ x2

Solution

sin /x
xV14 x2

@ f est continue sur R par les théorémes d'opérations sur les fonctions continues.

Soit f: x — pour x > 0.

1
@ Au voisinage de 07 on a f(x) ~ ; or la fonction x +— 7 est intégrable au voisinage de 0
X

x—0F \/_

(fonction de Riemann avec % < 1), il en est donc de méme pour f.
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+oo i
Exemple 1: Nature de / M dx.

0 xV1+ x2

Solution

sin /x
xV1+ x2

@ f est continue sur R par les théoremes d'opérations sur les fonctions continues.

Soit f: x — pour x > 0.

1
@ Au voisinage de 0% ona f(x) ~ ; or la fonction x +— W5 est intégrable au voisinage de 0
X

x—0t \/_

(fonction de Riemann avec 2 < 1), il en est donc de méme pour f.

1
@ Au voisinage de +o0 on a |f(x)| < < (puisque |sin /x| < Tet V14 x% > x); or la fonction x — =
X X
est intégrable au voisinage de +oo (fonction de Riemann avec 2 > 1), il en est donc de méme pour f.
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+oo i
Exemple 1: Nature de / M dx.

0 xV1+ x2

Solution

sin /x
xV1+ x2

@ f est continue sur R par les théoremes d'opérations sur les fonctions continues.

Soit f: x — pour x > 0.

1
@ Au voisinage de 0% ona f(x) ~ ; or la fonction x +— W5 est intégrable au voisinage de 0
X

x—0t \/_
(fonction de Riemann avec 2 < 1), il en est donc de méme pour f.
1
@ Au voisinage de +o0 on a |f(x)| < < (puisque |sin /x| < Tet V14 x% > x); or la fonction x — =
X X
est intégrable au voisinage de +oo (fonction de Riemann avec 2 > 1), il en est donc de méme pour f.

En conclusion, f est intégrable sur RY .
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Exemple 2

+o00 2
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R T'intégrale / In (1 + + 2) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?
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Exemple 2
sin x

/X

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R Tintégrale / In (] + + ﬂ) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution

sin x

La fonction f: x — In (] +
X

a
+ —) est continue sur [1; +oo] : en effet, pour tout x > 0,
X
a sinx a
sin x > —+/x (faites un dessin!), et — > 0 donc 1+ — + — > 0.
X

x 7K
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Exemple 2
sin x

/X

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R Tintégrale / In (] + + ﬂ) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution

sin x

a
+

La fonction f: x — In (l + —) est continue sur [1; +oo] : en effet, pour tout x > 0,
X X

a sin x a
sin x > —+/x (faites un dessin!), et — > 0 donc 1+ — + — > 0.
X

x 7K

W
Lorsque x — 400 on effectue un développement limité, en utilisant In(1 + h) o h— = + O(K) :
—
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Exemple 2
sin x

/X

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R Tintégrale / In (] + + ﬂ) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution

sin x

a
+

La fonction f: x — In (l + —) est continue sur [1; +oo] : en effet, pour tout x > 0,
X X

a sin x a
sin x > —+/x (faites un dessin!), et — > 0 donc 1+ — + — > 0.
X

x 7K

W
Lorsque x — 400 on effectue un développement limité, en utilisant In(1 + h) o h— = + O(K) :
—

- (35152 o)
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Exemple 2
sin x

/X

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R Tintégrale / In (] + + ﬂ) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution

sin x

a
La fonction f: x — In (l + + ) est continue sur [1; +oo] : en effet, pour tout x > 0,

X X
a sin x a

sin x > —+/x (faites un dessin!), et — > 0 donc 1+ — + — > 0.

X

x 7K

W
Lorsque x — 400 on effectue un développement limité, en utilisant In(1 + h) o h— = + O(K) :
—

- (5015520

_sinx+a sin2x+0( 1 )
T oUx x 2x X2
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Exemple 2
+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R Tintégrale / In (] +
1

sin x

/X

a
+ —) dx est-elle convergente ?
X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution

sin x

n a p
La fonction f: x — In (l + + —) est continue sur [1; +oo] : en effet, pour tout x > 0,
X

X

. . . a sinx a
sin x > —+/x (faites un dessin!), et — > 0 donc 1+ — + — > 0.
X

VX

W
Lorsque x — 400 on effectue un développement limité, en utilisant In(1 + h) o h— = + O(K) :
—

- (5015520

>

_sinx+a sin2x+0( 1 )
NG b 2x X2

i 1
puisque h = SXI;_X + 2 estun O —)
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Exemple 2
sin x

/X

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R Tintégrale / In (] + + ﬂ) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution

sin x

a
La fonction f: x — In (l + + ) est continue sur [1; +oo] : en effet, pour tout x > 0,

X X
a sinx a

sin x > —+/x (faites un dessin!), et — > 0 donc 1+ — + — > 0.

X

x 7K

W
Lorsque x — 400 on effectue un développement limité, en utilisant In(1 + h) o h— = + O(K) :
—

sinx a 1 /sinx a\? 1
(22 2y (21, =2 o —
o= +1) -2 +e) vo(w)
sinx a sin’x 1
= T x +O(W)

i 1
puisque h = snx + Lestun O — ).
Vx Vx

X X

Il reste & étudier I'intégrabilité de ces fonctions.
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Exemple 2
) v e sinx a
Pour quelle(s) valeurs du réel a € Ry l'intégrale In {14 7 + — ) dx est-elle convergente ?
1 X X
Est-elle alors absolument convergente ?
Solution (suite)
sin® x
Pour étudier I'existence de I'intégrale de , on linéarise :
. 1—cos 2x q
a —5 1 sinx cos2x a—1/4 1
X) = ——4+0|(—=) = + + ——+ 0| = *
I 2x (x3/2) NE Ax o o/ (*)
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Exemple 2
) v e sinx a
Pour quelle(s) valeurs du réel a € Ry Tl'intégrale In {14 7 + — ] dx est-elle convergente ?
1 X X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution (suite)

sin? x

Pour étudier I'existence de I'intégrale de , on linéarise :

sinx a 7l—c;>52x 1 sinx  cos2x  a—14 1
= "2 Lo(—)= o(—
f(x) 7 + - >+ (Xs/z) NG t =t (Xs/z) (%)

400 o
sin x
Or, on sait que —— dx existe (cf. intégrale de Dirichlet), et on démontrerait de la méme fagon, a

1 X
I'aide d’une intégration par parties (afin d’augmenter le degré du dénominateur), que les intégrales

+2 sin x T2 cos 2x .
dx et dx existent.
1 X

LA
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Exemple 2
) v e sinx a
Pour quelle(s) valeurs du réel a € Ry Tl'intégrale In {14 7 + — ] dx est-elle convergente ?
1 X X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution (suite)

X
, on linéarise :

sin
Pour étudier I'existence de I'intégrale de

sinx a ﬂ sinx  cos2x  a—14 1
= a_ o = o(—
f(x) \/}+X ZX + (/) ﬁ+ M (xs/z) (%)

+oo
sin x
Or, on sait que —— dx existe (cf. intégrale de Dirichlet), et on démontrerait de la méme fagon, a

1
I'aide d’une intégration par parties (afin d’augmenter le degré du dénominateur), que les intégrales

+2 sin x T2 cos 2x .
dx et dx existent.

1 Vx X

De plus, une fonction qui est un O (XS/Z) au voisinage de +00 y est intégrable, par comparaison a une

fonction de Riemann.
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Exemple 2
) v e sinx a
Pour quelle(s) valeurs du réel a € Ry Tl'intégrale In {14 7 + — ] dx est-elle convergente ?
1 X X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution (suite)

X
, on linéarise :

sin
Pour étudier I'existence de I'intégrale de

sinx a ﬂ sinx  cos2x  a—14 1
= a_ o = o(—
f(x) \/;”Lx ZX + (/) ﬁ+ M (xs/z) (%)

+oo
sin x
Or, on sait que —— dx existe (cf. intégrale de Dirichlet), et on démontrerait de la méme fagon, a

1
l'aide d’une intégration par parties (afin d’augmenter le degré du dénominateur), que les intégrales

+2 sin x T2 cos 2x .
dx et dx existent.

1 Vx X

De plus, une fonction qui est un O (XS/Z) au voisinage de +00 y est intégrable, par comparaison a une

fonction de Riemann.

a—1/4
Il résulte alors de I'égalité (*) que l'intégrale de f sur [I; +o00] existe si et seulement si celle de a=ys
X

1
existe, ce qui n'est possible que si a = N
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Exemple 2

+o00 2
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R l'intégrale / In (1 + + 2) dx est-elle convergente ?
1 X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution (suite et fin)

sin x

e

sin x 1
Dans ce cas, =In{1+ — — — };onadonc ~
f = (1422 - ) el o~
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Exemple 2
sin x

/x

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R T'intégrale / In (1 +
1

a
+ —) dx est-elle convergente ?
X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution (suite et fin)

sin x 1 sin x
Dans ce cas, f(x) =In (1 — — ); onadonc |f(x
U ( + VX 4x) ()l xﬁ::oo VX
sin x sin x sin x

+oo
Or pour x > 1, 1/x < x donc > |——| > 0, et puisque l'intégrale / dx diverge (cf.
X 1

X X

+00 | sinx

intégrale de Dirichlet), il en est de méme de /
X

+o00o
dx et par équivalence, de / If]-
1 1
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Exemple 2
sin x

/x

+o00
Pour quelle(s) valeurs du réel a € R T'intégrale / In (1 +
1

a
+ —) dx est-elle convergente ?
X

Est-elle alors absolument convergente ?

Solution (suite et fin)

sin x 1 sin x
Dans ce cas, f(x) =In (14 — — ); onadonc |f(x
U ( VX 4x) ()l e VX
sin x sin x +o0 | sinx
Or pour x > 1, y/x < x donc |—=| = |——| > 0, et puisque I'intégrale / —— | dx diverge (cf.
X X 1 X

+00 | sinx

intégrale de Dirichlet), il en est de méme de /

+o00o
dx et par équivalence, de / If]-
1 1

. . . 1 .
Conclusion : l'intégrale proposée converge si et seulement si a = 7 i n'est alors pas absolument

convergente.
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