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Polynémes d’endomorphismes

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u € Z(E).

X d d

A tout polyndme P = 3 axX* on peut associer 'endomorphisme de E : P(u) = 3 apu’ (ot uf désigne,
k=0 k=0

comme d’habitude, 'endomorphisme défini par : u® = Idg et, pour tout k >1: uk = uo uk ),

P(u) s'appelle un polyndme en I'endomorphisme u.
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Polynémes d’endomorphismes

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u € .Z(E).

R d d

A tout polyndme P = 3 axX* on peut associer 'endomorphisme de E : P(u) = 3 apu’ (ot uf désigne,

k=0 k=0

comme d’habitude, 'endomorphisme défini par : u® = Idg et, pour tout k >1: uk = uo uk ),

P(u) s'appelle un polynéme en 'endomorphisme u.

Exemples

Q SiP=X>-1,P(u) = v?-1dg .

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Polynomes d’endomorphismes et de matrices BRZIIGINIEREEE NI IENE

Polynémes d’endomorphismes

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u € .Z(E).

R d d

A tout polyndme P = 3 axX* on peut associer 'endomorphisme de E : P(u) = 3 apu’ (ot uf désigne,

k=0 k=0
comme d’habitude, 'endomorphisme défini par : u® = Idg et, pour tout k >1: vk = uo u

P(u) s'appelle un polynéme en 'endomorphisme u.

Exemples
Q SiP=X>-1,P(u) = v?-1dg .
QsiP=X>—X, P(u)=u*—u.
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Polynémes d’endomorphismes

Définition 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u € .Z(E).

. d d

A tout polyndme P = 3 axX* on peut associer 'endomorphisme de E : P(u) = 3 apu’ (ot uf désigne,

k=0 k=0

comme d’habitude, 'endomorphisme défini par : u® = Idg et, pour tout k >1: uk = uo uk ),

P(u) s'appelle un polynéme en 'endomorphisme u.

Exemples
Q SiP=X>-1,P(u) = v?-1dg .
QsiP=X>—X, P(u)=u*—u.

Proposition 1
SiP,QeK[X],1eKetue Z(E):
Q (P+2Q)(u) = P(u) + 2Q(u).
Q 1(u) =1dg.
Q (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
Q P(u) o Qu) = Q(u) o P(u).
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.

@ Soient P, Q € K[X] et 2 € K. Quitte a compléter 'un des polyndmes avec des coefficients nuls, on

d d
P:Zaka et Q:Zka".
k=0 k=0

peut écrire :
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.

@ Soient P, Q € K[X] et 2 € K. Quitte a compléter 'un des polyndmes avec des coefficients nuls, on
peut écrire :
d d
P:Zaka et Q:Zka".
k=0 k=0

d
Alors P+ 1Q = Z(ak + Abg)X* donc

k=0
d d d
(P+2Q)(u) = > (@ + b )uk = " apuk + 2" beuk = P(u) + 2Q(u).
k=0 k=0 k=0
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.

@ Soient P, Q € K[X] et 2 € K. Quitte a compléter 'un des polyndmes avec des coefficients nuls, on
peut écrire :
d d
P:Zaka et Q:Zka".
k=0 k=0

d
Alors P+ 1Q = Z(ak + Abg)X* donc

k=0
d d d
(P+2Q)(u) = > (@ + b )uk = " apuk + 2" beuk = P(u) + 2Q(u).
k=0 k=0 k=0

@ Par définition, 1(u) = u® = Idg.
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.

@ Soient P, Q € K[X] et 2 € K. Quitte a compléter 'un des polyndmes avec des coefficients nuls, on
peut écrire :
d d
P:Zaka et Q:Zka".
k=0 k=0

d
Alors P+ 1Q = Z(ak + Abg)X* donc

k=0
d d d
(P+2Q)(u) = > (@ + b )uk = " apuk + 2" beuk = P(u) + 2Q(u).
k=0 k=0 k=0
@ Par définition, 1(u) = u® = Idg.
d
© Démontrons déja le résultat pour P quelconque et Q = X". En notant P = Z arxk on a
k=0

d d d
X"P = Z aX™* dou (QP)(u) = Z au™t = u"o [Z aku"] = Q(u) o P(u).

k=0

k=0 k=0
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.

@ Soient P, Q € K[X] et 2 € K. Quitte a compléter 'un des polyndmes avec des coefficients nuls, on
peut écrire :
d d
P:Zaka et Q:Zka".
k=0 k=0

d
Alors P+ 1Q = Z(uk + Abg)X* donc

k=0
d d d
(P+2Q)(u) = > (@ + b )uk = " apuk + 2" beuk = P(u) + 2Q(u).
k=0 k=0 k=0
@ Par définition, 1(u) = u® = Idg.
d
© Démontrons déja le résultat pour P quelconque et Q = X". En notant P = Z arxk on a
k=0

d d d
X"P = Z aX™k dou (QP)(u) = Z au™t = u"o [Z akuk] = Q(u) o P(u).

k=0 k=0 k=0

On généralise ensuite a un polyndme Q quelconque en écrivant Q = Z b, X" et en utilisant la
propriété démontrée en ler.
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Démonstration

Les propriétés précédentes découlent directement de la définition des lois dans K[X] et dans .Z(E) et de
leurs propriétés.

@ Soient P, Q € K[X] et 2 € K. Quitte a compléter 'un des polyndmes avec des coefficients nuls, on
peut écrire :
d d
P:Zaka et Q:Zka".
k=0 k=0

d
Alors P+ 1Q = Z(uk + Abg)X* donc

k=0
d d d
(P+2Q)(u) = > (@ + b )uk = " apuk + 2" beuk = P(u) + 2Q(u).
k=0 k=0 k=0
@ Par définition, 1(u) = u® = Idg.
d
© Démontrons déja le résultat pour P quelconque et Q = X". En notant P = Z arxk on a
k=0

d d d
X"P = Z aX™k dou (QP)(u) = Z au™t = u"o [Z akuk] = Q(u) o P(u).

k=0 k=0 k=0
On généralise ensuite a un polyndme Q quelconque en écrivant Q = Z b, X" et en utilisant la
propriété démontrée en ler.

@ La derniere propriété découle alors de la précédente puisque PQ = QP dans K[X].
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
@ Imu et Ker u sont stables par v.
@ Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.
@ Pour tout Q € K[X], Imu et Ker u sont stables par Q(v).
@ Pour tous P, Q € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par Q(v).
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
@ Imu et Ker u sont stables par v.
@ Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.
© Pour tout Q € K[X], Im u et Ker u sont stables par Q(v).
@ Pour tous P, Q € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par Q(v).

Démonstration

@ . Soit x € Keru. On a alors : u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(0) = 0, ce qui montre que v(x) € Ker u. Ainsi, Ker u
est stable par v.
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
@ Imu et Ker u sont stables par v.
@ Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.
© Pour tout Q € K[X], Im u et Ker u sont stables par Q(v).
@ Pour tous P, Q € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par Q(v).

Démonstration

@ . Soit x € Keru. On a alors : u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(0) = 0, ce qui montre que v(x) € Ker u. Ainsi, Ker u
est stable par v.

. Soit y € Im u; il existe donc x € E tel que y = u(x) puis :
v(y) = vou(x) = uo v(x) = ulv(x)],

ce qui montre que v(y) € Imu donc Im u est stable par v.
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
@ Imu et Ker u sont stables par v.
@ Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.
© Pour tout Q € K[X], Im u et Ker u sont stables par Q(v).
@ Pour tous P, Q € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par Q(v).

Démonstration

@ . Soit x € Keru. On a alors : u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(0) = 0, ce qui montre que v(x) € Ker u. Ainsi, Ker u
est stable par v.

. Soit y € Im u; il existe donc x € E tel que y = u(x) puis :
v(y) = vou(x) = uo v(x) = ulv(x)],
ce qui montre que v(y) € Imu donc Im u est stable par v.

© Si uet v commutent, il en est de méme de u* et v pour tout k (propriété du cours a retenir, se montre par
récurrence triviale sur k). Il en est donc de méme de P(u) et de v, et il suffit donc d’appliquer le résultat du 1.
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
@ Imu et Ker u sont stables par v.
@ Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.
© Pour tout Q € K[X], Im u et Ker u sont stables par Q(v).
@ Pour tous P, Q € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par Q(v).

Démonstration

@ . Soit x € Keru. On a alors : u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(0) = 0, ce qui montre que v(x) € Ker u. Ainsi, Ker u
est stable par v.

. Soit y € Im u; il existe donc x € E tel que y = u(x) puis :
v(y) = vou(x) = uo v(x) = ulv(x)],
ce qui montre que v(y) € Imu donc Im u est stable par v.

© Si uet v commutent, il en est de méme de u* et v pour tout k (propriété du cours a retenir, se montre par
récurrence triviale sur k). Il en est donc de méme de P(u) et de v, et il suffit donc d’appliquer le résultat du 1.

O Idem
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
@ Imu et Ker u sont stables par v.
@ Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par v.
© Pour tout Q € K[X], Im u et Ker u sont stables par Q(v).
@ Pour tous P, Q € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par Q(v).

Démonstration

@ . Soit x € Keru. On a alors : u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(0) = 0, ce qui montre que v(x) € Ker u. Ainsi, Ker u
est stable par v.

. Soit y € Im u; il existe donc x € E tel que y = u(x) puis :
v(y) = vou(x) = uo v(x) = ulv(x)],
ce qui montre que v(y) € Imu donc Im u est stable par v.

© Si uet v commutent, il en est de méme de u* et v pour tout k (propriété du cours a retenir, se montre par
récurrence triviale sur k). Il en est donc de méme de P(u) et de v, et il suffit donc d’appliquer le résultat du 1.

O Idem
@ On mélange 2. + 3.
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Théoréme 1

Soit E un K-espace vectoriel, et u, v € Z(E), tels que uo v = vo u. Alors :
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est stable par v.

. Soit y € Im u; il existe donc x € E tel que y = u(x) puis :
v(y) = vou(x) = uo v(x) = ulv(x)],
ce qui montre que v(y) € Imu donc Im u est stable par v.

© Si uet v commutent, il en est de méme de u* et v pour tout k (propriété du cours a retenir, se montre par
récurrence triviale sur k). Il en est donc de méme de P(u) et de v, et il suffit donc d’appliquer le résultat du 1.

O Idem
@ On mélange 2. + 3.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.
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Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

Exemples

@ Si p est un projecteur de E, un polynome annulateur de p est : X*> — X.
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Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

Exemples
@ Si p est un projecteur de E, un polynome annulateur de p est : X*> — X.

O Si s est une symétrie de E, un polyndome annulateur de s est : X2 — 1.
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Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

Exemples
@ Si p est un projecteur de E, un polynome annulateur de p est : X*> — X.
O Si s est une symétrie de E, un polyndome annulateur de s est : X2 — 1.

@ Si u est un endomorphisme nilpotent d'indice p, tout polynéme X* avec k > p est annulateur de u.
p p p, tout poly P
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Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

Exemples
@ Si p est un projecteur de E, un polynome annulateur de p est : X*> — X.
O Si s est une symétrie de E, un polyndome annulateur de s est : X2 — 1.
@ Si u est un endomorphisme nilpotent dindice p, tout polynéme X¥ avec k > p est annulateur de u.

@ Un endomorphisme peut ne pas posséder de polyndme annulateur autre que le polynéme nul.
Exemple : 'endomorphisme u de K[X] qui a tout polyndme P associe son polynome dérivé P’.
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Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

Exemples
@ Si p est un projecteur de E, un polynome annulateur de p est : X* — X.
O Si s est une symétrie de E, un polyndome annulateur de s est : X2 — 1.
@ Si u est un endomorphisme nilpotent dindice p, tout polynéme X¥ avec k > p est annulateur de u.

@ Un endomorphisme peut ne pas posséder de polyndme annulateur autre que le polynéme nul.
Exemple : 'endomorphisme u de K[X] qui a tout polyndme P associe son polynome dérivé P’.
Démonstration

n
K[Xg — S . S'il existait un polynome M= 3, axX* (a, # 0) tel que

En effet, notons D : K
— P =0

M(D) = 0. x[y) on aurait :

n n
VPeKN, > aD*(P) =) aP® =o.
k=0 k=0
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Définition 2
Soit u € .Z(E). Un polyndme P € K[X] s’appelle un polynéme annulateur de u si P(u) = 0

(endomorphisme nul).
Remarque si P est annulateur de u, tout multiple de P est encore annulateur de u.

Exemples
@ Si p est un projecteur de E, un polynome annulateur de p est : X* — X.
O Si s est une symétrie de E, un polyndome annulateur de s est : X2 — 1.
@ Si u est un endomorphisme nilpotent dindice p, tout polynéme X¥ avec k > p est annulateur de u.

@ Un endomorphisme peut ne pas posséder de polyndme annulateur autre que le polynéme nul.
Exemple : 'endomorphisme u de K[X] qui a tout polyndme P associe son polynome dérivé P’.

Démonstration

KX] — KX o ... R _ & k
P o p . S'il existait un polynéme M = kEO aX* (ap # 0) tel que

M(D) = 0. x[y) on aurait :

En effet, notons D :

n n
VPeKN, > aD*(P) =) aP® =o.
k=0 k=0

En prenant alors P = X", les polynomes P() étant non nuls et de degrés distincts forment un systéme
libre, et on obtiendrait ax = 0 pour tout k, ce qui est contradictoire.
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Théoréme 2

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme u € Z(E) posséde un polynome
annulateur non nul.

Réduction des endomorphismes
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Théoréme 2

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme u € Z(E) posséde un polynome
annulateur non nul.

Démonstration

Soit E de dimension n. Les endomorphismes uk, pour k € |[0 g nz]l forment une famille de n* + 1 vecteurs
de Z(E).
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Théoréme 2

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme u € Z(E) posséde un polynome
annulateur non nul.

Démonstration

Soit E de dimension n. Les endomorphismes uk, pour k € |[0 g nz]l forment une famille de n* + 1 vecteurs
de Z(E).

Or, Z(E) est un K-espace vectoriel de dimension n?, donc cette famille est liée : il existe des @, non tous

nZ
nuls, tels que Zakuk =0.
k=0
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Théoréme 2

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, tout endomorphisme u € Z(E) posséde un polynome
annulateur non nul.

Démonstration

Soit E de dimension n. Les endomorphismes uk, pour k € |[0 g nz]] forment une famille de n* + 1 vecteurs
de Z(E).

Or, Z(E) est un K-espace vectoriel de dimension n?, donc cette famille est liée : il existe des @, non tous

[l
nuls, tels que Zakuk =0.
k=0
P
Le polynéme P = Z aX* est donc un polyndme annulateur non nul de u.
k=0
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Polyndmes d’endomorphismes et de matrices BRZIITILEENGELETLTVE

Polyndmes de matrices

Compte tenu des définitions des lois dans M,(K), il est clair que, si M = Mgz, (u), o0 u est un
endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension n rapporté a une base %, on aura
P(M) = Mgz, (P(u)).
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Polyndmes de matrices

=0
Compte tenu des définitions des lois dans M,(K), il est clair que, si M = Mgz, (u), o0 u est un
endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension n rapporté a une base %, on aura
P(M) = Mg (P(u)).
On dira qu'un polyndme P est annulateur de M si P(M) = 0 (matrice nulle). Cela équivaut a dire que P est
annulateur de u. u étant un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie, il posséde un
polyndéme annulateur non nul : ainsi, toute matrice posséde un polynéme annulateur non nul.
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Polyndmes de matrices

= Y agM" (avec I,). C'est encore un élément de M,
k=0

Compte tenu des définitions des lois dans M,(K), il est clair que, si M = Mgz, (u), o0 u est un
endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension n rapporté a une base %, on aura

P(M) = Mg (P(u)).

On dira qu'un polyndme P est annulateur de M si P(M) = 0 (matrice nulle). Cela équivaut a dire que P est
annulateur de u. u étant un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie, il posséde un
polyndéme annulateur non nul : ainsi, toute matrice posséde un polynéme annulateur non nul.

Proposition 2

@ Si deux matrices carrées A et A’ sont semblables et si P est un polynéme annulateur de A, P est aussi un polynome
annulateur de A",

Q Si A€ M,(K) et si P est un polyndme annulateur de A, c’est aussi un polynome annulateur de AT
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Polyndmes de matrices

k=0
Compte tenu des définitions des lois dans M,(K), il est clair que, si M = Mgz, (u), o0 u est un
endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension n rapporté a une base %, on aura
P(M) = Mg (P(u)).
On dira qu'un polyndme P est annulateur de M si P(M) = 0 (matrice nulle). Cela équivaut a dire que P est
annulateur de u. u étant un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie, il posséde un
polyndéme annulateur non nul : ainsi, toute matrice posséde un polynéme annulateur non nul.

Proposition 2

@ Si deux matrices carrées A et A’ sont semblables et si P est un polynéme annulateur de A, P est aussi un polynome
annulateur de A",

Q Si A€ M,(K) et si P est un polyndme annulateur de A, c’est aussi un polynome annulateur de AT

Démonstration

@ Si A = P'AP avec P € GL,(K), alors, pour tout k € N, A% = p71AkP, donc, pour tout polynome M € K[X],
M(A") = P'M(A)P doti le résultat.
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Polyndmes de matrices

apM* (avec I,). n

k=0
Compte tenu des définitions des lois dans M,(K), il est clair que, si M = Mgz, (u), o0 u est un
endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension n rapporté a une base %, on aura
P(M) = Mg (P(u)).
On dira qu'un polyndme P est annulateur de M si P(M) = 0 (matrice nulle). Cela équivaut a dire que P est
annulateur de u. u étant un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie, il posséde un
polyndéme annulateur non nul : ainsi, toute matrice posséde un polynéme annulateur non nul.

Proposition 2

@ Si deux matrices carrées A et A’ sont semblables et si P est un polynéme annulateur de A, P est aussi un polynome
annulateur de A",

Q Si A€ M,(K) et si P est un polyndme annulateur de A, c’est aussi un polynome annulateur de AT

Démonstration

@ Si A = P'AP avec P € GL,(K), alors, pour tout k € N, A% = p71AkP, donc, pour tout polynome M € K[X],
M(A") = P'M(A)P doti le résultat.

Rem : On pouvait aussi remarquer que, si A= Mgz, (u) alors A = M@/E(u) donc My =My =M,
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Polyndmes de matrices

= Y agM" (avec I,). C'est encore un élément de M,
k=0

Compte tenu des définitions des lois dans M,(K), il est clair que, si M = Mgz, (u), o0 u est un
endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension n rapporté a une base %, on aura

P(M) = Mg (P(u)).

On dira qu'un polyndme P est annulateur de M si P(M) = 0 (matrice nulle). Cela équivaut a dire que P est
annulateur de u. u étant un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie, il posséde un
polyndéme annulateur non nul : ainsi, toute matrice posséde un polynéme annulateur non nul.

Proposition 2

@ Si deux matrices carrées A et A’ sont semblables et si P est un polynéme annulateur de A, P est aussi un polynome
annulateur de A",

Q Si A€ M,(K) et si P est un polyndme annulateur de A, c’est aussi un polynome annulateur de AT

Démonstration

@ Si A = P'AP avec P € GL,(K), alors, pour tout k € N, A% = p71AkP, donc, pour tout polynome M € K[X],
M(A") = P'M(A)P doti le résultat.

Rem : On pouvait aussi remarquer que, si A= Mgz, (u) alors A = M@/E(u) donc My =My =M,

@ Puisque, pour tout k € N, (A)T = (A7), il est facile de vérifier que, pour tout polynome M € K[X], M(AT) = M(A)"
d'ou le résultat.
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Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -
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Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -

n .

On a alors : P(u) = agldg + uo ( > aiu"') = 0, ce qui prouve que u est inversible et permet
k=1

d’exprimer u™' a l'aide des puissances de u.
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -

n .

On a alors : P(u) = agldg + uo ( > aiu"') = 0, ce qui prouve que u est inversible et permet
k=1

d’exprimer u™' a l'aide des puissances de u.

On peut aussi retenir que, si ay = 0 et si P n’est pas nul, u n’est pas inversible, puisqu'il existe v # 0
tel que uo v =0.
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -

n .

On a alors : P(u) = agldg + uo ( > aiu"') = 0, ce qui prouve que u est inversible et permet
k=1

d’exprimer u™' a l'aide des puissances de u.

On peut aussi retenir que, si ay = 0 et si P n’est pas nul, u n’est pas inversible, puisqu'il existe v # 0

tel que uo v =0.

Q Calcul des puissances d’un endomorphisme
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Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -

n .

On a alors : P(u) = agldg + uo ( > aiu"') = 0, ce qui prouve que u est inversible et permet
k=1

d’exprimer u™' a l'aide des puissances de u.

On peut aussi retenir que, si ay = 0 et si P n’est pas nul, u n’est pas inversible, puisqu'il existe v # 0
tel que uo v =0.
Q Calcul des puissances d’un endomorphisme

Soit u € Z(E), possédant un polyndme annulateur (non nul) P.
Pour tout n € N, la division euclidienne de X" par P s’écrit : X" = PQ, + R, (o0 deg(R,) < deg(P)).
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Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de I'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -

n .

On a alors : P(u) = agldg + uo ( > aiu"') = 0, ce qui prouve que u est inversible et permet
k=1

d’exprimer u™' a l'aide des puissances de u.

On peut aussi retenir que, si ay = 0 et si P n’est pas nul, u n’est pas inversible, puisqu'il existe v # 0
tel que uo v =0.
Q Calcul des puissances d’un endomorphisme
Soit u € Z(E), possédant un polyndme annulateur (non nul) P.
Pour tout n € N, la division euclidienne de X" par P s’écrit : X" = PQ, + R, (o0 deg(R,) < deg(P)).

On a alors : u” = P(u) o Qn(u) + Ra(u) = Ry(u), ce qui permet d’exprimer u” pour tout n a l'aide
des premiéres puissances de u (plus précisément, a I'aide de Idg, u,...,uP™ si p = deg(P)).
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Exemples d'utilisations d’'un polynéme annulateur

@ Calcul de P'inverse d’'un endomorphisme

n
Soit u € Z(E), possédant un polynome annulateur P = 3 aiX¥ tel que ag # 0.
k=0 -

n .

On a alors : P(u) = agldg + uo ( > aiu"') = 0, ce qui prouve que u est inversible et permet
k=1

d’exprimer u™' a l'aide des puissances de u.

On peut aussi retenir que, si ay = 0 et si P n’est pas nul, u n’est pas inversible, puisqu'il existe v # 0
tel que uo v =0.

Q Calcul des puissances d’un endomorphisme
Soit u € Z(E), possédant un polyndme annulateur (non nul) P.
Pour tout n € N, la division euclidienne de X" par P s’écrit : X" = PQ, + R, (o0 deg(R,) < deg(P)).
On a alors : u” = P(u) o Qn(u) + Ra(u) = Ry(u), ce qui permet d’exprimer u” pour tout n a l'aide

des premiéres puissances de u (plus précisément, a I'aide de Idg, u,...,uP™ si p = deg(P)).

Remarque : Les mémes méthodes permettent évidemment de calculer I'inverse (si elle existe) et les
puissances d’'une matrice carrée lorsqu'on en connait un polynéme annulateur.
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemple
2 1 1

Soit A=[1 2 1| Trouver une relation entre A%, A et /5. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A~ puis A" pour n € Z.
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemple

Soit A=[1 2 1| Trouver une relation entre A%, A et /5. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A™' puis A" pour n € Z.

Solution
6 5 5

o On calcule A2 =[5 6 5[ puis on vérifie A2 —~5A+ 4 =03 (*).
5 5 6
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemple

2 1 1
Soit A = [1 2 1], Trouver une relation entre A, A et k. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A™' puis A" pour n € Z.

Solution
6 5 5

o On calcule A2 =[5 6 5[ puis on vérifie A2 —~5A+ 4 =03 (*).
5 5 6

o Le polyndme P = X2 —5X + 4 = (X —1)(X — 4) est donc annulateur de A.
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemple
2 1 1

Soit A=[1 2 1| Trouver une relation entre A%, A et /5. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A™' puis A" pour n € Z.

Solution
6 5 5

o On calcule A2 =[5 6 5[ puis on vérifie A2 —~5A+ 4 =03 (*).
5 5 6

o Le polyndme P = X2 —5X + 4 = (X —1)(X — 4) est donc annulateur de A. Pour n € N on effectue la
division euclidienne de X" par P :

A(a, b) € R? tel que X" = PQ+ aX + b,
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Exemple
2 1 1

Soit A=[1 2 1| Trouver une relation entre A%, A et /5. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A™' puis A" pour n € Z.

Solution
6 5 5

o On calcule A2 =[5 6 5[ puis on vérifie A2 —~5A+ 4 =03 (*).
5 5 6

o Le polyndme P = X2 —5X + 4 = (X —1)(X — 4) est donc annulateur de A. Pour n € N on effectue la
division euclidienne de X" par P :

A(a, b) € R? tel que X" = PQ+ aX + b,

4n 4—gn

=1
X+

et en remplagant X par 1 puis par 4 on trouve : X" = PQ +

3
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Exemple
2 1 1

Soit A=[1 2 1| Trouver une relation entre A%, A et /5. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A™' puis A" pour n € Z.

Solution
6 5 5

o On calcule A2 =[5 6 5[ puis on vérifie A2 —~5A+ 4 =03 (*).
5 5 6

o Le polyndme P = X2 —5X + 4 = (X —1)(X — 4) est donc annulateur de A. Pour n € N on effectue la
division euclidienne de X" par P :

A(a, b) € R? tel que X" = PQ+ aX + b,

. 4" -1 44"
et en remplagant X par 1 puis par 4 on trouve : X" = PQ + 3 X+ .
Puisque P(A) = O3 on en déduit :
4" -1 4—4"
VneN, A":TA+ kI (%)
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Exemple
2 1 1

Soit A=[1 2 1| Trouver une relation entre A%, A et /5. En déduire A" pour tout n € N. Montrer que A
T 1 2

est inversible, calculer A™' puis A" pour n € Z.

Solution
6 5 5

o On calcule A2 =[5 6 5[ puis on vérifie A2 —~5A+ 4 =03 (*).
5 5 6

o Le polyndme P = X2 —5X + 4 = (X —1)(X — 4) est donc annulateur de A. Pour n € N on effectue la
division euclidienne de X" par P :

A(a, b) € R? tel que X" = PQ+ aX + b,

LI DL
3 X T

et en remplagant X par 1 puis par 4 on trouve : X" = PQ +
Puisque P(A) = O3 on en déduit :

1 4y
VneN, A" = TA+

kI (%)

e La relation trouvée au début s'écrit aussi : A(A — 5k) = —4k, ce qui montre que A est inversible et que

1
AT = —Z(A - 5k).
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Solution (suite)

e On montre ensuite que la relation (*x) reste vraie pour n entier négatif :
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Solution (suite)
e On montre ensuite que la relation (*x) reste vraie pour n entier négatif :

En multipliant la relation (x) par A2, on A 442 = 5471 + = 0, cest-a-dire que le polyndme
P, = 4X% = 5X 41 est annulateur de A~
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Polynémes d’endomorphismes et de matrices

Solution (suite)

o On montre ensuite que la relation (*x) reste vraie pour n entier négatif :

En multipliant la relation (x) par A2, on A 442 = 5471 + = 0, cest-a-dire que le polyndme
P, = 4X% = 5X 41 est annulateur de A~

1
Or A(X) = XZP(}), donc les racines de Py sont exactement les inverses des racines de P, c'est-a-dire 1 et

};, et c’est pour cette raison qu'en reprenant les calculs précédents en remplagant 4 par ]—V on trouvera

VneN, A7" =

A PO L
3 3 9
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ce que réduire un endomorphisme ?
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Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).
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Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).

Dans ce cas, pour caractériser u, il suffira de caractériser les endomorphismes u; induits par u sur les E;.
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Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).
Dans ce cas, pour caractériser u, il suffira de caractériser les endomorphismes u; induits par u sur les E;.

On a évidemment intérét a ce que la dimension des E; (s'ils sont de dimension finie) soit la plus petite
possible.

Réduction des endomorphismes Feévrier 2023



Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).
Dans ce cas, pour caractériser u, il suffira de caractériser les endomorphismes u; induits par u sur les E;.

On a évidemment intérét a ce que la dimension des E; (s'ils sont de dimension finie) soit la plus petite
possible. Le cas le plus facile est celui ou les E; sont de dimension 1.
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Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).

Dans ce cas, pour caractériser u, il suffira de caractériser les endomorphismes u; induits par u sur les E;.

On a évidemment intérét a ce que la dimension des E; (s'ils sont de dimension finie) soit la plus petite
possible. Le cas le plus facile est celui ou les E; sont de dimension 1. Cela revient donc a chercher les
droites vectorielles stables par u.
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Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).

Dans ce cas, pour caractériser u, il suffira de caractériser les endomorphismes u; induits par u sur les E;.

On a évidemment intérét a ce que la dimension des E; (s'ils sont de dimension finie) soit la plus petite

possible. Le cas le plus facile est celui ou les E; sont de dimension 1. Cela revient donc a chercher les
droites vectorielles stables par u. Or, si D = Vect(x) avec x # 0, D est stable par u si et seulement si il
existe 1 € K tel que u(x) = Ax.
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Qu’est-ce que réduire un endomorphisme 2

(il est important de bien comprendre le lien entre matrices par blocs et sous-espaces vectoriels stables,
revoir le cours a ce sujet).

Dans ce cas, pour caractériser u, il suffira de caractériser les endomorphismes u; induits par u sur les E;.

On a évidemment intérét a ce que la dimension des E; (s'ils sont de dimension finie) soit la plus petite

possible. Le cas le plus facile est celui ou les E; sont de dimension 1. Cela revient donc a chercher les
droites vectorielles stables par u. Or, si D = Vect(x) avec x # 0, D est stable par u si et seulement si il
existe 1 € K tel que u(x) = Ax.
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Eléments propres d’un endomorphisme
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.

x est alors dit associé a la valeur propre A.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.
x est alors dit associé a la valeur propre A.

Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.
x est alors dit associé a la valeur propre A.
Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.

© On appelle spectre de u, noté Spy (u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u
(dans K).
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.
x est alors dit associé a la valeur propre A.
Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.
@ On appelle spectre de u, noté Sp(u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u

(dans K).

Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.
x est alors dit associé a la valeur propre A.
Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.

© On appelle spectre de u, noté Spy (u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u
(dans K).

Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :

A €Sp(u) &= Tx # 0 tel que u(x) = Ax
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.
x est alors dit associé a la valeur propre A.
Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.

© On appelle spectre de u, noté Spy (u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u
(dans K).

Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :

A €Sp(u) &= Tx # 0 tel que u(x) = Ax
& dx # 0 tel que (u—Adg)(x) =0

PSI* (Lycé / Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe A € K tel que u(x) = Ax.

x est alors dit associé a la valeur propre A.

Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.

© On appelle spectre de u, noté Spy (u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u
(dans K).

Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :

A €Sp(u) &= Tx # 0 tel que u(x) = Ax
& dx # 0 tel que (u—Adg)(x) =0
< Ker(u - Aldg) # {0}
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe 1 € K tel que u(x) = Ax.

x est alors dit associé a la valeur propre A.

Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.

© On appelle spectre de u, noté Spy (u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u
(dans K).

Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :

A €Sp(u) &= Tx # 0 tel que u(x) = Ax
& dx # 0 tel que (u—Adg)(x) =0
< Ker(u - Aldg) # {0}

& (u—Adg) non injective.

En particulier, on a le résultat suivant :
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition 3

@ On dit que A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur x € E, x # O, tel que u(x) = Ax.

@ On dit que x € E est un vecteur propre de u si x # O et s'il existe 1 € K tel que u(x) = Ax.

x est alors dit associé a la valeur propre A.

Cela équivaut a dire que la droite vectorielle K.x est stable par w.

© On appelle spectre de u, noté Spy (u) ou plus simplement Sp(u), 'ensemble des valeurs propres de u
(dans K).

Il est trés important de bien connaitre et comprendre les équivalences suivantes :

A €Sp(u) &= Tx # 0 tel que u(x) = Ax
& dx # 0 tel que (u—Adg)(x) =0
< Ker(u - Aldg) # {0}

& (u—Adg) non injective.

En particulier, on a le résultat suivant :

Ok est valeur propre de u & u non injective.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 4

Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :

Ey(u) = Ker(u— Aldg) .




Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ey(u) = Ker(u— Aldg) .

Ainsi, Ey(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A
plus le vecteur nul.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ey(u) = Ker(u— Aldg) .

Ainsi, Ey(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A
plus le vecteur nul.

Si A € K est quelconque, on notera encore E;(u) = Ker(u — Aldg).
Ainsi, si 4 € Sp(u), on a Ey(u) = {0} (et on ne parle pas alors de sous-espace propre!).
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ex(u) = Ker(u— Aldg) .

Ainsi, Ey(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A
plus le vecteur nul.

Si A € K est quelconque, on notera encore E;(u) = Ker(u — Aldg).
Ainsi, si 4 € Sp(u), on a Ey(u) = {0} (et on ne parle pas alors de sous-espace propre!).

Exemple 1
Si he Z(E) est une homothétie de rapport @, Sp(h) = {a} et E,(h) = E.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ex(u) = Ker(u— Aldg) .

Ainsi, Ey(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A
plus le vecteur nul.

Si A € K est quelconque, on notera encore E;(u) = Ker(u — Aldg).
Ainsi, si 4 € Sp(u), on a Ey(u) = {0} (et on ne parle pas alors de sous-espace propre!).

Exemple 1
Si he Z(E) est une homothétie de rapport @, Sp(h) = {a} et E,(h) = E.

Solution

Immédiat : puisque h(x) = ax pour tout x, si on a h(x) = Ax pour x # 0, alors 1 = a.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ex(u) = Ker(u— Aldg) .

Ainsi, Ey(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A
plus le vecteur nul.

Si A € K est quelconque, on notera encore E;(u) = Ker(u — Aldg).
Ainsi, si 4 € Sp(u), on a Ey(u) = {0} (et on ne parle pas alors de sous-espace propre!).

Exemple 1
Si he Z(E) est une homothétie de rapport @, Sp(h) = {a} et E,(h) = E.

Solution

Immédiat : puisque h(x) = ax pour tout x, si on a h(x) = Ax pour x # 0, alors 1 = a.

Exemple 2

Dans un R-espace vectoriel euclidien de dimension 2, si u est une rotation d’angle 6 ¢ nZ, u n'a pas de
valeur propre (ni de vecteur propre!).

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ex(u) = Ker(u— Aldg) .
Ainsi, Eg(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre 4
plus le vecteur nul.

Si A € K est quelconque, on notera encore E;(u) = Ker(u — Aldg).
Ainsi, si A ¢ Sp(u), on a Ej(u) = {0} (et on ne parle pas alors de sous-espace propre!).

Exemple 1
Si he Z(E) est une homothétie de rapport @, Sp(h) = {a} et E,(h) = E.

Solution

Immédiat : puisque h(x) = ax pour tout x, si on a h(x) = Ax pour x # 0, alors 1 = a.

Exemple 2

Dans un R-espace vectoriel euclidien de dimension 2, si u est une rotation d’angle 6 ¢ nZ, u n'a pas de
valeur propre (ni de vecteur propre!).

Démonstration

Pour une rotation d’angle non multiple de 7, les vecteurs u(x) et x ne peuvent pas étre colinéaires si x # 0!
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Définition 4
Si A € Sp(u), on appelle sous-espace propre de u associé a A le sous-espace vectoriel :
Ex(u) = Ker(u— Aldg) .
Ainsi, Eg(u) = {x € E | u(x) = Ax} est 'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre 4
plus le vecteur nul.

Si A € K est quelconque, on notera encore E;(u) = Ker(u — Aldg).
Ainsi, si A ¢ Sp(u), on a Ej(u) = {0} (et on ne parle pas alors de sous-espace propre!).

Exemple 1
Si he Z(E) est une homothétie de rapport @, Sp(h) = {a} et E,(h) = E.

Solution

Immédiat : puisque h(x) = ax pour tout x, si on a h(x) = Ax pour x # 0, alors 1 = a.

Exemple 2

Dans un R-espace vectoriel euclidien de dimension 2, si u est une rotation d’angle 6 ¢ nZ, u n'a pas de
valeur propre (ni de vecteur propre!).

Démonstration

Pour une rotation d’angle non multiple de 7, les vecteurs u(x) et x ne peuvent pas étre colinéaires si x # 0!
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel, et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (E = F @ vG).
Tout vecteur x € E s’écrit donc de maniére unique sous la forme : x = xr + x¢ avec (xr,xg) € F X G.
Lapplication p: E — E s'appelle la projection sur F de direction G (ou paralléelement a G).

X —> XF
Lapplication s: E— E s'appelle la symétrie par rapport a F de direction G.

X — Xr — XG
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel, et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (E = F @ vG).
Tout vecteur x € E s’écrit donc de maniére unique sous la forme : x = xr + x¢ avec (xr,xg) € F X G.
Lapplication p: E — E s'appelle la projection sur F de direction G (ou paralléelement a G).

X — Xp
Lapplication s: E— E s'appelle la symétrie par rapport a F de direction G.

X — Xr — XG

s et p sont deux endomorphismes de E, tels que s = 2p — Idg, p? = p et s* = Idg.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel, et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (E = F @ vG).
Tout vecteur x € E s’écrit donc de maniére unique sous la forme : x = xr + x¢ avec (xr,xg) € F X G.
Lapplication p: E — E s'appelle la projection sur F de direction G (ou paralléelement a G).

X — Xp
Lapplication s: E— E s'appelle la symétrie par rapport a F de direction G.

X — Xr — XG

s et p sont deux endomorphismes de E, tels que s = 2p — Idg, p? = p et s* = Idg.
Réciproquement :
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Eléments propres d’un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :

E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) @ E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_i(s).
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Eléments propres d’un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) @ E(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_i(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :

E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) @ E(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_i(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) ® E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.

Démonstration

 Soit donc p la projection sur F paralléelement a G. Soit x = xr + x¢ € E, non nul, et A tel que p(x) = Ax.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) ® E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.

Démonstration
 Soit donc p la projection sur F paralléelement a G. Soit x = xr + x¢ € E, non nul, et A tel que p(x) = Ax.

Alors, xp = A(xr + x¢) d'ott (somme directe) : xr = Axp et 0 = Axg.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) ® E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.

Démonstration

 Soit donc p la projection sur F paralléelement a G. Soit x = xr + x¢ € E, non nul, et A tel que p(x) = Ax.
Alors, xp = A(xr + x¢) d'ott (somme directe) : xr = Axp et 0 = Axg.

Donc :

- soit xr = 0, mézalor, puisque x £ 0, xc # 0 et 1 = 0;
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) ® E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.

Démonstration
 Soit donc p la projection sur F paralléelement a G. Soit x = xr + x¢ € E, non nul, et A tel que p(x) = Ax.
Alors, xp = A(xr + x¢) d'ott (somme directe) : xr = Axp et 0 = Axg.
Donc :
- soit xr = 0, mézalor, puisque x £ 0, xc # 0 et 1 = 0;

- soit xp # 0, et alors 1 =1 et xg = 0.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) ® E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.

Démonstration
 Soit donc p la projection sur F paralléelement a G. Soit x = xr + x¢ € E, non nul, et A tel que p(x) = Ax.
Alors, xp = A(xr + x¢) d'ott (somme directe) : xr = Axp et 0 = Axg.
Donc :
- soit xr = 0, mézalor, puisque x £ 0, xc # 0 et 1 = 0;
- soit xp # 0, et alors 1 =1 et xg = 0.

Il n'y a donc que deux valeurs propres possibles : 0 et 1, et Ey(p) = G et E(p) = F; ce sont de « vrais »
sous-espaces propres si et seulement si p n'est pas un projecteur trivial (différent de 0 et de Id).
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Rappels

O Si p est un projecteur (p? = p), alors :
E=Imp@&Kerp ; Imp= E(p) ; et p est la projection sur Im p de direction Ker p.

O Si s est un endomorphisme involutif de E (s* = Idg), alors :

E = E(s) ® E-(s); et s est la symétrie par rapport a E(s) de direction E_(s).

Exemple 2
Si p € Z(E) est la projection sur F de direction G, Sp(p) c {0,1} et Ey(p) = G, E(p) = F.
Si s € Z(E) est la symétrie par rapport a F de direction G, Sp(s) c {11} et E_i(s) = G, E(s) = F.

Démonstration
 Soit donc p la projection sur F paralléelement a G. Soit x = xr + x¢ € E, non nul, et A tel que p(x) = Ax.
Alors, xp = A(xr + x¢) d'ott (somme directe) : xr = Axp et 0 = Axg.
Donc :
- soit xr = 0, mézalor, puisque x £ 0, xc # 0 et 1 = 0;
- soit xp # 0, et alors 1 =1 et xg = 0.

Il n'y a donc que deux valeurs propres possibles : 0 et 1, et Ey(p) = G et E(p) = F; ce sont de « vrais »
sous-espaces propres si et seulement si p n'est pas un projecteur trivial (différent de 0 et de Id).

® Pour la symétrie, méme principe, ou utiliser la relation s = 2p — Idg.
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Eléments propres d’un endomor
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

En effet, si x € Ey(u), on a alors x = u(%x) donc x € Im u.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Proposition 3

Si A est une valeur propre non nulle de u, Ey(u) est inclus dans Im u.

Démonstration

En effet, si x € Ey(u), on a alors x = u(%x) donc x € Im u.

Reamrque : Cette proposition peut étre intéressante lorsqu'il s’agit de déterminer les éléments propres
d’un endomorphisme u de rang « petit ». En effet dans ce cas, on peut commencer par chercher le noyau
de u (sous-espace propre associé a la valeur propre 0), puis chercher les éléments propres de
I'endomorphisme induit par u sur Im u; Im u étant de petite dimension, les calculs seront plus simples.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Proposition 3

Si A est une valeur propre non nulle de u, Ey(u) est inclus dans Im u.

Démonstration

En effet, si x € Ey(u), on a alors x = u(%x) donc x € Im u.

Reamrque : Cette proposition peut étre intéressante lorsqu'il s’agit de déterminer les éléments propres
d’un endomorphisme u de rang « petit ». En effet dans ce cas, on peut commencer par chercher le noyau
de u (sous-espace propre associé a la valeur propre 0), puis chercher les éléments propres de
I'endomorphisme induit par u sur Im u; Im u étant de petite dimension, les calculs seront plus simples.
Proposition 4

Si v e Z(E) commute avec u, Ey(u) est stable par v.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Feévrier 2023



Eléments propres d’'un endomorphisme

Proposition 3

Si A est une valeur propre non nulle de u, Ey(u) est inclus dans Im u.

Démonstration

En effet, si x € Ey(u), on a alors x = u(%x) donc x € Im u.

Reamrque : Cette proposition peut étre intéressante lorsqu'il s’agit de déterminer les éléments propres
d’un endomorphisme u de rang « petit ». En effet dans ce cas, on peut commencer par chercher le noyau
de u (sous-espace propre associé a la valeur propre 0), puis chercher les éléments propres de
I'endomorphisme induit par u sur Im u; Im u étant de petite dimension, les calculs seront plus simples.
Proposition 4

Si v e Z(E) commute avec u, Ey(u) est stable par v.

Démonstration

Si x € E;(u) et si v commute avec u, alors u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(Adx) = Av(x), donc
v(x) € Ex(u).
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Proposition 3

Si A est une valeur propre non nulle de u, Ey(u) est inclus dans Im u.

Démonstration

En effet, si x € Ey(u), on a alors x = u(%x) donc x € Im u.

Reamrque : Cette proposition peut étre intéressante lorsqu'il s’agit de déterminer les éléments propres
d’un endomorphisme u de rang « petit ». En effet dans ce cas, on peut commencer par chercher le noyau
de u (sous-espace propre associé a la valeur propre 0), puis chercher les éléments propres de
I'endomorphisme induit par u sur Im u; Im u étant de petite dimension, les calculs seront plus simples.
Proposition 4

Si v e Z(E) commute avec u, Ey(u) est stable par v.

Démonstration

Si x € E;(u) et si v commute avec u, alors u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(Adx) = Av(x), donc
v(x) € Ex(u).

On pouvait aussi appliquer directement le théoréme 1, puisque E;(u) est le noyau de I' endomorphisme
u— Aldg qui commute aussi avec v.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Proposition 3

Si A est une valeur propre non nulle de u, Ey(u) est inclus dans Im u.

Démonstration

En effet, si x € Ey(u), on a alors x = u(%x) donc x € Im .

Reamrque : Cette proposition peut étre intéressante lorsqu'il s’agit de déterminer les éléments propres
d’'un endomorphisme u de rang « petit ». En effet dans ce cas, on peut commencer par chercher le noyau
de u (sous-espace propre associé a la valeur propre 0), puis chercher les éléments propres de
'endomorphisme induit par u sur Im u; Im u étant de petite dimension, les calculs seront plus simples.
Proposition 4

Si v e Z(E) commute avec u, Ex(u) est stable par v.

Démonstration

Si x € E;(u) et si v commute avec u, alors u[v(x)] = uo v(x) = vou(x) = v(Adx) = Av(x), donc
v(x) € Ex(u).

On pouvait aussi appliquer directement le théoréme 1, puisque E;(u) est le noyau de I' endomorphisme
u— Aldp qui commute aussi avec v.

Proposition 5

Si A est une valeur propre de u, E;(u) est stable par u, et 'endomorphisme induit par u sur Ej(u) est
'homothétie de rapport A.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4;)i<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [1; p], x; un vecteur propre associé a la valeur propre A;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ej, (u) est directe.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4 )<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [[1; p]l, x; un vecteur propre associé a la valeur propre 4;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ey;(u) est directe.

Démonstration
@ Démontrons la premiére propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai pour p =1 (car un vecteur propre est, par définition, non nul).
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4 )<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [[1; p]l, x; un vecteur propre associé a la valeur propre 4;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ey;(u) est directe.

Démonstration
@ Démontrons la premiére propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai pour p =1 (car un vecteur propre est, par définition, non nul).

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
?oient alor;, a lordre p, xi,...,X, p vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
Aty Ap).

Chapitre XIX : Réduction des endomorphi: Feévrier 2023



Eléments propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4 )<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [[1; p]l, x; un vecteur propre associé a la valeur propre 4;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ey;(u) est directe.

Démonstration
@ Démontrons la premiére propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai pour p =1 (car un vecteur propre est, par définition, non nul).

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
?oient alor;, a lordre p, xi,...,X, p vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
Aty Ap).

Si (@1, ...,ap) sont p scalaires tels que a1x1 + --- +apx, =0 (1), alors :

u(mx] + -4 cxpxp) =0, dou jayx; + - + Apapx, =0 (2) (par linéarité de u)
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4 )<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [[1; p]l, x; un vecteur propre associé a la valeur propre 4;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ey;(u) est directe.

Démonstration
@ Démontrons la premiére propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai pour p =1 (car un vecteur propre est, par définition, non nul).
o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soient alors, a l'ordre p, xi,... ,Xp p vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
(A1, .5 4Ap).
Si (@1, ...,ap) sont p scalaires tels que a1x1 + --- +apx, =0 (1), alors :
u(mx] + -4 cxpxp) =0, dou jayx; + - + Apapx, =0 (2) (par linéarité de u)
puis, en faisant (2) — A, x (1) :
(= p)xi + -+ apa(Ap = Ap)xp =0
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4 )<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [[1; p]l, x; un vecteur propre associé a la valeur propre 4;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ey;(u) est directe.

Démonstration
@ Démontrons la premiére propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai pour p =1 (car un vecteur propre est, par définition, non nul).
o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soient alors, a l'ordre p, x,..., X, p vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
(A1, .5 4Ap).
Si (@1, ...,ap) sont p scalaires tels que a1x1 + --- +apx, =0 (1), alors :
u(mx] + -4 cxpxp) =0, dou jayx; + - + Apapx, =0 (2) (par linéarité de u)
puis, en faisant (2) — A, x (1) :
(= p)xi + -+ apa(Ap = Ap)xp =0
d'ot a;(4; — Ap) = 0 pour tout i € [1; p—] d’aprés 'hypotheése de récurrence, d'ott @;; = 0 pour
tout i € [[1; p—] (car A; # 4p),
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Théoréme 3

Soit p € N* et (4 )<i<p une famille de valeurs propres de u deux a deux distinctes.
@ Soit, pour tout i € [[1; p]l, x; un vecteur propre associé a la valeur propre 4;.
Alors, la famille (x;hi<i<p est libre.

@ La somme des sous-espaces propres Ey;(u) est directe.

Démonstration
@ Démontrons la premiére propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est vrai pour p =1 (car un vecteur propre est, par définition, non nul).

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
?oient alor;, a lordre p, xi,...,X, p vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
Aty Ap).

Si (@1, ...,ap) sont p scalaires tels que a1x1 + --- +apx, =0 (1), alors :
u(mx] 4+ 4 cxpxp) =0, dou jayx; + - + Apapx, =0 (2) (par linéarité de u)
puis, en faisant (2) — A, x (1) :
ar( = Ap)xi + -+ apa(dpa — Ap)xp1 =0
d'ot a;(4; — Ap) = 0 pour tout i € [1; p—] d’aprés 'hypotheése de récurrence, d'ott @;; = 0 pour

tout i € [[1; p—] (car A; # Ap), puis (1) = ap = 0 ce qui démontre le résultat a l'ordre p, et
achéve la récurrence.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.

o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.
Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour
montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de démontrer, par associativité de
la somme directe, que :

p-1
Ep, (u) N[ €D Ex; (u) | = {0g).
=l
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.

Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour
montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de démontrer, par associativité de
la somme directe, que :

p-1
Ey, (u) | €D Ex;(u) | = {0e}
i=1
Or, si x est un vecteur de l'intersection ci-dessus, on a :

p-1
(1) X = _Z] xj avec x € Ey, (u) et x; € Ey,(u).
i=
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.

Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour
montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de démontrer, par associativité de
la somme directe, que :

-1
£ () 0| 6D Ex ()| = (021
Or, si x est un vecteur de l'intersection lc:ijdessus, ona:
(1) %= E] xj avec x € Ey, (u) et x; € Ey,(u).
En appliquant u on obtient la rél:a]tion :

p-1
(2) ApX = Z] Aixi,
i=
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.
Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour

montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de démontrer, par associativité de
la somme directe, que :

-1
Eq, (u) N [69 Ez,»(ll)] = {0g).
i=1

Or, si x est un vecteur de l'intersection ci-dessus, on a :
p-1
(1) X= i;] x; avec x € £y (u) et x; € Ey,(u).
En appliquant u on obtient la relation :

p-1
(2) ApX = Z] Aixi,
i=

p-1
et en faisant (2) — 2,(1) on obtient Y} (2; — 2,)x; = 0.
i=1
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.
Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour
montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de demontrer, par associativité de
la somme directe, que :

Ey,(u) N [@ Ey(u ] = {0g}.
Or, si x est un vecteur de l'intersection ci-dessus, on a :
(1) x—pz_:]x, avec x € £y, (u) et x; € Ey,(u).
En appliquant u on obtient la rela]tlon :

p-1
(2) ApX = Z Aixi,

et en faisant (2) — 1,(1) on obtient Z (Ai = 2p)x; = 0. La somme des Ey;(u) pour 1<i<p-1

étant directe, on en déduit A; — /lp)x, =0 pour tout i € [[1; p—1],
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.

o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.

Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour

montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de demontrer, par associativité de
la somme directe, que :

E,(u)N [@ Eq;(u ] = {0g}.

Or, si x est un vecteur de l'intersection ci-dessus, on a :
p-1
(1) %= Zx, avec x € £y, (u) et x; € Ey,(u).
=1
En appliquant u on obtient la relatlon :

p-1
(2) ApX = Z Aixi,

et en faisant (2) — 1,(1) on obtient Z (Ai = 2p)x; = 0. La somme des Ey;(u) pour 1<i<p-1

étant directe, on en déduit A; — /lp)x, =0 pour tout i € [1; p—1], d'oux; = 0 puisque les 4;
sont distincts, et enfin x = 0, ce qu'il fallait démontrer.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration (suite)

@ Démontrons la seconde propriété par récurrence sur p.
o Le résultat est évidemment vrai pour p = 1.
o Supposons le résultat acquis a l'ordre p —1.
Soit alors, a Fordre p, A, une valeur propre différente des précédentes.
Puisque par hypothése de récurrence, la somme des Ej, (u) pour 1< i< p—1 est directe, pour

montrer que la somme des Ey;(u) pour 1 < i< p l'est, il suffit de demontrer, par associativité de
la somme directe, que :

E,(u)N [@ Eq;(u ] = {0g}.

Or, si x est un vecteur de l'intersection ci-dessus, on a :
p-1
(1) x = Y xj avec x € £ (u) et x; € Ey,(u).
i=1
En appliquant u on obtient la relation :

p-1
(2) ApX = Z Aixi,

et en faisant (2) — 1,(1) on obtient Z (Ai = 2p)x; = 0. La somme des Ey;(u) pour 1<i<p-1

étant directe, on en déduit A; — /lp)x, =0 pour tout i € [1; p—1], d'oux; = 0 puisque les 4;
sont distincts, et enfin x = 0, ce qu'il fallait démontrer.

Rem : on pouvait aussi utiliser directement le résultat de la propriété 1. et ainsi éviter de refaire une
récurrence, qui ressemble d'ailleurs furieusement a la Iére... De méme, on pouvait aussi démontrer
d’abord la propriété 2. par récurrence et en déduire directement la propriété 1.
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Eléments propres d’un endomorphisme
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

En effet, si Ay,..., 4, sont des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme u, et si (x,...,x,) est une
famille de vecteurs propres associés, alors la famille (xi,...,x,) est libre, donc p < dim E.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

En effet, si Ay,..., 4, sont des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme u, et si (x,...,x,) est une
famille de vecteurs propres associés, alors la famille (xi,...,x,) est libre, donc p < dim E.

Exemple
Soiw:{ 4 (F,R) : 4 5(11,&,1&)

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

En effet, si Ay,..., 4, sont des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme u, et si (x,...,x,) est une
famille de vecteurs propres associés, alors la famille (xi,...,x,) est libre, donc p < dim E.

Exemple

{‘K""(R,R) —  E°(R,R)

Soit ¢ : N f'

Alors Sp(¢) =R et, YA € R, Ex(¢) = Vect {x - e’“] est une droite vectorielle.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

En effet, si Ay,..., 4, sont des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme u, et si (xi,..

famille de vecteurs propres associés, alors la famille (xi,...,x,) est libre, donc p < dim E.

Exemple
{‘K""(R,R) —  E°(R,R)

Soit ¢ : — f

Alors Sp(¢) =R et, YA € R, Ex(¢) = Vect {x - e“} est une droite vectorielle.

., Xp) est une

Le théoréme 1 permet alors de retrouver un résultat déja démontré en exercice, a savoir que la famille des

fonctions {x — e, 1 € R} est libre.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration

En effet, si Ay,..., 4, sont des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme u, et si (x,...,x,) est une
famille de vecteurs propres associés, alors la famille (xi,...,x,) est libre, donc p < dim E.

Exemple

Soit ¢ - { %> (R,R) : 4 %&R)
Alors Sp(¢) =R et, YA € R, Ex(¢) = Vect {x - e“} est une droite vectorielle.

Le théoréme 1 permet alors de retrouver un résultat déja démontré en exercice, a savoir que la famille des
fonctions {x — e, 1 € R} est libre.

Proposition 6
Soit u € Z(E), et P € K[X].
Si x € E et A € K sont tels que u(x) = Ax, alors P(u)(x) = P(2).x.
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Eléments propres d’'un endomorphisme

Démonstration

En effet, si Ay,..., 4, sont des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme u, et si (x,...,x,) est une
famille de vecteurs propres associés, alors la famille (xi,...,x,) est libre, donc p < dim E.

Exemple

Soit ¢ - { %> (R,R) : 4 %&R)
Alors Sp(¢) =R et, YA € R, Ex(¢) = Vect {x - e“} est une droite vectorielle.

Le théoréme 1 permet alors de retrouver un résultat déja démontré en exercice, a savoir que la famille des
fonctions {x — e, 1 € R} est libre.

Proposition 6
Soit u € Z(E), et P € K[X].
Si x € E et A € K sont tels que u(x) = Ax, alors P(u)(x) = P(2).x.

Démonstration

Si u(x) = Ax alors pour tout k € N, on a u*(x) = A*x (récurrence facile), donc, si P = Y aiX¥,
P(u) = Y apu* et P(u)(x) = (Z ak/lk)x = P(A)x .

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023 23/90



Eléments propres d’un endomorphisme
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

Soit A € Sp(u), et x € Ex(u) (x # 0).

On a donc u(x) = Ax, et d’aprés la proposition précédente, P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, P(1) est donc une valeur propre de P(u).
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

Soit A € Sp(u), et x € Ex(u) (x # 0).
On a donc u(x) = Ax, et d’aprés la proposition précédente, P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, P(1) est donc une valeur propre de P(u).

Remarque : Linclusion {P(1), 1 € Sp(u)} c Sp (P(u)) peut étre stricte.

Considérer par exemple une rotation d'angle 7 dans R?, avec P(X) = X2,
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

Soit A € Sp(u), et x € Ex(u) (x # 0).

On a donc u(x) = Ax, et d’aprés la proposition précédente, P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, P(1) est donc une valeur propre de P(u).

Remarque : Linclusion {P(1), 1 € Sp(u)} c Sp (P(u)) peut étre stricte.

Considérer par exemple une rotation d'angle 7 dans R?, avec P(X) = X2,

Théoréme 4

Soit u € Z(E) et P un polynome annulateur non nul de u.

Alors toute valeur propre (dans K) de u est racine de P (dans K) (autrement dit : Sp(u) est inclus dans
'ensemble des racines de P).
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

Soit A € Sp(u), et x € Ex(u) (x # 0).

On a donc u(x) = Ax, et d’aprés la proposition précédente, P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, P(1) est donc une valeur propre de P(u).

Remarque : Linclusion {P(1), 1 € Sp(u)} c Sp (P(u)) peut étre stricte.

Considérer par exemple une rotation d'angle 7 dans R?, avec P(X) = X2,

Théoréme 4

Soit u € Z(E) et P un polynome annulateur non nul de u.

Alors toute valeur propre (dans K) de u est racine de P (dans K) (autrement dit : Sp(u) est inclus dans
'ensemble des racines de P).

Démonstration
Soit A € Sp(u), et x € Ey(u) (x # 0). On vient de voir que, pour tout polyndme P, on a P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, et que P est annulateur de u (P(u) = 0), on en déduit P(1) = 0.
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Eléments propres d’un endomorphisme

Démonstration

Soit A € Sp(u), et x € Ex(u) (x # 0).

On a donc u(x) = Ax, et d’aprés la proposition précédente, P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, P(1) est donc une valeur propre de P(u).

Remarque : Linclusion {P(1), 1 € Sp(u)} c Sp (P(u)) peut étre stricte.

Considérer par exemple une rotation d'angle 7 dans R?, avec P(X) = X2,

Théoréme 4

Soit u € Z(E) et P un polynome annulateur non nul de u.

Alors toute valeur propre (dans K) de u est racine de P (dans K) (autrement dit : Sp(u) est inclus dans
'ensemble des racines de P).

Démonstration
Soit A € Sp(u), et x € Ey(u) (x # 0). On vient de voir que, pour tout polyndme P, on a P(u)(x) = P(2)x.
Puisque x # 0, et que P est annulateur de u (P(u) = 0), on en déduit P(1) = 0.
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Eléments propres d’un endomorphisme

» Dans toute la suite, on supposera E de dimension finie. <«
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Eléments propres d’'une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M,(K) l'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ M,(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;(K), V # 0, tel que AV = AV.
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Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M,(K) l'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ M,(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;(K), V # 0, tel que AV = AV.

Lensemble des valeurs propres de A dans K sappelle le spectre de A et est noté Spg (A).
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Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M,(K) l'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ M,(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;(K), V # 0, tel que AV = AV.

Lensemble des valeurs propres de A dans K sappelle le spectre de A et est noté Spg (A).

@ On dit que V € M;,;(K) est vecteur propre de A si et seulement si V # 0 et 31 € K tel que AV = AV.
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Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M, (K) I'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ M,(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;(K), V # 0, tel que AV = AV.

Lensemble des valeurs propres de A dans K s’appelle le spectre de A et est noté Spy (A).

@ On dit que V € M,;(K) est vecteur propre de A si et seulement si V # 0 et 31 € K tel que AV = AV.

On appelle alors sous-espace propre de A associé a A 'ensemble Ej(A) = {V € M,,;(K) tq AV = AV}

C'est évidemment un sous-espace vectoriel de Mp;(K) .
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Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M, (K) I'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ M,(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;(K), V # 0, tel que AV = AV.

Lensemble des valeurs propres de A dans K s’appelle le spectre de A et est noté Spy (A).

@ On dit que V € M,;(K) est vecteur propre de A si et seulement si V # 0 et 31 € K tel que AV = AV.

On appelle alors sous-espace propre de A associé a A 'ensemble Ej(A) = {V € M,,;(K) tq AV = AV}
C'est évidemment un sous-espace vectoriel de Mp;(K) .
Remarque : Si A est une matrice réelle, on peut considérer ses valeurs propres réelles ou ses valeurs

propres complexes, selon que l'on résout 'équation AV = AV avec 1 € R et V € M,,;(R) ou avec 1 € C et
V € My (C). On a bien sar : Spg(A) € Spe(A).
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Eléments propres d’une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M, (K) I'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ My(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;)(K), V # 0, tel que AV = aV.

Lensemble des valeurs propres de A dans K s’appelle le spectre de A et est noté Spy (A).

@ On dit que V € M,;(K) est vecteur propre de A si et seulement si V # 0 et 31 € K tel que AV = AV.

On appelle alors sous-espace propre de A associé a A 'ensemble Ej(A) = {V € M,,;(K) tq AV = AV}.
C'est évidemment un sous-espace vectoriel de M,;(K) .
Remarque : Si A est une matrice réelle, on peut considérer ses valeurs propres réelles ou ses valeurs
propres complexes, selon que I'on résout 'équation AV = AV avec 1 € R et V € M;;(R) ou avec 2 € C et
V € M;;,;(C). On a bien siir : Spg (A) € Spe(A).
Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n rapporté a une base %, et A € M,(K).
On sait alors qu'il existe un et un seul endomorphisme u € Z(E) tel que A= Mg(u).

Alors les valeurs propres de A (dans K) sont exactement les valeurs propres de u.
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Fléments propres d’une matrice carrée

Définition 5
Soit n un entier > 1, et M, (K) I'algébre des matrices carrées d'ordre n.
Soit A€ My(K).
@ On dit que A € K est une valeur propre de A s'il existe V € M;)(K), V # 0, tel que AV = aV.

Lensemble des valeurs propres de A dans K s’appelle le spectre de A et est noté Spy (A).

@ On dit que V € M,;(K) est vecteur propre de A si et seulement si V # 0 et 31 € K tel que AV = AV.

On appelle alors sous-espace propre de A associé a A 'ensemble Ej(A) = {V € M,,;(K) tq AV = AV}.
C'est évidemment un sous-espace vectoriel de M,;(K) .
Remarque : Si A est une matrice réelle, on peut considérer ses valeurs propres réelles ou ses valeurs
propres complexes, selon que l'on résout 'équation AV = AV avec 1 € R et V € M,,;(R) ou avec 1 € C et
V € M,;(C). On a bien siir : Spg (A) € Spe(A).
Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n rapporté a une base %, et A € M,(K).
On sait alors qu'il existe un et un seul endomorphisme u € Z(E) tel que A= Mg(u).

Alors les valeurs propres de A (dans K) sont exactement les valeurs propres de u.

Démonstration

En effet, si V est la matrice colonne des coordonnées dans % d’un vecteur x € E, on a :
AV = AV & u(x) = Ax.
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Eléments propres d’une matrice carrée
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Eléments propres d’une matrice carrée

Démonstration

car cest la matrice d'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n, et le résultat a déja été
démontré dans ce cas.
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Eléments propres d’une matrice carrée

Proposition 8

Toute matrice carrée d'ordre n posséde au plus n valeurs propres.

Démonstration

car cest la matrice d'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n, et le résultat a déja été
démontré dans ce cas.

Proposition 9

Deux matrices semblables ont méme valeurs propres.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphi: Feévrier 2023



Eléments propres d’une matrice carrée

Proposition 8

Toute matrice carrée d'ordre n posséde au plus n valeurs propres.

Démonstration

car cest la matrice d'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n, et le résultat a déja été
démontré dans ce cas.

Proposition 9

Deux matrices semblables ont méme valeurs propres.

Démonstration

Si A et A" sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme u dans des bases différentes, donc
Sp(A) = Sp(u) = Sp(A').
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Eléments propres d’une matrice carrée

Proposition 8

Toute matrice carrée d'ordre n posséde au plus n valeurs propres.

Démonstration

car cest la matrice d'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n, et le résultat a déja été
démontré dans ce cas.

Proposition 9

Deux matrices semblables ont méme valeurs propres.

Démonstration

Si A et A" sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme u dans des bases différentes, donc
Sp(A) = Sp(u) = Sp(A").
On peut aussi faire le calcul : si A = P™'AP avec P inversible, alors

VVeMu(K), AV =24V e APV) = APV

PSI* (Lycée dArsonv: Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Eléments propres d’une matrice carrée

Proposition 8

Toute matrice carrée d'ordre n posséde au plus n valeurs propres.

Démonstration

car cest la matrice d'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n, et le résultat a déja été
démontré dans ce cas.

Proposition 9

Deux matrices semblables ont méme valeurs propres.

Démonstration

Si A et A" sont semblables, elles représentent le méme endomorphisme u dans des bases différentes, donc
Sp(A) = Sp(u) = Sp(A").
On peut aussi faire le calcul : si A = P™'AP avec P inversible, alors

VVeMu(K), AV =24V e APV) = APV

et le résultat découle du fait que V # 0 & PV # 0 car P inversible.
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Théoréme 5

Pour un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

@ E est somme (directe) des sous-espaces propres de u, soit : E = EB Ex(u).
A€Sp(u)
@ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

@ il existe une base Z de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
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Théoréme 5

Pour un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

@ E est somme (directe) des sous-espaces propres de u, soit : E = EB Ex(u).
A€Sp(u)
@ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

@ il existe une base Z de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Un tel endomorphisme u est dit diagonalisable.
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Diagonalisabilité

Théoréme 5

Pour un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

@ E est somme (directe) des sous-espaces propres de u, soit : E = EB Ex(u).
A€Sp(u)
@ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

© il existe une base # de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Un tel endomorphisme u est dit diagonalisable.

Démonstration

@ () = (2 : Il suffit de considérer une base de E formée de la réunion de bases des E;(u) (cf. cours sur
les sommes directes).
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Diagonalisabilité

Théoréme 5

Pour un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

@ E est somme (directe) des sous-espaces propres de u, soit : E = EB Ex(u).
A€Sp(u)
@ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

© il existe une base # de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Un tel endomorphisme u est dit diagonalisable.

Démonstration

@ () = (2 : Il suffit de considérer une base de E formée de la réunion de bases des E;(u) (cf. cours sur
les sommes directes).

@ (2) = (3) : Par définition d’un vecteur propre, si Z = (ey,..., e,) est une base de vecteurs propres de
u alors il existe des scalaires A; tels que u(e;) = A;e; donc Mgz (u) est diagonale, avec sur la
diagonale les 2;.
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Diagonalisabilité

Théoréme 5

Pour un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

@ E est somme (directe) des sous-espaces propres de u, soit : E = EB Ex(u).
A€Sp(u)
@ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

© il existe une base # de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Un tel endomorphisme u est dit diagonalisable.

Démonstration

@ () = (2 : Il suffit de considérer une base de E formée de la réunion de bases des E;(u) (cf. cours sur
les sommes directes).

@ (2) = (3) : Par définition d’un vecteur propre, si Z = (ey,..., e,) est une base de vecteurs propres de
u alors il existe des scalaires A; tels que u(e;) = A;e; donc Mgz (u) est diagonale, avec sur la
diagonale les 2;.

@ (3) = () : S'il existe une base £ dans laquelle la matrice de u est diagonale, ce sont des vecteurs
propres de u (et les coefficients diagonaux sont des valeurs propres de u).
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Diagonalisabilité

Théoréme 5

Pour un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

@ E est somme (directe) des sous-espaces propres de u, soit : E = EB Ex(u).
A€Sp(u)
@ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

© il existe une base # de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Un tel endomorphisme u est dit diagonalisable.

Démonstration

@ () = (2 : Il suffit de considérer une base de E formée de la réunion de bases des E;(u) (cf. cours sur
les sommes directes).

@ (2) = (3) : Par définition d’un vecteur propre, si Z = (ey,..., e,) est une base de vecteurs propres de
u alors il existe des scalaires A; tels que u(e;) = A;e; donc Mgz (u) est diagonale, avec sur la
diagonale les 2;.

@ (3) = () : S'il existe une base £ dans laquelle la matrice de u est diagonale, ce sont des vecteurs
propres de u (et les coefficients diagonaux sont des valeurs propres de u).

Donc les vecteurs de & appartiennent a € E,;(u). Donc aussi Vect(#) ¢ €5 Ei(u). Mais &
A€Sp(u) A€Sp(u)
est une base, donc Vect(#) = E, et E= B E(u).
A€Sp(u)
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Diagonalisabilité

Précisions

Supposons que u est diagonalisable, et qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale. On a vu que les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de u et que les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de u.
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Diagonalisabilité

Précisions

Supposons que u est diagonalisable, et qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale. On a vu que les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de u et que les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de u.

Quitte a changer l'ordre de ces vecteurs, on peut supposer les valeurs propres regroupées de sorte que

Mgz (u) = diag(ay, ..., a1, a2,...,02,...,@p,...,ap) =D
N A i
mfois my fois

ot les @; sont distincts.
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Diagonalisabilité

Précisions
Supposons que u est diagonalisable, et qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale. On a vu que les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de u et que les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de u.

Quitte a changer l'ordre de ces vecteurs, on peut supposer les valeurs propres regroupées de sorte que

Mgz (u) = diag(ay, ..., a1, a2,...,02,...,@p,...,ap) =D
N A i
mfois my fois
ot les @; sont distincts.

Si x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans & est V € M,;(K), 'équation
u(x) = Ax équivaut a DV = AV.

Il est alors clair que, si 4 est différent de 'un des «;, cette équation admet pour seule solution V = 0 donc
A n'est pas valeur propre.
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Diagonalisabilité

Précisions
Supposons que u est diagonalisable, et qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale. On a vu que les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de u et que les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de u.

Quitte a changer l'ordre de ces vecteurs, on peut supposer les valeurs propres regroupées de sorte que

Mgz (u) = diag(ay, ..., a1, a2,...,02,...,@p,...,ap) =D
N A i
mfois my fois
ot les @; sont distincts.

Si x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans & est V € M,;(K), 'équation
u(x) = Ax équivaut a DV = AV.

Il est alors clair que, si 4 est différent de 'un des «;, cette équation admet pour seule solution V = 0 donc
A n'est pas valeur propre.

Ainsi, les coefficients diagonaux de D sont exactement les valeurs propres de u.
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Diagonalisabilité

Précisions
Supposons que u est diagonalisable, et qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale. On a vu que les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de u et que les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de u.

Quitte a changer l'ordre de ces vecteurs, on peut supposer les valeurs propres regroupées de sorte que

Mgz (u) = diag(ay, ..., a1, a2,...,02,...,@p,...,ap) =D
S—— —

mfois my fois

ot les @; sont distincts.

Si x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans & est V € M,;(K), 'équation
u(x) = Ax équivaut a DV = AV.

Il est alors clair que, si 4 est différent de 'un des «;, cette équation admet pour seule solution V = 0 donc
A n'est pas valeur propre.

Ainsi, les coefficients diagonaux de D sont exactement les valeurs propres de u.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre @ (par exemple) s'obtient alors en résolvant le systéme
DV = oV, et il est facile de voir que ce systéme équivaut & Xp 41 = --- = x, = 0, de sorte que Ea;(u) est
exactement le sous-espace vectoriel engendré par les my premiers vecteurs de base.
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Diagonalisabilité

Précisions
Supposons que u est diagonalisable, et qu'il existe une base % de E dans laquelle la matrice de u est

diagonale. On a vu que les vecteurs de cette base sont des vecteurs propres de u et que les coefficients
diagonaux sont des valeurs propres de u.

Quitte a changer l'ordre de ces vecteurs, on peut supposer les valeurs propres regroupées de sorte que

Mgz (u) = diag(ay, ..., a1, a2,...,02,...,@p,...,ap) =D
S—— —

mfois my fois

ot les @; sont distincts.

Si x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans & est V € M,;(K), 'équation
u(x) = Ax équivaut a DV = AV.

Il est alors clair que, si 4 est différent de 'un des «;, cette équation admet pour seule solution V = 0 donc
A n'est pas valeur propre.

Ainsi, les coefficients diagonaux de D sont exactement les valeurs propres de u.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre @ (par exemple) s'obtient alors en résolvant le systéme
DV = oV, et il est facile de voir que ce systéme équivaut & Xp 41 = --- = x, = 0, de sorte que Ea;(u) est
exactement le sous-espace vectoriel engendré par les my premiers vecteurs de base.

On obtient un résultat similaire pour les autres valeurs propres.
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

A csis dais oo I 0
On retrouve en particulier une propriété déja vue : il existe une base Z telle que Mg (u) = [6 0].
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

A csis dais oo I 0
On retrouve en particulier une propriété déja vue : il existe une base Z telle que Mg (u) = [6 0].

Qo Symétries si u est la symétrie par rapport a F de direction G (avec F® G = E), on a déja vu que
Sp(u) c {-1,1} et que F = E(u) et G = E(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

A csis dais oo I 0
On retrouve en particulier une propriété déja vue : il existe une base Z telle que Mg (u) = [6 0].

Qo Symétries si u est la symétrie par rapport a F de direction G (avec F® G = E), on a déja vu que
Sp(u) c {-1,1} et que F = E(u) et G = E(p).

Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

On retrouve une propriété déja vue : il existe une base 2 telle que Mg (u) = [lg IO ]
I p
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

A csis dais oo I 0
On retrouve en particulier une propriété déja vue : il existe une base Z telle que Mg (u) = [6 0].

Qo Symétries si u est la symétrie par rapport a F de direction G (avec F® G = E), on a déja vu que
Sp(u) c {-1,1} et que F = E(u) et G = E(p).

Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.
On retrouve une propriété déja vue : il existe une base 2 telle que Mg (u) = [lg IO ]
I p

Ko[X] -  Ky[X]

OEtudedegp:{ p - XP P
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

0 of

Qo Symétries si u est la symétrie par rapport a F de direction G (avec F® G = E), on a déja vu que
Sp(u) c {-1,1} et que F = E(u) et G = E(p).

Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

A csis dais oo I 0
On retrouve en particulier une propriété déja vue : il existe une base Z telle que Mg (u) = [r ]

On retrouve une propriété déja vue : il existe une base 2 telle que Mg (u) = [lg IO ]
I p

Ko[X] -  Ky[X]

OEtudedegp:{ p - XP P

Déja, ¢ est bien un endomorphisme de K,[X] (vérification facile).
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Diagonalisabilité

Exemples

@ Homothéties : si u est une homothétie de rapport @, sa matrice dans toute base est al,, donc u est
diagonalisable.

@ Projections : si u est la projection sur F de direction G (avec F@® G = E), on a déja vu que
Sp(u) € {0,1} et que F = E(u) et G = Ey(p).
Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

0 of

Qo Symétries si u est la symétrie par rapport a F de direction G (avec F® G = E), on a déja vu que
Sp(u) c {-1,1} et que F = E(u) et G = E(p).

Ainsi, les sous-espaces propres de u sont supplémentaires, et u est diagonalisable.

A csis dais oo I 0
On retrouve en particulier une propriété déja vue : il existe une base Z telle que Mg (u) = [r ]

On retrouve une propriété déja vue : il existe une base 2 telle que Mg (u) = [lg IO ]
I p
K,[X] - KX

OEtudedegp:{ p - XP P

Déja, ¢ est bien un endomorphisme de K,[X] (vérification facile). De plus pour tout k € [0; n],
@(X*) = (k =1)X*, ce qui montre que la base canonique de K,[X] est une base de vecteurs propres.
¢ est donc diagonalisable, et Sp(¢) = {-1,0,1,...,n—1}.
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Diagonalisabilité

Théoréme 6

Un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable si et seulement si la

somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a dim E.
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Diagonalis

Théoréme 6

Un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a dim E.

Démonstration

En effet, on sait déja que la somme des sous-espaces propres de u est directe (théoréme 3). On sait aussi

(cours sur les sommes directes), que dim| @ E(u)|= Y dim(Ei(u)).
A€Sp(u) A€Sp(u)
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Diagonalisabilité

Théoréme 6

Un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a dim E.

Démonstration

En effet, on sait déja que la somme des sous-espaces propres de u est directe (théoréme 3). On sait aussi

(cours sur les sommes directes), que dim| @ Ei(u)|= Y dim(Ei(u)). Donc:
A€Sp(u) A€Sp(u)

u diagonalisable &= E = P E(w) =dimE= ) dim(E(u)).
2esp(u) A€Sp(u)
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Diagonalisabilité

Théoréme 6

Un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a dim E.

Théoréme 7: (et définition 6)

Une matrice A € M,(K) est dite diagonalisable si et seulement si elle vérifie 'une des propriétés
équivalentes suivantes :

@ A est semblable a une matrice diagonale d'ordre n, c’est-a-dire qu'il existe une matrice P € GL,(K) et
D diagonale dordre n telles que : D = P~'AP (ou A= PDP7").

@ Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et 2 une base de E telle que A= Mg, (u) o
u € Z(E), u est diagonalisable.
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Diagonalisabilité

Théoréme 6

Un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a dim E.

Théoréme 7: (et définition 6)

Une matrice A € M,(K) est dite diagonalisable si et seulement si elle vérifie 'une des propriétés
équivalentes suivantes :

@ A est semblable a une matrice diagonale d'ordre n, c’est-a-dire qu'il existe une matrice P € GL,(K) et
D diagonale dordre n telles que : D = P~'AP (ou A= PDP7").

@ Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et 2 une base de E telle que A= Mg, (u) o
u € Z(E), u est diagonalisable.

Démonstration

@ Supposons (1) vérifiée, et reprenons les notations de (2). Si on considére alors la base ;. de E telle
que la matrice de passage de Bg a B}, est P, la relation D = P~'AP signifie que D est la matrice de u
dans ;.. Cette matrice étant diagonale, cela signifie que u est diagonalisable.
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Diagonalisabilité

Théoréme 6

Un endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie est diagonalisable si et seulement si la
somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a dim E.

Théoréme 7: (et définition 6)
Une matrice A € M,(K) est dite diagonalisable si et seulement si elle vérifie 'une des propriétés
équivalentes suivantes :

@ A est semblable a une matrice diagonale d'ordre n, c’est-a-dire qu'il existe une matrice P € GL,(K) et
D diagonale d'ordre n telles que : D = P™'AP (ou A= PDP7).

@ Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et 2 une base de E telle que A= Mg, (u) o
u € Z(E), u est diagonalisable.

Démonstration

@ Supposons (1) vérifiée, et reprenons les notations de (2). Si on considére alors la base ;. de E telle
que la matrice de passage de Bg a B}, est P, la relation D = P~'AP signifie que D est la matrice de u
dans ;.. Cette matrice étant diagonale, cela signifie que u est diagonalisable.

@ Supposons (2) vérifiée. u étant diagonalisable, il existe une base ;. dans laquelle la matrice de u est

une matrice diagonale D. Si Ton note alors P la matrice de passage de % a %}, ona D= P7'AP,
d'ou (1).
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Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € .Z(E) et 1 € K. Alors :

A€ Sp(u) & det(u-Adg) =0 & det(Adg—u) =0.
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Polyndme caractéristique

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € .Z(E) et 1 € K. Alors :
A€ Sp(u) & det(u-Adg) =0 & det(Adg—u) =0.

Démonstration

C'est immédiat puisque A est valeur propre de u si et seulement si u— Aldg est non injective, ce qui
équivaut a non bijective puisque E est de dimension finie.
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Polyndme caractéristique

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € .Z(E) et 1 € K. Alors :
A€ Sp(u) & det(u-Adg) =0 & det(Adg—u) =0.

Démonstration

C'est immédiat puisque A est valeur propre de u si et seulement si u— Aldg est non injective, ce qui
équivaut a non bijective puisque E est de dimension finie.

Soit Z une base de E, et A= (aj;) la matrice de u dans 2. Alors :

A- an e e —ap
—ay A- an - —azn
det(Aldg — u) = det(Al, — A) =
—ap oo A—ap,
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Polyndme caractéristique

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € .Z(E) et 1 € K. Alors :
A€ Sp(u) & det(u-Adg) =0 & det(Adg—u) =0.

Démonstration

C'est immédiat puisque A est valeur propre de u si et seulement si u— Aldg est non injective, ce qui
équivaut a non bijective puisque E est de dimension finie.

Soit Z une base de E, et A= (aj;) la matrice de u dans 2. Alors :

A- an e e —ap
—ay A- an - —azn
det(Aldg — u) = det(Al, — A) =
—ap oo A—ap,

D’aprés la formule de développement du déterminant, il apparait clairement que det(Aldg — u) est une
fonction polynéme en A, de degré n.
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Polyndme caractéristique

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € .Z(E) et 1 € K. Alors :
A€ Sp(u) & det(u-Adg) =0 & det(Adg—u) =0.

Démonstration

C'est immédiat puisque A est valeur propre de u si et seulement si u— Aldg est non injective, ce qui
équivaut a non bijective puisque E est de dimension finie.

Soit Z une base de E, et A= (aj;) la matrice de u dans 2. Alors :

A- an e e —ap
—ay A- an - —azn
det(Aldg — u) = det(Al, — A) =
—ap oo A—ap,

D’aprés la formule de développement du déterminant, il apparait clairement que det(Aldg — u) est une
fonction polynéme en A, de degré n.

Remarques : Si #’ est une autre base de E, et si A’ est la matrice de u dans cette base, on a :
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Théoréme 8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € .Z(E) et 1 € K. Alors :
A€ Sp(u) & det(u-Adg) =0 & det(Adg—u) =0.

Démonstration

C'est immédiat puisque A est valeur propre de u si et seulement si u— Aldg est non injective, ce qui
équivaut a non bijective puisque E est de dimension finie.

Soit # une base de E, et A= (aj;) la matrice de u dans Z. Alors :

A- an e e —ap
—ay A- an - —azn
det(Aldg — u) = det(Al, — A) =
—ap oo A—ap,

D’aprés la formule de développement du déterminant, il apparait clairement que det(Aldg — u) est une
fonction polynéme en A, de degré n.

Remarques : Si #’ est une autre base de E, et si A’ est la matrice de u dans cette base, on a :
det(Aldg — u) = det(Al, — A) = det(AL, — A').
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Définition 7

On appelle polynome caractéristique d’'un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel de dimension finie

n >1le polynéme, noté X, défini par :

Va1eK, X,(A) = det(Adg — u) ou, en abrégé : X, = det(XIdg — u) .
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Définition 7

On appelle polynome caractéristique d’'un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel de dimension finie

n >1le polynéme, noté X, défini par :

YAeK, Xy(2) = det(Aldg — u) ou, en abrégé : X, = det(XIdg — u) .
D'aprés la remarque précédente, si Zg est une base quelconque de E, et si A= Mgz, (u), on a aussi :

YAeK, X,(2) = det(Al, — A) ou simplement : X, = det(XI, — A).
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Définition 7

On appelle polynome caractéristique d’'un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel de dimension finie

n >1le polynéme, noté X, défini par :

YAeK, Xy(2) = det(Aldg — u) ou, en abrégé : X, = det(XIdg — u) .
D'aprés la remarque précédente, si Zg est une base quelconque de E, et si A= Mgz, (u), on a aussi :
YAeK, X,(2) = det(Al, — A) ou simplement : X, = det(XI, — A).

Le polyndome X, = det(XI, — A) s’appelle naturellement le polyndme caractéristique de la matrice A.
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Définition 7

On appelle polynome caractéristique d’'un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel de dimension finie

n >1le polynéme, noté X, défini par :

YAeK, Xy(2) = det(Aldg — u) ou, en abrégé : X, = det(XIdg — u) .
D'aprés la remarque précédente, si Zg est une base quelconque de E, et si A= Mgz, (u), on a aussi :
YAeK, X,(2) = det(Al, — A) ou simplement : X, = det(XI, — A).

Le polyndome X, = det(XI, — A) s’appelle naturellement le polyndme caractéristique de la matrice A.

D’apreés la remarque précédente, deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

Définition 7

On appelle polynome caractéristique d’'un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel de dimension finie

n >1le polynéme, noté X, défini par :

YAeK, Xy(2) = det(Aldg — u) ou, en abrégé : X, = det(XIdg — u) .
D'aprés la remarque précédente, si &g est une base quelconque de E, et si A= Mgz, (u), on a aussi :
YAeK, X,(2) = det(Al, — A) ou simplement : X, = det(XI, — A).

Le polyndome X, = det(XI, — A) s’appelle naturellement le polyndme caractéristique de la matrice A.

D’apreés la remarque précédente, deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

Théoreme 9
e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E). Alors :

les valeurs propres de u sont exactement les racines dans K du polynéme caractéristique X ;.
o Soit A € M,(K). Alors :

les valeurs propres de A dans K)sont exactement les racines du polyndme caractéristique X4 dans K)
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

Définition 7

On appelle polynome caractéristique d’'un endomorphisme u d'un K-espace vectoriel de dimension finie

n >1le polynéme, noté X, défini par :

YAeK, Xy(2) = det(Aldg — u) ou, en abrégé : X, = det(XIdg — u) .
D'aprés la remarque précédente, si &g est une base quelconque de E, et si A= Mgz, (u), on a aussi :
YAeK, X,(2) = det(Al, — A) ou simplement : X, = det(XI, — A).

Le polyndome X, = det(XI, — A) s’appelle naturellement le polyndme caractéristique de la matrice A.

D’apreés la remarque précédente, deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

Théoreme 9
e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E). Alors :

les valeurs propres de u sont exactement les racines dans K du polynéme caractéristique X ;.
o Soit A € M,(K). Alors :

les valeurs propres de A dans K)sont exactement les racines du polyndme caractéristique X4 dans K)

Démonstration

Conséquence immédiate du théoréme 8.
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Polynéme caracti i Définition et premiéres propriétés
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Spp(A) ={1€R tq det(al, - A) = 0}
et:

Spc(A) ={1€C tq det(Al, —A) =0} .
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Spp(A) ={1€R tq det(al, - A) = 0}
et:

Spc(A) ={1€C tq det(Al, —A) =0} .

On a évidemment : Spg (A) C Spe(A) mais il n'y a pas nécessairement égalité.
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Spp(A) ={1€R tq det(al, - A) = 0}
et:

Spc(A) ={1€C tq det(Al,-A) =0} .
On a évidemment : Spg (A) C Spe(A) mais il n'y a pas nécessairement égalité.

0 -l

Exemple : A = (] 0

),XA =X 41
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

Spp(A) ={1€R tq det(al, - A) = 0}
et:

Spc(A) ={1€C tq det(Al,-A) =0} .
On a évidemment : Spg (A) C Spe(A) mais il n'y a pas nécessairement égalité.

0 -l

Exemple : A= (] 0

), Xy=X*+1.
Proposition 10

Soit A € M,(K). Le polynéme caractéristique de A™ est égal a celui de A (X;r =Xy). Il en résulte que
Sp(A") = Sp(A).
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Spp(A) ={1€R tq det(al, - A) = 0}
et:

Spc(A) ={1€C tq det(Al,-A) =0} .
On a évidemment : Spg (A) C Spe(A) mais il n'y a pas nécessairement égalité.

0 -l

Exemple : A= (] 0

), Xy=X*+1.
Proposition 10

Soit A € M,(K). Le polynéme caractéristique de A™ est égal a celui de A (X;r =Xy). Il en résulte que
Sp(A") = Sp(A).

Démonstration
En effet, det(Xl, — A™) = det((Xl, — A)") = det(XI, — A).
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Définition et premiéres propriétés

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n >1et u e Z(E).
Le polynéme caractéristique X, de u est :

@ de degré n:
@ de coefficient dominant égal 1 (il est donc unitaire);
@ le coefficient du terme en X" est égal 4 —tr u;

@ le coefficient constant est égal a (—1)" det u.

Ainsi, X, peut s'écrire : X, = X" —tru X" 4 .- 4 (=1)" det u.
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n >1et u e Z(E).
Le polynéme caractéristique X, de u est :

@ de degré n:
@ de coefficient dominant égal 1 (il est donc unitaire);
@ le coefficient du terme en X" est égal 4 —tr u;

@ le coefficient constant est égal a (—1)" det u.

Ainsi, X, peut s'écrire : X, = X" —tru X" 4 .- 4 (=1)" det u.

Démonstration

@ X,(0) = det(—u), ce qui donne le terme constant.
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1et ue Z(E).
Le polynéme caractéristique X, de u est :

@ de degré n:
@ de coefficient dominant égal 1 (il est donc unitaire);
@ le coefficient du terme en X" est égal 4 —tr u;

@ le coefficient constant est égal a (—1)" det u.

Ainsi, X, peut s'écrire : X, = X" —tru X" 4 .- 4 (=1)" det u.

Démonstration
@ X,(0) = det(—u), ce qui donne le terme constant.
@ Les autres propriétés s'obtiennent, par exemple, en développant le déterminant de XIdg — u selon la

n
premiére colonne : on obtient X, = [T(X — aji) + Q, o0t Q est un polynéme de degré < n-2...

i=1
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1et ue Z(E).
Le polynéme caractéristique X, de u est :

@ de degré n:
@ de coefficient dominant égal 1 (il est donc unitaire);
@ le coefficient du terme en X" est égal a —tru;

@ le coefficient constant est égal a (—1)" det u.

Ainsi, X, peut s'écrire : X, = X" —tru X" 4 .- 4 (=1)" det u.

Démonstration
@ X,(0) = det(—u), ce qui donne le terme constant.
@ Les autres propriétés s'obtiennent, par exemple, en développant le déterminant de XIdg — u selon la

n
premiére colonne : on obtient X, = [T(X — aji) + Q, o0t Q est un polynéme de degré < n-2...
i=1

Définition 8
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € .Z(E). Soit A € Spg (u).

On dit que A est valeur propre d'ordre de multiplicité m de u si A est une racine d'ordre m du polynome
caractéristique X, de u.
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IO ERE RIS Définition et premiéres prop

o Définition : Soit P € K[X].

O Si a est une racine de P, on dit que a est racine d'ordre au moins k (k € N*) si et seulement si
(X = a)* divise P.

0 On dit que a est racine dordre k si et seulement si (X — a)¥ divise P et (X — a)**! ne divise pas P.

Lentier k s’appelle alors l'ordre de multiplicité de la racine a.

Rem : On dira que a est d'ordre 0 si a n'est pas racine de P.
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

o Définition : Soit P € K[X].

O Si a est une racine de P, on dit que a est racine d'ordre au moins k (k € N*) si et seulement si
(X = a)* divise P.

0 On dit que a est racine dordre k si et seulement si (X — a)¥ divise P et (X — a)**! ne divise pas P.
Lentier k s’appelle alors l'ordre de multiplicité de la racine a.

Rem : On dira que a est d'ordre 0 si a n'est pas racine de P.
o Théoréme :
O a est racine d'ordre au moins k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = Pk")(a) = 0.

O a est racine dordre exactement k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = P"D(a) = 0 et P (a) # 0.
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

o Définition : Soit P € K[X].

O Si a est une racine de P, on dit que a est racine d'ordre au moins k (k € N*) si et seulement si
(X = a)* divise P.

0 On dit que a est racine dordre k si et seulement si (X — a)¥ divise P et (X — a)**! ne divise pas P.
Lentier k s’appelle alors l'ordre de multiplicité de la racine a.
Rem : On dira que a est d'ordre 0 si a n'est pas racine de P.
o Théoréme :
O a est racine d'ordre au moins k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = Pk")(a) = 0.
O a est racine dordre exactement k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = P"D(a) = 0 et P (a) # 0.
o Définition :
On dit qu'un polynéme P non constant de K[X] est scindé dans K[X] (ou scindé sur K) s'il admet dans K
des racines dont la somme des ordres de multiplicité est égale a son degré.
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

o Définition : Soit P € K[X].

O Si a est une racine de P, on dit que a est racine d'ordre au moins k (k € N*) si et seulement si
(X = a)* divise P.

0 On dit que a est racine dordre k si et seulement si (X — a)¥ divise P et (X — a)**! ne divise pas P.
Lentier k s’appelle alors l'ordre de multiplicité de la racine a.
Rem : On dira que a est d'ordre 0 si a n'est pas racine de P.
o Théoréme :
O a est racine d'ordre au moins k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = Pk")(a) = 0.
O a est racine dordre exactement k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = P"D(a) = 0 et P (a) # 0.
o Définition :
On dit qu'un polynéme P non constant de K[X] est scindé dans K[X] (ou scindé sur K) s'il admet dans K
des racines dont la somme des ordres de multiplicité est égale a son degré.

Cela équivaut a dire que P peut s'écrire sous la forme :

p
P=alI(X- a,—)k", ot A € K et ot les a; € K sont distincts.
=1
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

o Définition : Soit P € K[X].

O Si a est une racine de P, on dit que a est racine d'ordre au moins k (k € N*) si et seulement si
(X = a)* divise P.

0 On dit que a est racine dordre k si et seulement si (X — a)¥ divise P et (X — a)**! ne divise pas P.
Lentier k s’appelle alors l'ordre de multiplicité de la racine a.

Rem : On dira que a est d'ordre 0 si a n'est pas racine de P.
o Théoréme :
O a est racine d'ordre au moins k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = Pk")(a) = 0.

O a est racine dordre exactement k de P ssi : P(a) = P'(a) = --- = P"D(a) = 0 et P (a) # 0.
o Définition :
On dit qu'un polynéme P non constant de K[X] est scindé dans K[X] (ou scindé sur K) s'il admet dans K
des racines dont la somme des ordres de multiplicité est égale a son degré.

Cela équivaut a dire que P peut s'écrire sous la forme :
p
P=alI(X- a,—)k", ot A € K et ot les a; € K sont distincts.
i=1

Il est également commode de I'écrire sous la forme :

=

les x; étant les racines de P, chacune étant répétée autant de fois que son ordre de multiplicité.
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Remarques

Tout endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polynéme caractéristique X, est
scindé (ce qui est toujours le cas si K = C) admet au moins une valeur propre dans K;
il en admet méme exactement n (ot n = dim(E)), en comptant chacune avec son ordre de multiplicité.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphi: Feévrier 2023



L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Remarques

Tout endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polynéme caractéristique X, est
scindé (ce qui est toujours le cas si K = C) admet au moins une valeur propre dans K;
il en admet méme exactement n (ot n = dim(E)), en comptant chacune avec son ordre de multiplicité.
Ainsi, dans ce cas, on peut écrire :

n

X, = l_[(X — ;) (ou les A; sont les valeurs propres, distinctes ou non, de u)
i=1
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L ITELIERETPTE I Définition et premiéres propriétés

Remarques

Tout endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polynéme caractéristique X, est
scindé (ce qui est toujours le cas si K = C) admet au moins une valeur propre dans K;
il en admet méme exactement n (ot n = dim(E)), en comptant chacune avec son ordre de multiplicité.
Ainsi, dans ce cas, on peut écrire :

n

X, = l_[(X — ;) (ou les A; sont les valeurs propres, distinctes ou non, de u)

i=1
ou encore : X, (X) = n (X =)™ (o0 my est l'ordre de multiplicité de la valeur propre A).

A€Sp(u)
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

Remarques

Tout endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polynéme caractéristique X, est
scindé (ce qui est toujours le cas si K = C) admet au moins une valeur propre dans K;
il en admet méme exactement n (ot n = dim(E)), en comptant chacune avec son ordre de multiplicité.

Ainsi, dans ce cas, on peut écrire :
n
X, = l_[(X — ;) (ou les A; sont les valeurs propres, distinctes ou non, de u)
i=1
ou encore : X, (X) = I—[ (X =)™ (o0 my est l'ordre de multiplicité de la valeur propre A).
A€Sp(u)

En développant la premiére des égalités ci-dessus, on trouve alors les relations (trés importantes) :

tru=A+ -+, = Z 2 detu= -1 ]_[ 2
A€Sp(u) AeSp(u)
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OO TR I Définition et premiéres propriétés

Remarques

Tout endomorphisme u d’'un K-espace vectoriel de dimension finie dont le polynéme caractéristique X, est
scindé (ce qui est toujours le cas si K = C) admet au moins une valeur propre dans K;
il en admet méme exactement n (ot n = dim(E)), en comptant chacune avec son ordre de multiplicité.
Ainsi, dans ce cas, on peut écrire :

n

X, = l_[(X — ;) (ou les A; sont les valeurs propres, distinctes ou non, de u)

i=1
ou encore : X, (X) = I—[ (X =)™ (o0 my est l'ordre de multiplicité de la valeur propre A).

A€Sp(u)

En développant la premiére des égalités ci-dessus, on trouve alors les relations (trés importantes) :

tru=A+ -+, = Z 2 detu= -1 ]_[ 2
A€Sp(u) AeSp(u)

On prendra soin cependant a n'utiliser ces relations que lorsque le polynome caractéristique de u est
scindé (donc, dans le cas d'une matrice, en considérant les valeurs propres complexes).
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Restriction a un sous-espace vecto

Théoréme 11

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Réduction des endomorphismes Feévrier 2023



on a un sous-espace vectoriel stable

Restriction & un sous-espace vectoriel stable

Théoreme 11
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Démonstration

Soit p = dim F, et soit ZF une base de F, que 'on compléte en une base % de E. La matrice de u dans

A B .
! ], ol A est la matrice de v dans %r.

cette base est alors de la forme A =
0 A

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Restriction & un sous-espace vectoriel stable

Théoreme 11
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Démonstration

Soit p = dim F, et soit ZF une base de F, que 'on compléte en une base % de E. La matrice de u dans

A B .
0] A ], ou A est la matrice de v dans %Br.
2

Un calcul de déterminant par blocs donne alors :

cette base est alors de la forme A = [

Xy = det(XI, — A) = det(XI, — &) x det(XL,_p — Ay) =X, x det(XI,_p — Ay).

donc X, est multiple de X,.
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on a un sous-espace vectoriel stable

Restriction & un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 11

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Théoréme 12
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).

Soit A € Sp(u), et m, son ordre de multiplicité (dans X,,). Alors on a :

I1<dimE(u) < my.
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Restriction & un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 11

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Théoréme 12
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).

Soit A € Sp(u), et m, son ordre de multiplicité (dans X,,). Alors on a :

I1<dimE(u) < my.

Démonstration

@ 1< dim E;(u) est immédiat, puisque E;(u) n’est pas réduit a {0} par définition.
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Restriction & un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 11

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Théoréme 12
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).

Soit A € Sp(u), et m, son ordre de multiplicité (dans X,,). Alors on a :

I1<dimE(u) < my.

Démonstration
@ 1< dim E;(u) est immédiat, puisque E;(u) n’est pas réduit a {0} par définition.

@ E,(u) est stable par u, et 'endomorphisme v induit par u sur E;(u) est 'homothétie de rapport A.
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Restriction & un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 11

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u.

Alors le polynome caractéristique de v, X, divise le polyndme caractéristique de u, X, .

Théoréme 12
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).

Soit A € Sp(u), et m, son ordre de multiplicité (dans X,,). Alors on a :

I1<dimE(u) < my.

Démonstration
@ 1< dim E;(u) est immédiat, puisque E;(u) n’est pas réduit a {0} par définition.
@ E,(u) est stable par u, et 'endomorphisme v induit par u sur E;(u) est 'homothétie de rapport A.

Donc X, = (X — )4imEx(t), et, puisque X, divise X,,, on obtient l'négalité voulue.
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Théoréme 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € .Z(E).
Alors u est diagonalisable si et seulement si :

X, est scindé dans K[X] et pour tout A € Sp(u), on a: my = dim E;(u).

Chapitre XIX : Réduction des endomorph



Polynéme caractéristique on a un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Alors u est diagonalisable si et seulement si :

X, est scindé dans K[X] et pour tout A € Sp(u), on a : my = dim Ey(u).
Démonstration

p
@ Si u est diagonalisable et si 4,..., 1, sont ses valeurs propres, on a E = b Ey;(u) dou :
i=

P P
dimE = dimEy (u) < m,. < degX, =dimE,
,Z_: 4 )th,ll; % LAt
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Alors u est diagonalisable si et seulement si :

X, est scindé dans K[X] et pour tout A € Sp(u), on a : my = dim Ey(u).
Démonstration

p
@ Si u est diagonalisable et si 4,..., 1, sont ses valeurs propres, on a E = b Ey;(u) dou :
i=

p p
dimE = dimEy. (u) < my, < degX, =dimE,
2,9 (s} 2, Dy < degs
donc toutes les inégalités intermédiaires sont des égalités :

p
Vie[l;pl, dimEy (u) = my,, et aussi Z my; = degX,, cest-a-dire X, scindé.

i=1
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 13
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Alors u est diagonalisable si et seulement si :

X, est scindé dans K[X] et pour tout A € Sp(u), on a : my = dim Ey(u).
Démonstration

p
@ Si u est diagonalisable et si 4,..., 1, sont ses valeurs propres, on a E = b Ey;(u) dou :
i=

P P
dimE = Z; dim £y, (u) < Z; my, < degX, = dimE,
= =

donc toutes les inégalités intermédiaires sont des égalités :
p
Vie[l;pl, dimEy (u) = my,, et aussi Z my; = degX,, cest-a-dire X, scindé.
=1

@ Réciproquement, si les hypotheéses de I'énoncé sont vérifiées, et si Ay,..., 1, sont les valeurs propres
de u, puisque la somme des Ey,(u) est directe et que

p P P
dim ( D E,ll.(u)) =Y dimEy,(u) = Y my, = degX, =dimE,
i=l1 i=l1 i=l1
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IO RIS  Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Théoréme 13
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Alors u est diagonalisable si et seulement si :

X, est scindé dans K[X] et pour tout A € Sp(u), on a : my = dim Ey(u).
Démonstration

p
@ Si u est diagonalisable et si 4,..., 1, sont ses valeurs propres, on a E = b Ey;(u) dou :
i=

P P
dimE = Z; dim £y, (u) < Z; my, < degX, = dimE,
= =

donc toutes les inégalités intermédiaires sont des égalités :
p
Vie[l;pl, dimEy (u) = my,, et aussi Z my; = degX,, cest-a-dire X, scindé.
=1

@ Réciproquement, si les hypotheéses de I'énoncé sont vérifiées, et si Ay,..., 1, sont les valeurs propres
de u, puisque la somme des Ey,(u) est directe et que

p P P
dim ( D E,ll.(u)) =Y dimEy,(u) = Y my, = degX, =dimE,
i=l1 i=l1 i=l1

p
on a bien E = &P Ey; (u), c'est-a-dire u diagonalisable.
i=1
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Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Démonstration

En effet, dans ce cas, il y a exactement n sous-espaces propres, tous de dimension 1. lls sont donc
supplémentaires.
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Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Démonstration

En effet, dans ce cas, il y a exactement n sous-espaces propres, tous de dimension 1. lls sont donc
supplémentaires.

La réciproque est fausse! il ne s'agit 1a que d’'une condition suffisante, et non nécessaire,
de diagonalisabilité.

Considérer par exemple u = Idg : u est évidemment diagonalisable (puisque sa matrice
dans toute base est /,), mais u admet une seule valeur propre, 1.
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Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Démonstration

En effet, dans ce cas, il y a exactement n sous-espaces propres, tous de dimension 1. lls sont donc
supplémentaires.

La réciproque est fausse! il ne s'agit 1a que d’'une condition suffisante, et non nécessaire,
de diagonalisabilité.

Considérer par exemple u = Idg : u est évidemment diagonalisable (puisque sa matrice
dans toute base est /,), mais u admet une seule valeur propre, 1.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u e Z(E).

Si le polyndme caractéristique X, de u est scindé a racines simples dans K, alors u est diagona-
lisable.
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Restriction a un sous-espace vectoriel stable

Démonstration

En effet, dans ce cas, il y a exactement n sous-espaces propres, tous de dimension 1. lls sont donc
supplémentaires.

La réciproque est fausse! il ne s'agit 1a que d’'une condition suffisante, et non nécessaire,
de diagonalisabilité.

Considérer par exemple u = Idg : u est évidemment diagonalisable (puisque sa matrice
dans toute base est /,), mais u admet une seule valeur propre, 1.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u e Z(E).

Si le polyndme caractéristique X, de u est scindé a racines simples dans K, alors u est diagona-
lisable.

Démonstration

en effet, dans ce cas, u posséde n valeurs propres distinctes, les racines de X, et on applique le corollaire
précédent.
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1 4 2
Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2
0 4 3
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2
0 4 3

Solution

On calcule le polyndme caractéristique de A :

X-1 -4 =2
Xy=det(X5—A)=| 0 X+3 2 |=
0 -4 X-3
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=10 -3 -2]-

Solution

On calcule le polyndme caractéristique de A :

X-1 -4 -2
Xyp=det(Xb—A)=| 0 X+3 2 |= X=X -1)=X-1*X+1).
0 -4 X-3
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=10 -3 -2]-

Solution

On calcule le polyndme caractéristique de A :

X-1 -4 -2
Xyp=det(Xb—A)=| 0 X+3 2 |= X=X -1)=X-1*X+1).
0 -4 X-3

Les valeurs propres de A sont donc 1 (double) et —1 (simple).
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=10 -3 -2]-

Solution

On calcule le polyndme caractéristique de A :

X-1 -4 -2
Xyp=det(Xb—A)=| 0 X+3 2 |= X=X -1)=X-1*X+1).
0 -4 X-3

Les valeurs propres de A sont donc 1 (double) et —1 (simple). On cherche ensuite les sous-espaces propres :
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=10 -3 -2]-

Solution

On calcule le polyndme caractéristique de A :

X-1 -4 -2
Xyp=det(Xb—A)=| 0 X+3 2 |= X=X -1)=X-1*X+1).
0 -4 X-3

Les valeurs propres de A sont donc 1 (double) et —1 (simple). On cherche ensuite les sous-espaces propres :

@ Pour la valeur propre 1:

x 4y +2z=10
Soit V:[y]eM;”(R). AV =V = (A-L)V=0c=-4y-22=0 =2y +2z=0.
2 4y+2z=0
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=10 -3 -2]-

Solution

On calcule le polyndme caractéristique de A :

X-1 -4 -2
Xyp=det(Xb—A)=| 0 X+3 2 |= X=X -1)=X-1*X+1).
0 -4 X-3

Les valeurs propres de A sont donc 1 (double) et —1 (simple). On cherche ensuite les sous-espaces propres :

@ Pour la valeur propre 1:

x 4y +2z=10
Soit V:[y]eM;”(R). AV =V = (A-L)V=0c=-4y-22=0 =2y +2z=0.
2 4y+2z=0

1 0
On reconnait 1a 'équation d’'un (hyper)plan, engendré (par ex.) par les vecteurs V| = [O] etV = [ l] -
0 -2
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Polynéme caractéristi Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2
0 4 8
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2}

Solution (suite)

@ Pour la valeur propre —1:
2x+4y+2z=0

X
Soit V:[y]EMg,l(R). AV =-Ve (A+h)V =0 “2y-2z2=0 S x=z=-y.
Z 4y +4z=0
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Polynéme caraci Quelques exercices

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2}
0 4 8

Solution (suite)

@ Pour la valeur propre —1:
2x+4y+2z=0

X
Soit V:[y]EMg,l(R). AV =-Ve (A+h)V =0 “2y-2z2=0 S x=z=-y.
Z 4y +4z=0

On reconnait la un systéme d’équations d'une droite vectorielle (intersection de deux plans), plus

1
précisément la droite de base le vecteur V_; = [—l] -
1
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Polynéme caraci Quelques exercices

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2}
0 4 8

Solution (suite)

@ Pour la valeur propre —1:
2x+4y+2z=0

X
Soit V:[y]EMg,l(R). AV =-Ve (A+h)V =0 “2y-2z2=0 S x=z=-y.
Z 4y +4z=0

On reconnait la un systéme d’équations d'une droite vectorielle (intersection de deux plans), plus

1
précisément la droite de base le vecteur V_; = [—l] -
1

Directement d’aprés le cours on peut affirmer que A est diagonalisable : par exemple, on peut dire que la
somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a 3, ou que la dimension de chaque
sous-espace propre est égale a l'ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

1 4 2
Diagonaliser la matrice A=|0 -3 -2}

Solution (suite)

@ Pour la valeur propre —1:
2x+4y+2z=0

X
Soit V:[y]EMg,l(R). AV =-Ve (A+h)V =0 “2y-2z2=0 S x=z=-y.
Z 4y +4z=0

On reconnait la un systéme d’équations d'une droite vectorielle (intersection de deux plans), plus

1
précisément la droite de base le vecteur V_; = [—l] -
1

Directement d’aprés le cours on peut affirmer que A est diagonalisable : par exemple, on peut dire que la
somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a 3, ou que la dimension de chaque
sous-espace propre est égale a l'ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.

1 0 1
Et plus précisément : A= PDP™ ou P = [0 1 —l] et D = diag(1,1,-1).
0 -2 1
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Polynéme caractéristi Quelques exercices

Diagonaliser la matrice B =

— =
- = o=
— = =
o = — =
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Polynéme caractéristi Quelques exercices

2
1
Diagonaliser la matrice B = 1
1

_ —_ o —
—_ N = —
N — — —

Solution

Le calcul du polynéme caractéristique de B, c'est-a-dire du déterminant de la matrice Xy — B est classique
(matrice déja rencontrée, voir chapitre sur les déterminants)
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2
1
Diagonaliser la matrice B = 1
1

_ —_ o —
—_ N = —
N — — —

Solution

Le calcul du polynéme caractéristique de B, c'est-a-dire du déterminant de la matrice Xy — B est classique
(matrice déja rencontrée, voir chapitre sur les déterminants), mais il y a bien plus rapide.

En effet, on remarque que B — J; est une matrice de rang 1; donc dimKer(B - I;) = 3.
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

2
1
Diagonaliser la matrice B = 1
1

_ —_ o —
—_ N = —
N — — —

Solution

Le calcul du polynéme caractéristique de B, c'est-a-dire du déterminant de la matrice Xy — B est classique
(matrice déja rencontrée, voir chapitre sur les déterminants), mais il y a bien plus rapide.

En effet, on remarque que B — /4 est une matrice de rang 1; donc dimKer(B — /3) = 3. Puisque Ker(B — Iy)
est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1, on en déduit que 1 est valeur propre de B, d'ordre de
multiplicité (a priori) supérieur ou égal a 3.
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Polynéme caraci Quelques exercices

2
1
Diagonaliser la matrice B = 1
1

_ —_ o —
—_ N = —
N — — —

Solution

Le calcul du polynéme caractéristique de B, c'est-a-dire du déterminant de la matrice Xy — B est classique
(matrice déja rencontrée, voir chapitre sur les déterminants), mais il y a bien plus rapide.

En effet, on remarque que B — /4 est une matrice de rang 1; donc dimKer(B — /3) = 3. Puisque Ker(B — Iy)
est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1, on en déduit que 1 est valeur propre de B, d'ordre de
multiplicité (a priori) supérieur ou égal a 3.

Puisque la somme des valeurs propres (dans C a priori) est égale a tr(B) = 8, on en déduit que les valeurs
propres de B sont 1, d'ordre 3 et 5, simple.

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Feévrier 2023 46/90



Polynéme caraci Quelques exercices

2
1
Diagonaliser la matrice B = 1
1

_ —_ o —
—_ N = —
N — — —

Solution

Le calcul du polynéme caractéristique de B, c'est-a-dire du déterminant de la matrice Xy — B est classique
(matrice déja rencontrée, voir chapitre sur les déterminants), mais il y a bien plus rapide.

En effet, on remarque que B — /4 est une matrice de rang 1; donc dimKer(B — /3) = 3. Puisque Ker(B — Iy)
est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1, on en déduit que 1 est valeur propre de B, d'ordre de
multiplicité (a priori) supérieur ou égal a 3.

Puisque la somme des valeurs propres (dans C a priori) est égale a tr(B) = 8, on en déduit que les valeurs
propres de B sont 1, d'ordre 3 et 5, simple.

1 1
. . 1 1

On pouvait aussi remarquer que A- 1= 5 1| pour montrer que 5 est valeur propre.
1 1
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Polynéme ca Quelques exercices

2
1
Diagonaliser la matrice B = 1
1

_ —_ o —
—_ N = —
N — — —

Solution

Le calcul du polynéme caractéristique de B, c'est-a-dire du déterminant de la matrice Xy — B est classique
(matrice déja rencontrée, voir chapitre sur les déterminants), mais il y a bien plus rapide.

En effet, on remarque que B — /4 est une matrice de rang 1; donc dimKer(B — /3) = 3. Puisque Ker(B — Iy)
est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1, on en déduit que 1 est valeur propre de B, d'ordre de
multiplicité (a priori) supérieur ou égal a 3.
Puisque la somme des valeurs propres (dans C a priori) est égale a tr(B) = 8, on en déduit que les valeurs
propres de B sont 1, d'ordre 3 et 5, simple.

1

1| pour montrer que 5 est valeur propre. Et puisque 5 est une
1
valeur propre simple, la dimension du sous-espace propre associé E5(A) est forcément égale a 1, ce qui
1

1
1

On pouvait aussi remarquer que A- 1= 5
1

prouve que E5(A) est exactement la droite vectorielle engendrée par : .

1
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Polynéme caractéristi Quelques exercices

Quelques exercices

Diagonaliser la matrice B =

- — =
L=
— o= =
o — = —

Feévrier 2023

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes
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Quelques exercices

Quelques exercices

Diagonaliser la matrice B =

- — =
L=
— o= =
o — = —

Solution (suite)

Enfin, un calcul simple (résolution du systéme AV = V) montre que le sous-espace propre associé a la
valeur propre 1 est 'hyperplan d'équation x + y + z+ t = 0, dont il est facile de trouver une base.
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Diagonaliser la matrice B =

- — =
L=
— o= =
o — = —

Solution (suite)
Enfin, un calcul simple (résolution du systéme AV = V) montre que le sous-espace propre associé a la
valeur propre 1 est 'hyperplan d'équation x + y + z+ t = 0, dont il est facile de trouver une base.

1 1 0 0
Conclusion : B = PDP™" avec (par exemple) P = } _(} : (1 et D = diag(5,1,1,1).
1 0 0 -l

PSI* (Lycée d Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3
5 -3 3

Réduction des endomorphismes Feévrier 2023



Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3
5 -3 3

Solution

On commence par diagonaliser la matrice A.
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Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n
M? = A ot A est la matrice A=|-5
5

Solution
On commence par diagonaliser la matrice A.

On trouve, aprés avoir calculé X4, Sp(A) = {0,1,16}.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3|-

Solution

On commence par diagonaliser la matrice A.

On trouve, aprés avoir calculé X4, Sp(A) = {0,1,16}.
0

Un vecteur propre associé a la valeur propre 0 est | 1] (cela se voyait...), un vecteur propre associé a la
1

-1 2
valeur propre 1 est [ 1| et enfin un vecteur propre associé a la valeur propre 16 est [ —1{.
1 1

Les 3 valeurs propres étant distintes, A est diagonalisable (ou autres arguments...), et on a : A= PDP~' avec

0 -l 2
D = diag(0,1,16) et P=|1 -1 -1}
1 1 1
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Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3
5 -3 3
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3
5 -3

Solution (suite)
A= PDP7!, et en posant M’ = P'MPon a:

M =Ae P'M?P = PTAP = M"? =

PSI* (L Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3
5 -3 3

Solution (suite)

A= PDP7!, et en posant M’ = P'MPon a:
M =Ae P'M*P=P AP = M"? =D.

Or il est clair que si M2 = D alors M’ et D commutent. On en déduit alors que M’ est diagonale (cf. un
résultat important dans le cours sur les matrices, ou bien refaire le calcul a la main ici).
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3
5 -3 3

Solution (suite)
A= PDP7!, et en posant M’ = P'MPon a:
M =Ae P'MP = P'AP &= M?* =D.

Or il est clair que si M2 = D alors M’ et D commutent. On en déduit alors que M’ est diagonale (cf. un
résultat important dans le cours sur les matrices, ou bien refaire le calcul a la main ici).

Si on pose alors M’ = diag(a, b, c) on aura donc =0, =1et =16
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Polyndme caractéristique OIS IENSEEES

Quelques exercices

Trouver toutes les matrices M € M3(R) telles que :

n -5 5
M? = A ot A est la matrice A=|-5 3 -3|-
5 -3 3

Solution (suite)

A= PDP7!, et en posant M’ = P'MPon a:
M =Ae P'M*P=P AP = M"? =D.

Or il est clair que si M2 = D alors M’ et D commutent. On en déduit alors que M’ est diagonale (cf. un
résultat important dans le cours sur les matrices, ou bien refaire le calcul a la main ici).
Si on pose alors M’ = diag(a, b, c) on aura donc =0, =1et =16

On en déduit M’ = diag(0, &, 4¢”) avec &, &" € {-1,1}, puis les 4 solutions M = PM’ P71, que Ton peut

0 3 3
calculer explicitement aprés avoir déterminé P~ = 5 [—2 -2 —2].
2 - 1
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ion des polyndmes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = €D Ker(u — A;1dg).

i=1

Réduction des endomorphismes Feévrier 2023



Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = @ Ker(u — A;1dg).

i=l1

Démonstration

1
On décompose en éléments simples la fraction rationnelle = : il existe des scalaires a; tels que
P L(X- )

=
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Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = @ Ker(u — A;1dg).

i=l1

Démonstration

1
On décompose en éléments simples la fraction rationnelle = : il existe des scalaires a; tels que
] Zp: S, t écrire : 1 Zp:L tposé L = —— = [[(X-4)
= ———— - Donc on peut écrire : 1= » @jL;, en ayant posé Lj = = - ).
4 (X=3) P £, VPSS = Xy T LI

P
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Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = @ Ker(u — A;1dg).

i=l1

Démonstration

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle = : il existe des scalaires a; tels que

L Zp: Y% __p t écrire : 1 Zp: L t posé L P [Tx-2)
- = ———— - Donc on peut écrire : 1 = » @jLj, en ayant posé Lj = —— = - ).
PTAX-1) P LSRRI R S e ’

j=1 i#f
On en déduit, en appliquant cette égalité polynomiale a 'endomorphisme u :

P P
Idp = Zcx/Lj(u), c'est-a-dire: VYx€eE, x= Z ajLi(u)(x).
= =
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Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = @ Ker(u — A;1dg).

i=l1

Démonstration

On décompose en éléments simples la fraction rationnelle = : il existe des scalaires a; tels que

L Zp: Y% __p t écrire : 1 Zp: L t posé L P [Tx-2)
- = ———— - Donc on peut écrire : 1 = » @jLj, en ayant posé Lj = —— = - ).
PTAX-1) P LSRRI R S e ’

j=1 i#f
On en déduit, en appliquant cette égalité polynomiale a 'endomorphisme u :

P p
Idp = Zcx/Lj(u), c'est-a-dire: VYx€eE, x= Z ajLi(u)(x).
= =

Or, pour tout j € [[1; pll, (u— A1dg) o Li(u) = P(u), donc (u— Alde)(Li(u)(x)) = P(u)(x) = 0 et ainsi

Li(u)(x) € Ker(u— AIdg).

PSI* (Lycée dArsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = @ Ker(u — A;1dg).

i=l1

Démonstration

1
On décompose en éléments simples la fraction rationnelle = : il existe des scalaires a; tels que
L Zp:a’ D t"lZp:L t posé L P [Tx-2)
- = ———— - Donc on peut écrire : 1 = » @jLj, en ayant posé Lj = —— = - ).
PTAX-1) P LSRRI R S e ’

j=1 i#f
On en déduit, en appliquant cette égalité polynomiale a 'endomorphisme u :

P p

Idp = Zcx/Lj(u), c'est-a-dire: VYx€eE, x= Z ajLi(u)(x).

= =

Or, pour tout j € [[1; pll, (u— A1dg) o Li(u) = P(u), donc (u— Alde)(Li(u)(x)) = P(u)(x) = 0 et ainsi
p

Li(u)(x) € Ker(u— AjIdg). La relation (x) prouve donc I'égalité E = Z Ker(u — AjIdE).
=
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Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 14

Soit E un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie), et u un endomorphisme de E.
On suppose que u admet un polynéme annulateur P scindé a racines simples dans K,
P=(X—-a)...(X=2p) avec les 4; scalaires distincts.

p
Alors E = @ Ker(u — A;1dg).
i=1
Démonstration
On décompose en éléments simples la fraction rationnelle = : il existe des scalaires a; tels que
1 2 a; 2 P
== ; m - Donc on peut écrire : 1 = Zcx,-L,-, en ayant posé Lj = m = l—l(X - ).

j=1 i#f
On en déduit, en appliquant cette égalité polynomiale a 'endomorphisme u :

P P
Idp = Zcx/Lj(u), c'est-a-dire: VYx€eE, x= Z ajLi(u)(x).
= =
Or, pour tout j € [[1; pll, (u— A1dg) o Li(u) = P(u), donc (u— Alde)(Li(u)(x)) = P(u)(x) = 0 et ainsi
p
Li(u)(x) € Ker(u— AjIdg). La relation (x) prouve donc I'égalité E = Z Ker(u — A;jIdg). Et le fait que la

J=
somme est directe a déja été vu.
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on des polyndmes d’endomorphisme
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ion des polyndmes d’endomorphisme

)
une valeur propre de u).
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ion des polynémes d’endomorphisme

se peu re ci-dessus, que certains des Ker(u— A;Idg) soient réduits a i n'est pas
une valeur propre de u).

Théoréme 15

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).

Si u € Z(E) posséde un polynéme annulateur (non nul) scindé dans K[X] et n'ayant que des racines
simples, alors u est diagonalisable.
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Il se peut donc, dans Pécriture ci-dessus, que certains des Ker(u— A;1dg) soient réduits a {0} (si A; nest pas
une valeur propre de u).

Théoréme 15
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).

Si u € Z(E) posséde un polynéme annulateur (non nul) scindé dans K[X] et n'ayant que des racines
simples, alors u est diagonalisable.

Démonstration

En effet, d’aprés le théoréme précédent, E est alors somme directe des sous-espaces propres de u (en ne
p

considérant dans la somme E = @) Ker(u — A41dg) que les « vraies » valeurs propres de u, cf. remarque

=
précédente.)
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Théoréme 16

Si u€ Z(E) est diagonalisable, le polynéme [ (X — 1) est annulateur de u.
A€Sp(u)
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Théoréme 16

Si u € Z(E) est diagonalisable, le polynome [] (X — 1) est annulateur de u.
A€Sp(u)

Démonstration

lére fagon :
p
Soient Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u et P = l_[(X - ).

i=1
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Théoréme 16

Si u € Z(E) est diagonalisable, le polynome [] (X — 1) est annulateur de u.
A€Sp(u)

Démonstration

lére fagon :
p
Soient Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u et P = l_[(X - ).

i=1
Soit i € [1; p]|. Pour tout x € Ey;, on a (u— A;ldg)(x) = 0, donc

p
P(u)(x) = [l_[(u . /l,-IdE)] (x) = [l_[(u . /l,-IdE)] o (u—Aidg)(x) = 0.

j=1 Ji
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Théoréme 16

Si u € Z(E) est diagonalisable, le polynome [] (X — 1) est annulateur de u.
A€Sp(u)

Démonstration

lére fagon :
p
Soient Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u et P = l_[(X - ).

Soit i € [1; p]|. Pour tout x € Ey;, on a (u— A;1dg)(x) =0, di:rzc
p
P(u)(x) = [l_[(u - /l,-IdE)] (x) = [l_[(u - /l,-IdE)] o (u=A1dg)(x) = 0.
j=1 J#i

u étant diagonalisable, on a : E = Ey @--- @ Ey,,, et puisque la relation P(u)(x) = 0 est vérifiée pour tout

x € Ej, pour tout i € [[1; p], elle I'est pour tout x € E.
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Théoréme 16

Si u € Z(E) est diagonalisable, le polynome [] (X — 1) est annulateur de u.
A€Sp(u)

Démonstration

lére fagon :
p
Soient Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u et P = l_[(X - ).

Soit i € [1; p]|. Pour tout x € Ey;, on a (u— A;1dg)(x) =0, di:rzc
p
P(u)(x) = [l_[(u - /l,-IdE)] (x) = [l_[(u - /l,-IdE)] o (u=A1dg)(x) = 0.
j=1 J#i

u étant diagonalisable, on a : E = Ey @--- @ Ey,,, et puisque la relation P(u)(x) = 0 est vérifiée pour tout
x € Ej, pour tout i € [[1; p], elle I'est pour tout x € E.

Donc P(u) = 0. (g), c'est-a-dire P est annulateur de u.
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Théoréme 16

Si u € Z(E) est diagonalisable, le polynome [] (X — 1) est annulateur de u.
A€Sp(u)

Démonstration

lére fagon :
p

Soient Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u et P = l_[(X - ).

i=1
Soit i € [1; p]|. Pour tout x € Ey;, on a (u— A;ldg)(x) = 0, donc

p

P(u)(x) = [l_[(u = /l,-IdE)] (x) = [l_[(u = /l,-IdE)] o (u=A1dg)(x) = 0.
j=1 j#i

u étant diagonalisable, on a : E = Ey @--- @ Ey,,, et puisque la relation P(u)(x) = 0 est vérifiée pour tout

x € Ej, pour tout i € [[1; p], elle I'est pour tout x € E.

Donc P(u) = 0. (g), c'est-a-dire P est annulateur de u.

2éme facon :

Démonstration matricielle : si u a pour matrice D diagonale dans une base de vecteurs propres, chaque
matrice D — A;/ comporte un bloc de zéros a la place des A; donc le produit de ces matrices est nul.
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Théoréme 17

Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
A€Sp(u)
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Théoréme 17

Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
AeSp(u)

Théoréme 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u. Alors :

u diagonalisable = v diagonalisable .
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Théoréme 17

Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
AeSp(u)

Théoréme 18
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u. Alors :

u diagonalisable = v diagonalisable .

Démonstration

p

u est diagonalisable, donc en notant 4, ..., A, les valeurs propres distinctes de u et P = [](X — 4;), P est
i=

annulateur de u.
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Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Théoréme 17
Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
AeSp(u)

Théoréme 18

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u. Alors :

u diagonalisable = v diagonalisable .

Démonstration

p
u est diagonalisable, donc en notant 4, ..., A, les valeurs propres distinctes de u et P = [](X — 4;), P est

i=l1
annulateur de u.

d ) d .
Si P s'écrit P = ), a;X', ona P(u) = 0.() soit Yx€E, 3 aju'(x) = 0.
7 i=1

i=1
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Théoréme 17
Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
AeSp(u)

Théoréme 18
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u. Alors :

u diagonalisable = v diagonalisable .

Démonstration

p
u est diagonalisable, donc en notant 4, ..., A, les valeurs propres distinctes de u et P = [](X — 4;), P est

i=l1
annulateur de u.

d ) d .
Si P s'écrit P = ), a;X', ona P(u) = 0.() soit Yx€E, 3 aju'(x) = 0.
7 i=1

i=1

d .
Cette relation est en particulier vraie pour x € F, donc, puisque v=ulr : Yx € F, }, a;v'(x) = Of.
i=1
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Théoréme 17

Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
AeSp(u)

Théoréme 18
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u. Alors :

u diagonalisable = v diagonalisable .

Démonstration

p
u est diagonalisable, donc en notant 4, ..., A, les valeurs propres distinctes de u et P = [](X — 4;), P est

i=l1
annulateur de u.

d ) d .
Si P s'écrit P = ), a;X', ona P(u) = 0.() soit Yx€E, 3 aju'(x) = 0.
7 i=1

i=1
d .
Cette relation est en particulier vraie pour x € F, donc, puisque v=ulr : Yx € F, }, a;v'(x) = 0g. Cela
i=1

signifie que P(v) = 0. (), donc P est aussi annulateur de v.
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Théoréme 17
Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seulement si il posséde un polynéme annulateur scindé
a racines simples.

Un tel polynéme est, par exemple, [T (X - 2).
AeSp(u)

Théoréme 18
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(E).
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, et v e Z(F) 'endomorphisme de F induit par u. Alors :

u diagonalisable = v diagonalisable .

Démonstration

p
u est diagonalisable, donc en notant 4, ..., A, les valeurs propres distinctes de u et P = [](X — 4;), P est

i=l1
annulateur de u.

d ) d .
Si P s'écrit P = ), a;X', ona P(u) = 0.() soit Yx€E, 3 aju'(x) = 0.
7 i=1

i=1
d .
Cette relation est en particulier vraie pour x € F, donc, puisque v=ulr : Yx € F, }, a;v'(x) = 0g. Cela
i=1

signifie que P(v) = 0. (r), donc P est aussi annulateur de v. Ainsi v possede un polynéme annulateur
scindé a racines simples donc v est diagonalisable.
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@ VYaeSp(v), Ex(v) =E(u)nF

ée d'Arsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



n des polyndmes d’endomorphisme

@ VYaeSp(v), Ex(v) =E(u)nF
Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).
On suppose u diagonalisable. Alors : F est stable par u si et seulement si F admet une base
formée de vecteurs propres de u.
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@ VYaeSp(v), Ex(v) =E(u)nF
Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).
On suppose u diagonalisable. Alors : F est stable par u si et seulement si F admet une base
formée de vecteurs propres de u.

Démonstration

Si F est stable par u, alors 'endomorphisme induit ur est un endomorphisme diagonalisable de F donc par
définition F admet une base formée de vecteurs propres de ur donc de u.
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@ VYaeSp(v), Ex(v) =E(u)nF

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E).
On suppose u diagonalisable. Alors : F est stable par u si et seulement si F admet une base
formée de vecteurs propres de u.

Démonstration
Si F est stable par u, alors 'endomorphisme induit ur est un endomorphisme diagonalisable de F donc par
définition F admet une base formée de vecteurs propres de ur donc de u.

Réciproquement, si F admet une base formée de vecteurs propres de u, notée % = (ej,..., e,) alors tout

P p
vecteur x de F s’écrit x = Z xiej donc u(x) = Z Aix;e; appartient & F c’est-a-dire F stable par u.

i=l1 i=1
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Solution

On commence par chercher les éléments propres de A.




n des polyndmes d’endomorphisme

Solution

On commence par chercher les éléments propres de A. Sp(A) = {0,1,2}. Les valeurs propres sont
distinctes, donc chaque sous-espace propre est une droite vectorielle, et A est diagonalisable.
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = |1
1

Solution

On commence par chercher les éléments propres de A. Sp(A) = {0,1,2}. Les valeurs propres sont
distinctes, donc chaque sous-espace propre est une droite vectorielle, et A est diagonalisable.

D'apreés le corollaire précédent, les sous-espaces vectoriels de R? stables par A seront donc, en les classant
selon leur dimension :

@ {Op} et E.
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = |1
1

Solution

On commence par chercher les éléments propres de A. Sp(A) = {0,1,2}. Les valeurs propres sont
distinctes, donc chaque sous-espace propre est une droite vectorielle, et A est diagonalisable.

D'apreés le corollaire précédent, les sous-espaces vectoriels de R? stables par A seront donc, en les classant
selon leur dimension :

@ {Op} et E.

@ les trois droites vectorielles Ey(A), E(A) et Ex(A),

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = |1
1

Solution

On commence par chercher les éléments propres de A. Sp(A) = {0,1,2}. Les valeurs propres sont
distinctes, donc chaque sous-espace propre est une droite vectorielle, et A est diagonalisable.

D'apreés le corollaire précédent, les sous-espaces vectoriels de R? stables par A seront donc, en les classant
selon leur dimension :

@ {Op} et E.

N (-1 0
@ les trois droites vectorielles Ey(A), Ei(A) et E2(A), respectivement engendrées par [—l], [ l] et [l]
0
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = [

Solution

On commence par chercher les éléments propres de A. Sp(A) = {0,1,2}. Les valeurs propres sont
distinctes, donc chaque sous-espace propre est une droite vectorielle, et A est diagonalisable.

D'apreés le corollaire précédent, les sous-espaces vectoriels de R? stables par A seront donc, en les classant
selon leur dimension :

@ {Op} et E.

N (-1 0
@ les trois droites vectorielles Ey(A), Ei(A) et E2(A), respectivement engendrées par [—l], [ l] et [l]
0

@ les trois plans vectoriels E;(A) & Ej(A).
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution

Ici les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double).
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution
Ici les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double). Le sous-espace propre associé a la valeur propre
10
—1 est la droite vectorielle engendrée par | 15| et celui associé a la valeur propre 5 est la droite vectorielle
4
1
engendrée par |1/
1

Réduction des endomorphismes
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution

Ici les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double). Le sous-espace propre associé a la valeur propre
10

—1 est la droite vectorielle engendrée par | 15| et celui associé a la valeur propre 5 est la droite vectorielle
4

1

engendrée par |1]. La matrice nest donc pas diagonalisable. Les sous-espaces vectoriels de R? stables par
1

A seront, en les classant selon leur dimension :

@ {Og}etE.
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution

Ici les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double). Le sous-espace propre associé a la valeur propre
10

—1 est la droite vectorielle engendrée par | 15| et celui associé a la valeur propre 5 est la droite vectorielle
4

1

engendrée par |1]. La matrice nest donc pas diagonalisable. Les sous-espaces vectoriels de R? stables par
1

A seront, en les classant selon leur dimension :

@ {Og}etE.
@ les deux droites vectorielles E_1(A) et E5(A).
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution

Ici les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double). Le sous-espace propre associé a la valeur propre
10

—1 est la droite vectorielle engendrée par | 15| et celui associé a la valeur propre 5 est la droite vectorielle
4

1

engendrée par |1]. La matrice nest donc pas diagonalisable. Les sous-espaces vectoriels de R? stables par
1

A seront, en les classant selon leur dimension :

@ {Op} et E.
@ les deux droites vectorielles E_j(A) et Es5(A).
@ le plan vectoriel E_j(A) @ E5(A).
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution

Ici les valeurs propres de A sont —1 (simple) et 5 (double). Le sous-espace propre associé a la valeur propre
10

—1 est la droite vectorielle engendrée par | 15| et celui associé a la valeur propre 5 est la droite vectorielle
4

1

engendrée par |1]. La matrice nest donc pas diagonalisable. Les sous-espaces vectoriels de R? stables par
1

A seront, en les classant selon leur dimension :

@ {Op} et E.
@ les deux droites vectorielles E_j(A) et Es5(A).
@ le plan vectoriel E_j(A) @ E5(A).

@ Mais il peut exister d’autres plans stables!
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution (suite)

@ Mais il peut exister d'autres plans stables!
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution (suite)

@ Mais il peut exister d'autres plans stables!
Notons u endomorphisme de R? canoniquement associé & A. Si P est un plan stable par u, on sait
que le polyndme caractéristique de 'endomorphisme up induit par u sur P divise X, ; ce polynome
étant de degré 2, il s'agit nécessairement de (X +1)(X = 5) ou de (X —5)%.

O ) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes



Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution (suite)

@ Mais il peut exister d’autres plans stables!
Notons u endomorphisme de R? canoniquement associé & A. Si P est un plan stable par u, on sait
que le polyndme caractéristique de 'endomorphisme up induit par u sur P divise X, ; ce polynome
étant de degré 2, il s'agit nécessairement de (X +1)(X = 5) ou de (X —5)%.

Dans le ler cas, up a comme valeurs propres —1 et 5; les sous-espaces propres correspondant sont
forcément les mémes que ceux de u donc les vecteurs propres trouvés précédemment appartiennent
a P, et on retrouve P = E_(u) @ E5(u).

PSI* (Lycée dArsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023 58/90



Utilisation des polynémes d’endomorphisme

Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = | —

Solution (suite)

@ Mais il peut exister d’autres plans stables!

Notons u endomorphisme de R? canoniquement associé & A. Si P est un plan stable par u, on sait
que le polyndme caractéristique de 'endomorphisme up induit par u sur P divise X, ; ce polynome
étant de degré 2, il s'agit nécessairement de (X +1)(X = 5) ou de (X —5)%.

Dans le ler cas, up a comme valeurs propres —1 et 5; les sous-espaces propres correspondant sont
forcément les mémes que ceux de u donc les vecteurs propres trouvés précédemment appartiennent
a P, et on retrouve P = E_(u) @ E5(u).

Dans le second cas, up a comme seule valeur propre 5, et le vecteur propre e5 de coordonnées
(10,15, 4) appartient nécessairement a P.
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = {—

Solution (suite)

@ Mais il peut exister d’autres plans stables!
Notons u endomorphisme de R? canoniquement associé & A. Si P est un plan stable par u, on sait
que le polyndme caractéristique de 'endomorphisme up induit par u sur P divise X, ; ce polynome
étant de degré 2, il s'agit nécessairement de (X +1)(X = 5) ou de (X —5)%.

Dans le ler cas, up a comme valeurs propres —1 et 5; les sous-espaces propres correspondant sont
forcément les mémes que ceux de u donc les vecteurs propres trouvés précédemment appartiennent
a P, et on retrouve P = E_(u) @ E5(u).

Dans le second cas, up a comme seule valeur propre 5, et le vecteur propre e5 de coordonnées
(10,15, 4) appartient nécessairement a P. Si e = (X, y, z) est un autre vecteur de P linéairement
indépendant de celui-ci, on écrit que P est stable par u si et seulement si u(e) € P ce qui se traduit
par det(es, e, u(e)) = 0, soit

1 x 6x—-6y+5z 1 X 6x — 6y + 5z
0=y —-4x-y+10z =0 y-x -10x+5y+5z = (x—-2z)(-lx+ 6y + 5z).
1z Tx—-6y+4z 0 z-x X—2z
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Trouver les sous-espaces vectoriels de R? stables par 'endomorphisme de matrice A = {—

Solution (suite)

@ Mais il peut exister d’autres plans stables!
Notons u endomorphisme de R? canoniquement associé & A. Si P est un plan stable par u, on sait
que le polyndme caractéristique de 'endomorphisme up induit par u sur P divise X, ; ce polynome
étant de degré 2, il s'agit nécessairement de (X +1)(X = 5) ou de (X —5)%.

Dans le ler cas, up a comme valeurs propres —1 et 5; les sous-espaces propres correspondant sont
forcément les mémes que ceux de u donc les vecteurs propres trouvés précédemment appartiennent
a P, et on retrouve P = E_(u) @ E5(u).

Dans le second cas, up a comme seule valeur propre 5, et le vecteur propre e5 de coordonnées
(10,15, 4) appartient nécessairement a P. Si e = (X, y, z) est un autre vecteur de P linéairement
indépendant de celui-ci, on écrit que P est stable par u si et seulement si u(e) € P ce qui se traduit
par det(es, e, u(e)) = 0, soit

1 x 6x—-6y+5z 1 X 6x — 6y + 5z
0=y —-4x-y+10z =0 y-x -10x+5y+5z = (x—-2z)(-lx+ 6y + 5z).
1z Tx—-6y+4z 0 z-x X—2z

On trouve donc deux plans : celui d’équation x = z et celui d’équation —11x + 6y + 5z = 0; ce
dernier est le plan E_;(u) & Es(u) (car les deux vecteurs propres trouvés vérifient cette équation).
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Définition 9

@ Un endomorphisme u € Z(E) est dit trigonalisable s'il existe une base % de E telle que Mgz (u) soit
triangulaire supérieure.
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Définition 9

@ Un endomorphisme u € Z(E) est dit trigonalisable s'il existe une base % de E telle que Mgz (u) soit
triangulaire supérieure.

@ Une matrice carrée A€ M,(K) est dite trigonalisable si 'endomorphisme a de K" qui lui est
canoniquement associé est trigonalisable.

Cela revient a dire que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire qu'il existe
P € GLy(K) et T € T, (K) telles que : T = P~'AP (ou A= PTP7).
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Définition 9

@ Un endomorphisme u € £ (E) est dit trigonalisable s'il existe une base # de E telle que Mgz (u) soit
triangulaire supérieure.

@ Une matrice carrée A€ M,(K) est dite trigonalisable si 'endomorphisme a de K" qui lui est
canoniquement associé est trigonalisable.

Cela revient a dire que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire qu'il existe
P € GLy(K) et T € T, (K) telles que : T = P~'AP (ou A= PTP7).

Théoréme 19

Un endomorphisme u € .Z(E) est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé
dans K[X].
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Trigonalisation

Définition 9

@ Un endomorphisme u € £ (E) est dit trigonalisable s'il existe une base # de E telle que Mgz (u) soit
triangulaire supérieure.

@ Une matrice carrée A€ M,(K) est dite trigonalisable si 'endomorphisme a de K" qui lui est
canoniquement associé est trigonalisable.

Cela revient a dire que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire qu'il existe
P € GLy(K) et T € T, (K) telles que : T = P~'AP (ou A= PTP7).

Théoréme 19

Un endomorphisme u € .Z(E) est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé

dans K[X].

Démonstration

o Supposons u trigonalisable : il existe une base 2 de E telle que Mgz(u) soit de la forme
t cee fin

0 ton
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Trigonalisation

Définition 9

@ Un endomorphisme u € £ (E) est dit trigonalisable s'il existe une base # de E telle que Mgz (u) soit
triangulaire supérieure.

@ Une matrice carrée A€ M,(K) est dite trigonalisable si 'endomorphisme a de K" qui lui est
canoniquement associé est trigonalisable.

Cela revient a dire que A est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire qu'il existe
P € GLy(K) et T € T, (K) telles que : T = P~'AP (ou A= PTP7).

Théoréme 19

Un endomorphisme u € .Z(E) est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé
dans K[X].

Démonstration

o Supposons u trigonalisable : il existe une base 2 de E telle que Mgz(u) soit de la forme
t cee fin

0 tm
n
Donc X, = l—[(X — tjj) est scindé.

i=l1
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Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.
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Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.

- Le résultat est immédiat pour n = 1.
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Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.

- Le résultat est immédiat pour n = 1.

- Supposons (J€,) vérifiée, et soit A, € M,(K) tq Xy, soit scindé. Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n et 8 une base de E telle que A, = Mg(u).
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Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.

- Le résultat est immédiat pour n = 1.

- Supposons (J€,) vérifiée, et soit A, € M,(K) tq Xy, soit scindé. Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n et 8 une base de E telle que A, = Mg(u).

Xy =Xy, étant scindé posséde au moins une racine 4; € K. Soit alors e un vecteur propre associé a
cette valeur propre. ¢ étant non nul, on peut construire une base 8’ = (e, ..., e,) par le théoréme
de la base incompléte.
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Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.

- Le résultat est immédiat pour n = 1.

- Supposons (J€,) vérifiée, et soit A, € M,(K) tq Xy, soit scindé. Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n et 8 une base de E telle que A, = Mg(u).

Xy =Xy, étant scindé posséde au moins une racine 4; € K. Soit alors e un vecteur propre associé a
cette valeur propre. ¢ étant non nul, on peut construire une base 8’ = (e, ..., e,) par le théoréme
de la base incompléte.

A B
0
On a alors : Mgz (u) = A, = S AL dou X, = (X — H1)X4,,. Xy étant scindé, il en est de
: -
0

méme de Xy _,.
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Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.

- Le résultat est immédiat pour n = 1.
- Supposons (J€,) vérifiée, et soit A, € M,(K) tq Xy, soit scindé. Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n et 8 une base de E telle que A, = Mg(u).

Xy =Xy, étant scindé posséde au moins une racine 4; € K. Soit alors e un vecteur propre associé a
cette valeur propre. ¢ étant non nul, on peut construire une base 8’ = (e, ..., e,) par le théoréme
de la base incompléte.

A B
0
On a alors : Mgz (u) = A, = S AL dou X, = (X — H1)X4,,. Xy étant scindé, il en est de
: -
0

méme de Xy _,.
D'aprés I'hypothése de récurrence, il existe P € GLy(K) et il existe T € 7.1 (K) telles que
T =P AP
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Trigonalisation

Démonstration (suite)

e Réciproquement, procédons par récurrence sur n = dim E.
Lhypothése de récurrence s'écrit : (J4,) : YA€ Mp(K), X4 scindé dans K[X] = A trigonalisable.

- Le résultat est immédiat pour n = 1.

- Supposons (J€,) vérifiée, et soit A, € M,(K) tq Xy, soit scindé. Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n et 8 une base de E telle que A, = Mg(u).

Xy =Xy, étant scindé posséde au moins une racine 4; € K. Soit alors e un vecteur propre associé a
cette valeur propre. ¢ étant non nul, on peut construire une base 8’ = (e, ..., e,) par le théoréme
de la base incompléte.

A B
0
On a alors : Mgz (u) = A, = S AL dou X, = (X — H1)X4,,. Xy étant scindé, il en est de
: -
0

méme de Xy _,.
D'aprés I'hypothése de récurrence, il existe P € GLy(K) et il existe T € 7.1 (K) telles que
T =P AP

1T 0 ... 0

0
Soit alors Q € M,(K) la matrice Q = |.

0
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Démonstration (suite)

On vérifie aisément que Q est inversible et que Q7' = | . ] (faire le calcul du produit par

blocs).
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Démonstration (suite)

On vérifie aisément que Q est inversible et que Q7' = | . (faire le calcul du produit par
: p
0
blocs). En effectuant le produit par blocs, on a :
1 0 ... 0 A B 1 0 ... 0 A BP A BP
] 0 0 0 0 0
Q AQ=]. x| . x|. =|. =]. ;
! : p o A : P D PP : T
0 0 0 0 0
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Démonstration (suite)

On vérifie aisément que Q est inversible et que Q7' = | . (faire le calcul du produit par
: p
0
blocs). En effectuant le produit par blocs, on a :
1 0 ... 0 A B 1 0 ... 0 A BP A BP
] 0 0 0 0 0
Q AQ=]. x| . x|. =|. =]. ;
! : p o A : P D PP : T
0 0 0 0 0

qui est bien triangulaire supérieure d'ordre n, semblable & A/, donc a Ap, ce qui démontre (J7;,).
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Démonstration (suite)

On vérifie aisément que Q est inversible et que Q7' = | . (faire le calcul du produit par
: p
0
blocs). En effectuant le produit par blocs, on a :
1 0 ... 0 A B 1 0 ... 0 A BP A BP
] 0 0 0 0 0
Q AQ=]. x| . x|. =|. =]. ;
! : p o A : P D PP : T
0 0 0 0 0

qui est bien triangulaire supérieure d'ordre n, semblable & A/, donc a Ap, ce qui démontre (J7;,).

Corollaire:
Tout endomorphisme d’'un C-espace vectoriel de dimension finie est trigonalisable.

Toute matrice de M,(C) est trigonalisable.
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Démonstration (suite)

On vérifie aisément que Q est inversible et que Q7' = | . (faire le calcul du produit par
: p
0
blocs). En effectuant le produit par blocs, on a :
1 0 ... 0 A B 1 0 ... 0 A BP A BP
] 0 0 0 0 0
Q AQ=]. x| . x|. =|. =]. ;
! : p o A : P D PP : T
0 0 0 0 0

qui est bien triangulaire supérieure d'ordre n, semblable & A/, donc a Ap, ce qui démontre (J7;,).
Corollaire:
Tout endomorphisme d’'un C-espace vectoriel de dimension finie est trigonalisable.

Toute matrice de M,(C) est trigonalisable.

Remarque Si u € Z(E) est trigonalisable et si Z est une base de E dans laquelle la matrice T de u est
triangulaire supérieure, alors les éléments diagonaux de T sont exactement les valeurs propres de u,
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Trigonaliser la matrice A =

Solution

On trouve X, = (X —1)3.




-2 -1 2
Trigonaliser la matrice A=|-15 —6 1|
-14 -6 1

Solution

On trouve X4 = (X —1)3. On peut dire tout de suite que A n'est pas diagonalisable, car sinon, elle serait
semblable, donc égale, a k.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



-2 -1 2
Trigonaliser la matrice A=|-15 —6 1|

-4 -6 1

Solution

On trouve X4 = (X —1)3. On peut dire tout de suite que A n'est pas diagonalisable, car sinon, elle serait
semblable, donc égale, a k. Mais X4 étant scindé sur R, A est trigonalisable, et semblable & une matrice de

1 a c
laforme T=|0 1 bf
0 0 1
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-2 -1 2
Trigonaliser la matrice A=|-15 —6 1|
-14 -6 1

Solution

On trouve X4 = (X —1)3. On peut dire tout de suite que A n'est pas diagonalisable, car sinon, elle serait
semblable, donc égale, a k. Mais X4 étant scindé sur R, A est trigonalisable, et semblable & une matrice de

1 a c
laforme T=|0 1 bf
0 0 1

Soit u l'endomorphisme de R® canoniquement associé a A, c’est-a-dire A= Mgz, (u), ot B, = (e}, e2, €3)
est la base canonique de R®. On veut donc trouver une base %’ de R? dans laquelle la matrice de u est T.
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-2 -1 2
Trigonaliser la matrice A=|-15 —6 1|
-14 -6 1

Solution

On trouve X4 = (X —1)3. On peut dire tout de suite que A n'est pas diagonalisable, car sinon, elle serait
semblable, donc égale, a k. Mais X4 étant scindé sur R, A est trigonalisable, et semblable & une matrice de

1 a c
laforme T=|0 1 bf
0 0 1

Soit u l'endomorphisme de R® canoniquement associé a A, c’est-a-dire A= Mgz, (u), ot B, = (e}, e2, €3)
est la base canonique de R®. On veut donc trouver une base %’ de R? dans laquelle la matrice de u est T.
D'abord, on veut u(e]) = ef, donc on choisit pour e un vecteur propre associé a la valeur propre 1. La

recherche habituelle de E(A) donne qu'il s'agit de la droite vectorielle de base (1,1,2). On choisit donc
e =(1,1,2).
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-2 -1 2
Trigonaliser la matrice A=|-15 —6 1|
-14 -6 1

Solution

On trouve X4 = (X —1)3. On peut dire tout de suite que A n'est pas diagonalisable, car sinon, elle serait
semblable, donc égale, a k. Mais X4 étant scindé sur R, A est trigonalisable, et semblable & une matrice de

1 a c
laforme T=|0 1 bf
0 0 1

Soit u l'endomorphisme de R® canoniquement associé a A, c’est-a-dire A= Mgz, (u), ot B, = (e}, e2, €3)
est la base canonique de R®. On veut donc trouver une base %’ de R? dans laquelle la matrice de u est T.
D'abord, on veut u(e]) = ef, donc on choisit pour e un vecteur propre associé a la valeur propre 1. La
recherche habituelle de E(A) donne qu'il s'agit de la droite vectorielle de base (1,1,2). On choisit donc

e =(1,1,2).

On cherche ensuite ) = (x, y, z), linéairement indépendant de ¢, tel que u(e}) = ae| + e}, soit
(u—Tdg)(e)) = aef.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



-2 -1 2
Trigonaliser la matrice A=|-15 —6 1|
-14 -6 1

Solution

On trouve X4 = (X —1)3. On peut dire tout de suite que A n'est pas diagonalisable, car sinon, elle serait
semblable, donc égale, a k. Mais X4 étant scindé sur R, A est trigonalisable, et semblable & une matrice de

1 a c
laforme T=|0 1 bf
0 0 1

Soit u l'endomorphisme de R® canoniquement associé a A, c’est-a-dire A= Mgz, (u), ot B, = (e}, e2, €3)
est la base canonique de R®. On veut donc trouver une base %’ de R? dans laquelle la matrice de u est T.
D'abord, on veut u(e]) = ef, donc on choisit pour e un vecteur propre associé a la valeur propre 1. La

recherche habituelle de E(A) donne qu'il s'agit de la droite vectorielle de base (1,1,2). On choisit donc
e =(1,1,2).
On cherche ensuite ) = (x, y, z), linéairement indépendant de ¢, tel que u(e}) = ae| + e}, soit
(u—Tdg)(e)) = aef.
-3x—-y+2z=a
X S X =y-3a
Cela donne le systéme : { —15x — 7y + 11z = a , qui équivaut a .
z=2y—4a
—14x — 6y +10z = 2a 4
On peut donc choisir a =1 et e = (-1,2,0) (on ne peut évidemment pas choisir a = 0).
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Solution (suite)

On cherche enfin e} = (x, y, z), linéairement indépendant de e/ et e}, tel que u(e}) = ce{ 4 be} + €}, soit
(u—Tdg)(e;) = cef + bej.

-3x—y+2z=c-b
Cela donne le systéme : ¢ —15x — 7y + 11z = ¢ + 2b, qui équivaut a

{x:y—Sc—l—Sb
—14x — 6y + 10z = 2¢

z=2y—4c+7b
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Solution (suite)

On cherche enfin e} = (x, y, z), linéairement indépendant de e/ et e}, tel que u(e}) = ce{ 4 be} + €}, soit
(u—Tdg)(e;) = cef + bej.

-3x—y+2z=c-b
Cela donne le systéme : ¢ —15x — 7y + 11z = ¢ + 2b, qui équivaut a

{x:y—Sc—l—Sb
—14x — 6y + 10z = 2¢

z=2y—4c+7b

On ne peut pas choisir b = 0, sinon on retombe sur un systéme similaire au précédent, et les vecteurs
solutions seront liés avec ¢f et ). On choisit donc b =1et ¢ = 0, puis par exemple ¢, = (5,0,7)
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Solution (suite)

On cherche enfin e} = (x, y, z), linéairement indépendant de e/ et e}, tel que u(e}) = ce{ 4 be} + €}, soit
(u—Tdg)(e;) = cef + bej.
-3x—y+2z=c-b
Cela donne le systéme : ¢ —15x — 7y + 11z = ¢ + 2b, qui équivaut a
—14x — 6y + 10z = 2¢

On ne peut pas choisir b = 0, sinon on retombe sur un systéme similaire au précédent, et les vecteurs
solutions seront liés avec ¢f et ). On choisit donc b =1et ¢ = 0, puis par exemple ¢, = (5,0,7)

x=y-3c+5b
z=2y—4c+7b

Il est alors facile de vérifier que les vecteurs e{, e}, e} sont linéairement indépendants, et forme donc bien
une base %’ de R.
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Solution (suite)

On cherche enfin e} = (x, y, z), linéairement indépendant de e/ et e}, tel que u(e}) = ce{ 4 be} + €}, soit
(u—Tdg)(e;) = cef + bej.
-3x—y+2z=c-b
Cela donne le systéme : ¢ —15x — 7y + 11z = ¢ + 2b, qui équivaut a
—14x — 6y + 10z = 2¢

On ne peut pas choisir b = 0, sinon on retombe sur un systéme similaire au précédent, et les vecteurs
solutions seront liés avec ¢f et ). On choisit donc b =1et ¢ = 0, puis par exemple ¢, = (5,0,7)

x=y-3c+5b
z=2y—4c+7b

Il est alors facile de vérifier que les vecteurs e{, e}, e} sont linéairement indépendants, et forme donc bien
une base %’ de R.

1T 1 0 1 -1 5
En conclusion,ona A= PTP avec T=[0 1 1|letP=]1 2 0}f-
0 0 1 2 0 7
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Trigonaliser la matrice B =

1 2
0 0 1 -
1 1
1 1

Solution

On trouve X5 = X2(X —1)2. Mais Ey(B) est la droite de base Vo =

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes

1
1
0
0

et E[B) est celle de base V; =

Feévrier 2023

0
0
1
1



1T -1 2 =2
_— o0 1
Trigonaliser la matrice B = 1 11 o
1T -1 1 0
Solution
1 0
0
On trouve X5 = X2(X —1)2. Mais Ey(B) est la droite de base Vo = g) et £[B) est celle de base Vi =
0 1
B n’est donc pas diagonalisable. On peut alors chercher des vecteurs Vj et V; tels que la matrice de
0 1 0 0
" . . [N 5 ’ "y N 0 0 0 O
I'endomorphisme canoniquement associé a B dans la base (Vp, Vj, V1, V) soit égale a T = 0 0 1 1
0o 0 0 1

(calculs a finir).
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Théoréme 20

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C), et u un endomorphisme de E.
Alors : Xyy(u) = 0. (k)

Autrement dit : Le polyndme caractéristique de u est aussi un polyndéme annulateur de u.
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Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 20

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C), et u un endomorphisme de E.
Alors : Xyy(u) = 0. (k)

Autrement dit : Le polyndme caractéristique de u est aussi un polyndéme annulateur de u.

Démonstration
o I :K=C.
er cas S
0 A
u est trigonalisable, donc il existe une base 2 = (e, ..., e,) de E tq Mg (u) = X
0 0 Ay
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Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 20

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C), et u un endomorphisme de E.
Alors : Xyy(u) = 0. (k)

Autrement dit : Le polyndme caractéristique de u est aussi un polyndéme annulateur de u.

Démonstration
o I :K=C.
er cas S
0 A
u est trigonalisable, donc il existe une base 2 = (e, ..., e,) de E tq Mg (u) = X
0 0 Ay

n
Le polyndme caractéristique de u est alors X, = l_[(X - ).

i=1
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Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 20

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C), et u un endomorphisme de E.
Alors : Xyy(u) = 0. (k)

Autrement dit : Le polyndme caractéristique de u est aussi un polyndéme annulateur de u.

Démonstration
o I :K=C.
er cas S
0 A
u est trigonalisable, donc il existe une base 2 = (e, ..., e,) de E tq Mg (u) = X
0 0 Ay

n
Le polyndme caractéristique de u est alors X, = l_[(X - ).
i=1

Notons, pour k € [1; n]] Ex = Vect(ey, ..., e) et Ey = {0}. On a alors, pour tout k € [1; nll, (u — Aldg)(Ex) C Ex.
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Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 20
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C), et u un endomorphisme de E.
Alors : Xyy(u) = 0. (k)

Autrement dit : Le polyndme caractéristique de u est aussi un polyndéme annulateur de u.

Démonstration
o I :K=C.
er cas S
0 A
u est trigonalisable, donc il existe une base 2 = (e, ..., e,) de E tq Mg (u) = X
0 0 Ay

n

Le polyndme caractéristique de u est alors X, = l_[(X - ).
i=1
Notons, pour k € [1; n]] Ex = Vect(ey, ..., e) et Ey = {0}. On a alors, pour tout k € [1; nll, (u — Aldg)(Ex) C Ex.
Or X, (u) = (u—Aldg) o--- o (u— A,ldg) donc :
Xo(u)(E) =X, (0)(Er) = (= Aldg) o+ o (u = Aold) (Er)
C (u=Aldg) oo (u=Apaldg)(Epn) € ... € (u—Ailde)(E) = {0}

soit X, (u) = 0.2(k)-
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Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 20

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C), et u un endomorphisme de E.
Alors : Xyy(u) = 0. (k)

Autrement dit : Le polyndme caractéristique de u est aussi un polyndéme annulateur de u.

Démonstration
o I :K=C.
er cas S
0 A
u est trigonalisable, donc il existe une base 2 = (e, ..., e,) de E tq Mg (u) = X
0 0 Ay

n
Le polyndme caractéristique de u est alors X, = l_[(X - ).
i=1
Notons, pour k € [1; n]] Ex = Vect(ey, ..., e) et Ey = {0}. On a alors, pour tout k € [1; nll, (u — Aldg)(Ex) C Ex.
Or X, (u) = (u—Aldg) o--- o (u— A,ldg) donc :
Xo(u)(E) =X, (0)(Er) = (= Aldg) o+ o (u = Aold) (Er)
C (u=Aldg) oo (u=Apaldg)(Epn) € ... € (u—Ailde)(E) = {0}

soit X, (u) = 0.2(k)-
@ 2emecas: K =R.

Si u est un endomorphisme d'un R-espace vectoriel E, soit A la matrice de u dans une base de E. Alors A € M,(R)
donc on peut considérer A € M,(C). D'aprés ce qui précéde, X,(A) = 0, donc X,,(u) =0
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Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, u? = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, u? = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

En vertu du théoréme 4, la seule valeur propre possible de u est 0.
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Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, u? = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

En vertu du théoréme 4, la seule valeur propre possible de u est 0.

De plus, si u est nilpotent, u ne peut étre injectif (car sinon uP le serait!) donc 0 est effectivement
valeur propre de u.
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Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, u? = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

En vertu du théoréme 4, la seule valeur propre possible de u est 0.

De plus, si u est nilpotent, u ne peut étre injectif (car sinon uP le serait!) donc 0 est effectivement
valeur propre de u.

Ainsi, | si u est nilpotent, Sp(u) = {0}. ‘
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Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, uP = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

En vertu du théoréme 4, la seule valeur propre possible de u est 0.

De plus, si u est nilpotent, u ne peut étre injectif (car sinon uP le serait!) donc 0 est effectivement
valeur propre de u.

Ainsi, | si u est nilpotent, Sp(u) = {0}. ‘

o Réciproquement, si la seule valeur propre d'un endomorphisme u d'un C-espace vectoriel de
dimension n est 0, son polynéme caractéristique étant scindé, on a X, = X", et le théoréme de
Cayley-Hamilton prouve alors que u” = 0.
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Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, uP = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

En vertu du théoréme 4, la seule valeur propre possible de u est 0.

De plus, si u est nilpotent, u ne peut étre injectif (car sinon uP le serait!) donc 0 est effectivement
valeur propre de u.

Ainsi, | si u est nilpotent, Sp(u) = {0}. ‘

o Réciproquement, si la seule valeur propre d'un endomorphisme u d'un C-espace vectoriel de
dimension n est 0, son polynéme caractéristique étant scindé, on a X, = X", et le théoréme de
Cayley-Hamilton prouve alors que u” = 0.

Ainsi, u est nilpotent, et I'indice de nilpotence p de u est nécessairement < n (ce résultat, classique, a
déja été démontré en exercice).
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Application aux endomorphismes nilpotents

@ Soit u un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel E de dimension n. Si p est l'indice de
nilpotence de u, uP = 0 et uP™' # 0, donc le polynome XP est annulateur de wu.

En vertu du théoréme 4, la seule valeur propre possible de u est 0.

De plus, si u est nilpotent, u ne peut étre injectif (car sinon uP le serait!) donc 0 est effectivement
valeur propre de u.

Ainsi, | si u est nilpotent, Sp(u) = {0}. ‘

o Réciproquement, si la seule valeur propre d'un endomorphisme u d'un C-espace vectoriel de
dimension n est 0, son polynéme caractéristique étant scindé, on a X, = X", et le théoréme de
Cayley-Hamilton prouve alors que u” = 0.

Ainsi, u est nilpotent, et I'indice de nilpotence p de u est nécessairement < n (ce résultat, classique, a
déja été démontré en exercice).

@ Ce dernier résultat tombe en défaut dans le cas d’'un R-espace vectoriel : par exemple,

0 0 0
Pendomorphisme de R? de matrice [0 0 1| dans la base canonique n'admet que 0 comme valeur
0o -1 0

propre (réelle), mais n'est pas nilpotent.
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-iéme d’'une matrice carrée
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-iéme d’'une matrice carrée

diagonalisable.

Si d est le degré de P, la division euclidienne de XP par P dans K[X] s'écrit : XP = PQ + R;, o le reste R,
est un polynome de degré < d —1 a déterminer.
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-iéme d’'une matrice carrée

diagonalisable.
Si d est le degré de P, la division euclidienne de XP par P dans K[X] s'écrit : XP = PQ + Ry, ot le reste R,
est un polynome de degré < d —1a déterminer. On a alors : A? = P(A)Q(A) + R,(A) = Ry(A), ce qui
permet d’exprimer AP pour tout entier p en fonction de I, 4, ..., A9,
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-iéme d’'une matrice carrée

diagonalisable.

Si d est le degré de P, la division euclidienne de XP par P dans K[X] s'écrit : XP = PQ + Ry, ot le reste R,
est un polynome de degré < d —1a déterminer. On a alors : A? = P(A)Q(A) + R,(A) = Ry(A), ce qui
permet d’exprimer AP pour tout entier p en fonction de I, 4, ..., A9,

Exemple
2 =l 2
Soit A=| 5 -3  3|. Calculer A? pour p € N puis pour p € Z.
—1 0 -2
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-iéme d’'une matrice carrée

diagonalisable.

Si d est le degré de P, la division euclidienne de XP par P dans K[X] s'écrit : XP = PQ + Ry, ot le reste R,
est un polynome de degré < d —1a déterminer. On a alors : A? = P(A)Q(A) + R,(A) = Ry(A), ce qui
permet d’exprimer A? pour tout entier p en fonction de I, A, ..., A%

Exemple
2 =l 2
Soit A=| 5 -3  3|. Calculer A? pour p € N puis pour p € Z.
—1 0 -2
Solution

@ On commence par calculer le polyndme caractéristique de A :

X -2 1 -2
Xy=det(Xhb—A)=| -3 X+3 =3 |=(KX+1)}
1 0 X+2

(je n'ai pas détaillé les calculs, il faut savoir les faire rapidement).

PSI* (Lycé / Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-iéme d’'une matrice carrée

diagonalisable.

Si d est le degré de P, la division euclidienne de XP par P dans K[X] s'écrit : XP = PQ + Ry, ot le reste R,
est un polynome de degré < d —1a déterminer. On a alors : A? = P(A)Q(A) + R,(A) = Ry(A), ce qui
permet d’exprimer A? pour tout entier p en fonction de I, A, ..., A%

Exemple
2 =l 2
Soit A=| 5 -3  3|. Calculer A? pour p € N puis pour p € Z.
—1 0 -2
Solution

@ On commence par calculer le polyndme caractéristique de A :

X -2 1 -2
Xy=det(Xhb—A)=| -3 X+3 =3 |=(KX+1)}
1 0 X+2

(je n'ai pas détaillé les calculs, il faut savoir les faire rapidement).

Pour p € N, on effectue la division euclidienne de XP par X,, ce qui s'écrit ici, compte tenu de la formule de Taylor
pour les polynomes :
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Solution (suite)

30 = 04120+ () 222D (x 1y 4 () p(x 1) + (1P
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Solution (suite)

X0 = (X404 (1P EEZL (X 41 4+ ()7 p(x 1) + ()P

p(p=1)
2
On en déduit, puisque (A+ /) = 03 :
=1
# = B2 g2 tpat n) + (9

(on pouvait aussi obtenir cette relation en remarquant que la matrice N = A+ k est nilpotente, et en développant
AP = (=k + N)P a l'aide de la formule du bindme).
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Solution (suite)

X0 = (X404 (1P EEZL (X 41 4+ ()7 p(x 1) + ()P

p(p=1)
2
On en déduit, puisque (A+ /) = 03 :
=1
# = B2 g2 tpat n) + (9

(on pouvait aussi obtenir cette relation en remarquant que la matrice N = A+ k est nilpotente, et en développant
AP = (=k + N)P a l'aide de la formule du bindme).

2 - 1
On calcule alors (A4 h)? = [ 2 - l] et on en déduit :
-2 1 -
P —4p+1 _ p(pz%) p(psz)
A=) plp-6) % +3p+1 P(Pj) (matrice notée M(p)).
-p(p-2) el -2+ 3p+
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Solution (suite)

X0 = (X404 (1P EEZL (X 41 4+ ()7 p(x 1) + ()P

p(p=1)
2
On en déduit, puisque (A+ /) = 03 :
=1
# = B2 g2 tpat n) + (9

(on pouvait aussi obtenir cette relation en remarquant que la matrice N = A+ k est nilpotente, et en développant
AP = (=k + N)P a l'aide de la formule du bindme).

2 - 1
On calcule alors (A4 h)? = [ 2 - l] et on en déduit :
-2 1 -
P —4p+1 _ p(pz%) p(psz)
A=) plp-6) % +3p+1 P(Pj) (matrice notée M(p)).
-p(p-2) el -2+ 3p+

Bien str, lorsque T'on a fini des calculs si passionnants, on pense a vérifier ses résultats au moins pour les valeurs
p=0etp=1.
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(o109 TSR P LT O S PR T R EE P T T T Calcul de la puissance p-iéme d'une matrice carrée

Solution (suite)

X0 = (X404 (1P EEZL (X 41 4+ ()7 p(x 1) + ()P

p(p=1)
2
On en déduit, puisque (A+ /) = 03 :
=1
# = P2 (e tpat n) + (P

(on pouvait aussi obtenir cette relation en remarquant que la matrice N = A+ k est nilpotente, et en développant
AP = (—k + N) a laide de la formule du bindme).

2 - 1
On calcule alors (A4 h)? = [ 2 - l] et on en déduit :
-2 1 -
P —4p+1 _ p(pz%) p(psz)
A=) plp-6) % +3p+1 P(Pj) (matrice notée M(p)).
-p(p-2) el -2+ 3p+

Bien str, lorsque T'on a fini des calculs si passionnants, on pense a vérifier ses résultats au moins pour les valeurs
p=0etp=1.

@ Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est inversible et donc I'expression AP pour p entier négatif a
bien un sens.
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Calcul de la puissance p-iéme d'une matrice carrée

Solution (suite)

XP=(X+1°Q+ (1)

XD+ (DX 1) + (1)

p(p=1)
2
On en déduit, puisque (A+ /) = 03 :

= P2 4 i ip(a 1) + ()

(on pouvait aussi obtenir cette relation en remarquant que la matrice N = A+ k est nilpotente, et en développant
AP = (—k + N) a laide de la formule du bindme).

2 - 1
On calcule alors (A4 h)? = [ 2 - l] et on en déduit :
2 1 4
P —4p+1 _ p(pz%) p(psz)
A=) plp-6) % +3p+1 P(Pj) (matrice notée M(p)).
-p(p-2) el -2+ 3p+

Bien str, lorsque T'on a fini des calculs si passionnants, on pense a vérifier ses résultats au moins pour les valeurs
p=0etp=1.

Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est inversible et donc I'expression AP pour p entier négatif a
bien un sens.

Pour calculer AP avec p € N*, on pourrait bien str calculer A puis recommencer la méme méthode... Mais il est
plus rapide de « remarquer », aprés avoir fait un autre calcul passionnant, que le produit M(p) X M(—p) est égal a la
matrice /5, donc directement AP = M(—p).

Feévrier 2023
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Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée
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Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée

Cette méthode est plutot laborieuse, et n'est a utiliser que si vous avez déja du calculer les matrices P D et
P
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée

Cette méthode est plutot laborieuse, et n'est a utiliser que si vous avez déja du calculer les matrices P D et
P

3éme méthode : dans le cas général
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée

Cette méthode est plutot laborieuse, et n'est a utiliser que si vous avez déja du calculer les matrices P D et
P

3éme méthode : dans le cas général

On peut toujours trigonaliser A, quitte a se placer dans M, (C). Plus précisément, on peut montrer qu'il
existe P inversible et T triangulaire supérieure tq A = PTP™!, avec T de la forme :
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée

Cette méthode est plutot laborieuse, et n'est a utiliser que si vous avez déja du calculer les matrices P D et
P

3éme méthode : dans le cas général

On peut toujours trigonaliser A, quitte a se placer dans M, (C). Plus précisément, on peut montrer qu'il
existe P inversible et T triangulaire supérieure tq A = PTP™!, avec T de la forme :

0

ou chaque Tjest de la forme T; = A;/ + N; avec N; nilpotente.
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes RV R ERTTEEEN RIS TG (TN ERD FTL VTS

Calcul de la puissance p-ieme d’une matrice carrée

Cette méthode est plutot laborieuse, et n'est a utiliser que si vous avez déja du calculer les matrices P D et
P
3éme méthode : dans le cas général

On peut toujours trigonaliser A, quitte a se placer dans M, (C). Plus précisément, on peut montrer qu'il
existe P inversible et T triangulaire supérieure tq A = PTP™!, avec T de la forme :

0

0
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Exemple 1

4
Soit A = —1] . Calculer AP pour p € N puis pour p € Z.
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Calcul de la puissance p-ieme d'une matrice carrée

Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Exemple 1
3 2 4
Soit A=| -1 3 —1|. Calculer A? pour p € N puis pour p € Z.
-2 -1 -3
Solution

Je vous conseille de vous entrainer, et pour cela je donne les principaux résultats :

o= (X +1)(X - 2)?

1 2
E_i(A) = Vect {[ O]} E(A) = Vect {[ l]}
-1 —1

-1 0 0 12 =2 -1 0 -2
=pPrP™" avec T=|0 2 1 , p=|0 1 of , P'=l0 1 of.
-

0 0 2 -1 a1 -1 1
(=P +2°(2 - p) 2Pp (-1 +27(2 - p)
AP = —2r7'p 2P Y (p+2) —2r7'p
(=P +27"'(p-2) -2rp 2(-1)P +27"'(p - 2)

Feévrier 2023
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Exemple 2

Méme question avec A =
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(o109 TSR P LT O S PR T R EE P T T T Calcul de la puissance p-iéme d'une matrice carrée

Exemple 2

Méme question avec A =

Solution

Je vous conseille de vous entrainer, et pour cela je donne les principaux résultats :

Xa= (X =1)*(X +1)?

E_](A):Vect{(] 10 O)T} E](A):Vect{(l 1 I)T}

1 4 0 0 111 0 1 0 -
R Jo 21 0 o o1 o0 R S B
A=PIP= avee T=1 4 o 3 ol > P=lo o 1 1| > P =lo o o 1
0 0 0 1 00 1 0 0 0 1 -
(=1)P(1- 4p) 4(-1)Pp (4p=N(=1)P +2p+1 (40P -2)p
e 4-0Ptp (p+1)(-1)P p(4(-1)P +2) (4P =2)p+1- (-1)P
(0 0 2p+1 -2p
0 0 2p -2p+1

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Feévrier 2023



Quelques applications de la réduction des endomorphismes [l [ RSN TN (ST R ST )

Etude de systémes linéaires de suites récurrentes

Un D" Vn Wn
Wopn = d’up+b"vp+c"w,

ée d'Arsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes
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ude de systémes linéaires de suites récurrentes

n+1 a un D" Vn Wn
Wopn = d’up+b"vp+c"w,
a b c u,
Soitalors A=|d b |et X, =]vn| Xo est donné, et le systéme précédent s'écrit : Xp11 = AX,.
al’ b’/ C/I Wn

On a alors X, = A"Xp pour tout n € N, et on est donc ramené au calcul de A".

Réduction des endomorphismes Feévrier 2023




Quelques applications de la réduction des endomorphismes UL R I RIS AR TR o )

ude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

ée d'Arsonval) Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



Quelques applications de la réduction des endomorphismes UL R I RIS AR TR o )

Etude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (uy) € 7 et X, = 7). Xp est donné, et on a Xnt1 = AX, ol A est la matrice :

)
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes UL R I RIS AR TR o )

Etude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (uy) € 7 et X, = 7). Xp est donné, et on a Xnt1 = AX, ol A est la matrice :

)

On a alors X, = A"Xy, et le calcul de A" permet d'obtenir u, en fonction de n.
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Etude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (uy) € 7 et X, = i, Xo est donné, et on a X,41 = AX, ou A est la matrice :

0 1
L (b a)'
On a alors X, = A"Xy, et le calcul de A" permet d'obtenir u, en fonction de n.

Plus précisément, X4 = X(X — a) — b = X* — aX — b; on distingue deux cas :
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Etude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (uy) € 7 et X, = uu,, . Xo est donné, et on a X1 = AX, ou A est la matrice :
n41

On a alors X, = A"Xy, et le calcul de A" permet d'obtenir u, en fonction de n.
Plus précisément, X4 = X(X — a) — b = X* — aX — b; on distingue deux cas :
@ si X4 admet deux racines distinctes r et ry dans C, alors A est diagonalisable, et il existe alors
P € GLy(C) telle que A" = P diag(r!", r?)P~".

On retrouve alors qu'il existe des constantes « et § telles que u, = ar" + Br; pour tout n.
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Etude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (uy) € 7 et X, = uu,, . Xo est donné, et on a X1 = AX, ou A est la matrice :
n41

On a alors X, = A"Xy, et le calcul de A" permet d'obtenir u, en fonction de n.
Plus précisément, X4 = X(X — a) — b = X* — aX — b; on distingue deux cas :

@ si X4 admet deux racines distinctes r et ry dans C, alors A est diagonalisable, et il existe alors
P € GLy(C) telle que A" = P diag(r!", r?)P~".

On retrouve alors qu'il existe des constantes « et § telles que u, = ar" + Br; pour tout n.

@ si X4 admet une racine double r, la matrice A n'est pas diagonalisable (sinon elle serait semblable

1
donc égale a rh), on peut alors la trigonaliser et on trouve qu’elle est semblable a T = (6 r)'

et A7 = PT"P~!, on retrouve alors qu'il existe des constantes a et 3 telles
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Etude de suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Soit (uy) € 7 et X, = uu,, . Xo est donné, et on a X1 = AX, ou A est la matrice :
n41

On a alors X, = A"Xy, et le calcul de A" permet d'obtenir u, en fonction de n.
Plus précisément, X4 = X(X — a) — b = X* — aX — b; on distingue deux cas :

@ si X4 admet deux racines distinctes r et ry dans C, alors A est diagonalisable, et il existe alors
P € GLy(C) telle que A" = P diag(r!", r?)P~".

On retrouve alors qu'il existe des constantes « et § telles que u, = ar" + Br; pour tout n.

@ si X4 admet une racine double r, la matrice A n'est pas diagonalisable (sinon elle serait semblable

1
donc égale a rh), on peut alors la trigonaliser et on trouve qu’elle est semblable a T = (6 r)'

et A7 = PT"P~!, on retrouve alors qu'il existe des constantes a et 3 telles

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023



ns de la réduction des endomorphismes

u =1+cosf, uyy=-1, up =4+ cosf (0€|0,n]) et

VneN, ups+2(01—cos@)upip + (1—4cosb)upp + 2u, = 0.

éduction des endomorphismes



Quelques applications de la réduction des endomorphismes

u =1+cosf, uyy=-1, up =4+ cosf (0€|0,n]) et

VneN, ups+2(01—cos@)upip + (1—4cosb)upp + 2u, = 0.

Solution
up
En posant X, = | up41 |, on connait Xp et la relation de récurrence
Unp4-2
0 1 0
X1 = AX; avec A=|0 0 1

-2 4cos@—-1 2(cos@-1)
de sorte que X, = A"Xp.
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

u =1+cosf, uyy=-1, up =4+ cosf (0€|0,n]) et

VneN, ups+2(01—cos@)upip + (1—4cosb)upp + 2u, = 0.

Solution
up
En posant X, = [u,hq], on connait Xp et la relation de récurrence
Up42
0 1 0
X1 = AX; avec A=|0 0 1

-2 4cos@—-1 2(cos@-1)
de sorte que X, = A"Xp.

On calcule alors le polynéme caractéristique de A :
Xy =X342(01-cosO)X* + (1-4cosO)X +2 = (X +2)(X> —2Xcosf +1) = (X +2)(X - ?) (X —e7)

(aprés avoir remarqué que —2 est racine « évidente »).
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u =1+cosf, uyy=-1, up =4+ cosf (0€|0,n]) et

VneN, ups+2(01—cos@)upip + (1—4cosb)upp + 2u, = 0.

Solution
up
En posant X, = [un+1], on connait Xp et la relation de récurrence
Up42
0 1 0
X1 = AX; avec A=|0 0 1

-2 4cos@—-1 2(cos@-1)
de sorte que X, = A"Xp.

On calcule alors le polynéme caractéristique de A :
Xy =X342(01-cosO)X* + (1-4cosO)X +2 = (X +2)(X> —2Xcosf +1) = (X +2)(X - ?) (X —e7)

(aprés avoir remarqué que —2 est racine « évidente »).
Puisque 6 € ]0; 7|, A admet 3 valeurs propres distinctes dans C, donc est diagonalisable dans M3(C) :

3P e GL3(C) telle que A= PDP™' avec D = diag(-2,e™%,¢").
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Solution (suite)
Ainsi :
VneN, X, =A"X, = PD"P'X,,
et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes @, 3,7y dans C telles
que : ) )
VneN, u, = a(-2)" + Be ™ 4 el
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Solution (suite)
Ainsi :
VneN, X, =A"X, = PD"P'X,,
et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes @, 3,7y dans C telles
que : ) )
VneN, u, = a(-2)" + Be ™ 4 el

ou encore, puisque uj, est réel, il existe des constantes a, b, c réelles telles que :

VneN, u, = a(-2)" 4+ bcos(nd) + csin(nb).
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Solution (suite)
Ainsi :

VneN, X, =A"Xy = PD"P"'X,
et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes @, 3,7y dans C telles
que : ) )

VneN, u, = a(-2)" + Be ™ 4 el
ou encore, puisque uj, est réel, il existe des constantes a, b, c réelles telles que :
VneN, u, = a(-2)" 4+ bcos(nd) + csin(nb).

Les conditions initiales conduisent aux relations :

ug = a+b=14+cosf , w =-2at+bcosb+csinf@=-1 et u =4a+bcos20+csin26 = 4+cosé.
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

Solution (suite)
Ainsi :

VneN, X, =A"X = PD"P X,
et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes @, 3,7y dans C telles
que : ) )

VneN, u, = a(-2)" + Be ™ 4 el
ou encore, puisque uj, est réel, il existe des constantes a, b, c réelles telles que :
VneN, u, = a(-2)" 4+ bcos(nd) + csin(nb).

Les conditions initiales conduisent aux relations :
ug = a+b=14+cosf , w =-2at+bcosb+csinf@=-1 et u =4a+bcos20+csin26 = 4+cosé.

Cela permet de trouver (si les calculs sont bien conduits!) :

a=1 , b=cosf et c=sinf
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Solution (suite)
Ainsi :
VneN, X, =A"X, = PD"P'X,,

et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes @, 3,7y dans C telles
que : ) )

VneN, u, = a(-2)" + Be ™ 4 el
ou encore, puisque uj, est réel, il existe des constantes a, b, c réelles telles que :

VneN, u, = a(-2)" 4+ bcos(nd) + csin(nb).

Les conditions initiales conduisent aux relations :
ug = a+b=14+cosf , w =-2at+bcosb+csinf@=-1 et u =4a+bcos20+csin26 = 4+cosé.
Cela permet de trouver (si les calculs sont bien conduits!) :

a=1 , b=cosf et c=sinf

puis finalement :
VneN, u, =(-2)" 4 cos((n-1)6).
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=1, =0, up =1, u3 =20 et

VneN, uprs = 2upt3 + 3upgp — 4upp — 4up.




Quelques applications de la réduction des endomorphismes

=1, =0, up =1, u3 =20 et

VneN, uprs = 2upt3 + 3upgp — 4upp — 4up.

Solution
un
En posant X, = ::"'H , on connait X et la relation de récurrence
n+2
Unp+3
0 1 0 0
0 0 1 0
Xnt1 = AX, avec A= 0 0 0 1
-4 -4 3 2

de sorte que X, = A"X;.
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=1, =0, up =1, u3 =20 et

VneN, uprs = 2upt3 + 3upgp — 4upp — 4up.

Solution
un
En posant X, = ;’n-H , on connait X et la relation de récurrence
n+2
Unp+3
0 1 0 0
0 0 1 0
Xnt1 = AX, avec A= 0 0 0 1
-4 -4 3 2

de sorte que X, = A"Xp. On calcule alors le polyndme caractéristique :
Xa= X =2X3 —3X2 +4X +4 = (X +1)3(X -2)?

(aprés avoir remarqué deux fois que —I est racine « évidente »).
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=1, =0, up =1, u3 =20 et

VneN, uprs = 2upt3 + 3upgp — 4upp — 4up.

Solution
un
En posant X, = ;’n-H , on connait X et la relation de récurrence
n+2
Unp+3
0 1 0 0
0 0 1 0
Xnt1 = AX, avec A= 0 0 0 1
-4 -4 3 2

de sorte que X, = A"Xp. On calcule alors le polyndme caractéristique :
Xa= X =2X3 —3X2 +4X +4 = (X +1)3(X -2)?
(aprés avoir remarqué deux fois que —I est racine « évidente »).

On peut alors vérifier que les deux sous-espaces propres associés aux deux valeurs propres —1 et 2 sont
tous deux de dimension 1. Donc A n’est pas diagonalisable, mais, X4 étant scindé, elle est trigonalisable.

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023
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=1, =0, up =1, u3 =20 et

VneN, uprs = 2upt3 + 3upgp — 4upp — 4up.

Solution
un
En posant X, = ;’n-H , on connait X et la relation de récurrence
n+2
Un43
0 1 0 0
0 0 1 0
Xnt1 = AX, avec A= 0 0 0 1
-4 -4 3 2

de sorte que X, = A"Xp. On calcule alors le polyndme caractéristique :
Xa= X =2X3 —3X2 +4X +4 = (X +1)3(X -2)?
(aprés avoir remarqué deux fois que —I est racine « évidente »).
On peut alors vérifier que les deux sous-espaces propres associés aux deux valeurs propres —1 et 2 sont

tous deux de dimension 1. Donc A n’est pas diagonalisable, mais, X4 étant scindé, elle est trigonalisable.
On peut alors, par les méthodes déja vues, trouver une matrice inversible P telle que

A= PTP avecT:[T‘ OZ] ol ﬂ:(B] ]) et T2:(2

0, T 1 0
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Solution (suite)

. N 0 1 R
En écrivant T =—-h+Net T, =2h+ Nou N = (0 0) est telle que N? = 0 on peut facilement calculer,

a l'aide de la formule du binéme, pour tout entier n:

o ((=D)" (=1 o (2" n2n! ) . |1 02
T —( 0 1) et T, = 0 on puis T" = 0, TZ"'
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Solution (suite)

. N 0 1 R
En écrivant T =—h + Net T, =2h + N od N = (0 0) est telle que N? = 0 on peut facilement calculer,
a l'aide de la formule du binéme, pour tout entier n:

o ((=D)" (=1 o (2" n2n! . . |1 02
T _( 0 (-1 et T, = 0 on puis T"= 0, TZ"'

Finalement :
YneN, X, =A"X, = PT"P'X,

et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes réelles a, b, ¢, d telle
que
VYneN, u,=a(-1)"+ bn(-1)" + 2" + dn2".
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Solution (suite)

. N 0 1 R
En écrivant T =—-h+Net T, =2h+ Nou N = (0 0) est telle que N? = 0 on peut facilement calculer,

a l'aide de la formule du binéme, pour tout entier n:

Tln:((—l)" (—1)"+‘n) o Tzn:(z" z) e Tn:[

0
0 (-1 0 2 :

0, TZ"
Finalement :
YneN, X, =A"X, = PT"P'X,

et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes réelles a, b, ¢, d telle
que
VYneN, u,=a(-1)"+ bn(-1)" + 2" + dn2".

Les conditions initiales conduisent aux relations :

uy=atc=1, wy=-a-b+2c+2d=0 , uw = a+2b+4c+8d=1 et u3=—a-3b+8c+24d =
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Solution (suite)

. N 0 1 R
En écrivant T =—-h+Net T, =2h+ Nou N = (0 0) est telle que N? = 0 on peut facilement calculer,

a l'aide de la formule du binéme, pour tout entier n:

Tln:((—l)" (—1)"+‘n) o Tzn:(z" z) e Tn:[

0
0 (-1 0 2 :

0, TZ"

Finalement :
YneN, X, =A"X, = PT"P'X,

et puisque P et P~ ne dépendent pas de n, on en déduit qu'il existe des constantes réelles a, b, ¢, d telle
que
VYneN, u,=a(-1)"+ bn(-1)" + 2" + dn2".

Les conditions initiales conduisent aux relations :
uy=atc=1, wy=-a-b+2c+2d=0 , uw = a+2b+4c+8d=1 et u3=—a-3b+8c+24d =
On résout ce systtme et on trouve : (a, b, ¢, d) = (1,1,0,1) d'ou :

YneN, u,=(n+1)(-1)"+ nm2".
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Résolution de systémes différentiels homogénes a coefficients constants

que les x; sont des applications dérivables de R dans K).
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Résolution de systémes différentiels homogénes a coefficients constants

que les x; sont des applications dérivables de R dans K).

Un tel systéeme s’écrit donc :

x(t) = ana(t) + - + anxa(t)
(1) = anxi(t) + -+ anx(t)

xp(t) = amxi(t) + -+ apxn(t)
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Résolution de systémes différentiels homogénes a coefficients constants

x,,.(t)

que les x; sont des applications dérivables de R dans K).

Un tel systéeme s’écrit donc :

X() = awa(t) + - + anxa(t)
(1) = anxi(t) + -+ anx(t)

xp(t) = amxi(t) + -+ apxn(t)

Proposition 11

Lensemble .”(H) des solutions de I'équation différentielle homogéne (H) est un sous-espace vectoriel de
T'espace vectoriel €'(R, M,;1(K)) des fonctions de classe 4" de R dans M (K).
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Quelques applications de la réduction des endomorphismes

de systemes

xn(t)
que les x; sont des applications dérivables de R dans K).

Un tel systéeme s’écrit donc :

e
=
=
N
I

G]]X](i’) + -t G]an(f)
anxi(t) + -+ + anxn(t)

N><\

=

=
Il

X(1) = aax(t) + - + amx(t)

Proposition 11
Lensemble .”(H) des solutions de I'équation différentielle homogéne (H) est un sous-espace vectoriel de
T'espace vectoriel €'(R, M,;1(K)) des fonctions de classe 4" de R dans M (K).

Le théoréme suivant est admis.

Théoréme 21

Lespace vectoriel .(H) des solutions de I'équation différentielle homogéne (H) est de dimension finie, et
dim.#(H) = n.
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Théoréme 22
Soit A € M,(K). On suppose que A admet une valeur propre A.

Si V est un vecteur propre associé a cette valeur propre, alors la fonction t > eV est solution sur R de
'équation homogéne X’ = AX.
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Théoréme 22
Soit A € M,(K). On suppose que A admet une valeur propre A.

Si V est un vecteur propre associé a cette valeur propre, alors la fonction t > eV est solution sur R de
'équation homogéne X’ = AX.

Démonstration

Il suffit de vérifier : si lon pose X(t) = eV, alors la fonction t — X(¢t) est dérivable et, pour tout t :
X'(t) = 2e''V = e AV puisque AV = AV, et donc X’(t) = AX(¢).

Corollaire:
Soit A € M,(K). On suppose ici que A est diagonalisable. Il existe donc une base (W,..., V)
de R" formée de vecteurs propres de A, pour les valeurs propres (4, ..., 4p).

Alors les fonctions X;: t - et V;, pour i € [[1; n]l, forment une base de l'espace vectoriel .%(H)
des solutions de 'équation homogéne X’ = AX.
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Théoréme 22
Soit A € M,(K). On suppose que A admet une valeur propre A.

Si V est un vecteur propre associé a cette valeur propre, alors la fonction t > eV est solution sur R de
'équation homogéne X’ = AX.

Démonstration
Il suffit de vérifier : si lon pose X(t) = eV, alors la fonction t — X(¢t) est dérivable et, pour tout t :
X'(t) = 2e''V = e AV puisque AV = AV, et donc X’(t) = AX(¢).

Corollaire:
Soit A € M,(K). On suppose ici que A est diagonalisable. Il existe donc une base (W,..., V)
de R" formée de vecteurs propres de A, pour les valeurs propres (4, ..., 4p).

Alors les fonctions X;: t - et V;, pour i € [[1; n]l, forment une base de l'espace vectoriel .%(H)
des solutions de 'équation homogéne X’ = AX.

Démonstration

En effet, les X; sont bien solutions de I'équation d’aprés le théoréme précédent. De plus, on a, pour tout
i € [[0;nll, X;(0) = V;, donc la famille (X(0),...,X,(0)) est libre dans M,,;(K).
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Théoréme 22
Soit A € M,(K). On suppose que A admet une valeur propre A.

Si V est un vecteur propre associé a cette valeur propre, alors la fonction t > eV est solution sur R de
'équation homogéne X’ = AX.

Démonstration
Il suffit de vérifier : si lon pose X(t) = eV, alors la fonction t — X(¢t) est dérivable et, pour tout t :
X'(t) = 2e''V = e AV puisque AV = AV, et donc X’(t) = AX(¢).

Corollaire:
Soit A € M,(K). On suppose ici que A est diagonalisable. Il existe donc une base (W,..., V)
de R" formée de vecteurs propres de A, pour les valeurs propres (4, ..., 4p).

Alors les fonctions X;: t - et V;, pour i € [[1; n]l, forment une base de l'espace vectoriel .%(H)
des solutions de 'équation homogéne X’ = AX.

Démonstration

En effet, les X; sont bien solutions de I'équation d’aprés le théoréme précédent. De plus, on a, pour tout
i € [[0;nll, X;(0) = V;, donc la famille (X(0),...,X,(0)) est libre dans M,,;(K).

Il en résulte « facilement » que la famille (Xi, ..., X,) est libre dans (1, M,;(K)), donc forme une base de
.#(H) puisque cet espace vectoriel est de dimension n.
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Exemple

’
x =

,

Résoudre le systéeme différentiel : <y

’
z
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Exemple

’
X =

Résoudre le systéme différentiel : {)' = x+2y + z

’

zZ =-Xx+Yy
Solution
1T -1 0
C'est un systéme linéaire homogéne, de matrice A=|1 2 1
-1 1 0
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Exemple
XI
Résoudre le systéme différentiel : {)' = x+2y + z
’
zZ =-Xx+Yy
Solution
1T -1 0
C'est un systéme linéaire homogéne, de matrice A=|1 2 1|
-1 1 0
On calcule son polyndme caractéristique :
X-=1 1 0 X -1 1 0
Xy=| -1 X=-2 - = -1 X=-2 -l
1 Sl [ 0 X
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Exemple

7
X' =x-y

Résoudre le systéme différentiel : {)' = x+2y + z

’

zZ =-Xx+Yy

Solution

1T -1 0
C'est un systéme linéaire homogeéne, de matrice A = { 1T 2 1].

On calcule son polynome caractéristique :

X-1 1 0 X-1 1 0
Xa=|-1 x-2 4 = |2 x-2 2
1 -1 x|lehth| 0 X
X-1 1 0 X-1 1  1-X
=x|-1 x-2 4 = x|-1 x-2 0 |=x(x-2)(x-.
1 0 1] @6-4 | 0 0
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Exemple

7
X' =x-y

Résoudre le systéme différentiel : {)' = x+2y + z

’

zZ =-Xx+Yy

Solution

1T -1 0
C'est un systéme linéaire homogeéne, de matrice A = { 1 2 1].

On calcule son polynome caractéristique :

X-1 1 0 X-1 1 0
Xa=|-1 x-2 4 = |2 x-2 2
1 -1 x|lehth| 0 X
X-1 1 0 X-1 1  1-X
=x|-1 x-2 4 = x|-1 x-2 0 |=x(x-2)(x-.
1 0 1] @6-4 | 0 0

A posséde trois valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable. On cherche alors les sous-espaces
propres.
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Solution (suite)

X
Valeur propre 0 : Pour V = [y|, on résout le systéme :
z
x—-y=0
Y y=x X 1
AV=0¢= {x+2y+z=0 = |y|l=x|1
z = -3x 7 -3
—x+y=0
1
d'ott un vecteur propre Vp =| 1
-3
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Solution (suite)

X
Valeur propre 0 : Pour V = [y], on résout le systeme :

z
x—-y=0
y y=x X 1
AV =0 ix+2y+2z=0 — —|y|l=x]1
z=-3x 7 -3
-x+y=0
1
d'ott un vecteur propre Vo =| 1 |.
-3
Valeur propre 1: On résout le systéme :
-y=0 V=0 X 1
A=V A-L)V=0={ x+y+z=0 1=>{ = |y|=x]|0
z=—-x
-x+y-z=0 z =

1
d'ott un vecteur propre V| = (0 ]
-1
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Solution (suite)

Valeur propre 2 : On résout le systéeme

—x-y=0 K (]
y=-x
AV =2V = (A-2h)V =0 = X+z=0 <:){ = |y|=x|-1
z=—x
—x+y-2z=0 2 =
1
d'ot un vecteur propre Vo = [—1|.
-1

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes
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Solution (suite)

Valeur propre 2 : On résout le systéeme

—x-y=0 5 !
y=-x
AV =2V = (A-2h)V =0 = X+z=0 < = |y|=x|-1
z=—x
—Xx+y-2z=0 £ -1
1
d'ot un vecteur propre Vo = [—1|.
-1

On déduit alors directement du théoréme précédent les solutions :

X
y|= Vo + e Vi + 1e?V,
V4

éduction des endomorphismes Feévrier 2023
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Solution (suite)

Valeur propre 2 : On résout le systéeme

—x-y=0 K (]
y=-x
AV =2V = (A-2h)V =0 = X+z=0 4:){ = |y|=x|-1
z=—x
—x+y-2z=0 2 =
1
d'ot un vecteur propre Vo = [—1|.
-1

On déduit alors directement du théoréme précédent les solutions :

X
y|= Vo + e Vi + 1e?V,
V4

soit
X(t) = Ay + /l]et =+ /12621

y(1) = o — €™ (A0, 1, 22) € RS,
2(t) = =320 — e’ — Ae*
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Remarque

Supposons A a coefficients réels. Si A € C est une valeur propre non réelle, et si V € C" est un vecteur
propre associé, alors A est encore valeur propre de A, et V en est un vecteur propre associé (puisque
AV =V e AV = AV & AV = AV, car A= A).

Chapitre XIX : Réduction des endomorphi: Feévrier 2023
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Remarque

Supposons A a coefficients réels. Si A € C est une valeur propre non réelle, et si V € C" est un vecteur
propre associé, alors A est encore valeur propre de A, et V en est un vecteur propre associé (puisque
AV = AV &= AV = AV & AV = AV, car A = A).

Alors, les fonctions X : t — etV et X : t — eMV sont linéairement indépendantes, et, pour tout t,

Veet {X(¢). X(1)} = Vect{ ((t)—l—X(t)) - (x( - X(t))}
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(o 109 TSR T T T O S PR R T B EER P I T T T Résolution de systémes différentiels homogenes @ coefficients constants

Remarque

Supposons A a coefficients réels. Si A € C est une valeur propre non réelle, et si V € C" est un vecteur
propre associé, alors A est encore valeur propre de A, et V en est un vecteur propre associé (puisque
AV = AV &= AV = AV & AV = AV, car A = A).

Alors, les fonctions X : t — etV et X : t — eﬂ'V sont linéairement indépendantes, et, pour tout t,
Veet {X(¢). X(1)} = Vect{ (X() +X(0). 5 (X(t) X(t))}

1 - ] —
Les fonctions t > 3 (X(t) —+ X(t)) et t 5 (X(t) - X(t)) sont alors solutions de (H) (car combinaisons

linéaires de solutions), et elles sont a valeurs réelles.
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Remarque

Supposons A a coefficients réels. Si A € C est une valeur propre non réelle, et si V € C" est un vecteur
propre associé, alors A est encore valeur propre de A, et V en est un vecteur propre associé (puisque
AV = AV e AV = AV & AV = AV, car A= A).

Alors, les fonctions X : t — etV et X : t — eﬂ’V sont linéairement indépendantes, et, pour tout t,
Veet {X(¢). X(1)} = Vect{ (X() +X(0). 5 (X(t) X(t))}

1 = ] —
Les fonctions t > 3 (X(t) —+ X(t)) et t 5 (X(t) - X(t)) sont alors solutions de (H) (car combinaisons
linéaires de solutions), et elles sont a valeurs réelles.

On obtiendra donc une base de I'espace vectoriel des solutions a valeurs réelles en remplagant, pour les
valeurs propres non réelles, les couples (e’“ v, eMV) par (ﬂe (e“V) ,Im (e’“ V))
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Remarque

Supposons A a coefficients réels. Si A € C est une valeur propre non réelle, et si V € C" est un vecteur
propre associé, alors A est encore valeur propre de A, et V en est un vecteur propre associé (puisque
AV = AV e AV = AV & AV = AV, car A= A).

Alors, les fonctions X : t — etV et X : t — eﬂ’V sont linéairement indépendantes, et, pour tout t,

Veet {X(¢). X(1)} = Vect{ ((t)—l—X(t)) - (x( - X(t))}

1 = ] —
Les fonctions t > 3 (X(t) —+ X(t)) et t 5 (X(t) - X(t)) sont alors solutions de (H) (car combinaisons
linéaires de solutions), et elles sont a valeurs réelles.

On obtiendra donc une base de I'espace vectoriel des solutions a valeurs réelles en remplagant, pour les
valeurs propres non réelles, les couples (e’“ v, eMV) par (ﬂe (e“V) ,Im (e’“ V))

Exemple
x =x+vy
Résoudre, dans R, le systeme différentiel : {y’ = —x + 2y + z.

zZ =Xx+2z
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Solution

1T 1 0
A=|-1 2 1[Xa=(X=2)((X=1)2+1); Spc(A) = {21+, 1-i}
1T 0 1

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023
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Solution
1 1 0
A=|-1 2 1[Xa=(X=2)((X=1)2+1); Spc(A) = {21+, 1-i}
1 0 1
1 i —i
Dans C3, on trouve les vecteurs propres associés |1}, [ =1| et | =1| (dans l'ordre des valeurs propres écrites
1 1 1

ci-dessus).
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Solution

1T 1 0
A:[—l 2 ]];XA:(X—2)((X—])2+]);SpC(A):{2,]+i,]—i}.
1T 0 1

—i
—l] (dans l'ordre des valeurs propres écrites

1 i
Dans C3, on trouve les vecteurs propres associés [l], [—l] et
1

1)\

ci-dessus).

Les solutions a valeurs dans C sont donc :

X 1 i —i
[y]:ae” 1|+ pel ) + 7e("i)’[—l] (@.py)eC
z 1 1 1
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Solution

1T 1 0
A:[—l 2 ]];XA:(X—2)((X—])2+]);Spc(A):{2,]+i,]—i}.
1T 0 1

—i

—l] (dans l'ordre des valeurs propres écrites

1 i
Dans C3, on trouve les vecteurs propres associés [l], [—l] et
1

1)\

ci-dessus).

Les solutions a valeurs dans C sont donc :

X 1 i —i
[y]:aezr 1| + peHfaf + 7e(]_i)'[—l] (a,B,7) e C?
z 1 1 1

soit encore :
X 1 —sint+icost —sint—icost
[y]:aez’ 1| + Be'| —cost—isint |+ ye'|—cost+isint
z 1 cost+isint cost—isint
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Résolution de systémes différentiels homogenes a coefficients constants

Solution

1T 1 0
A:[—l 2 ]];XA:(X—2)((X—])2+]);Spc(A):{2,]+i,]—i}.

1 0 1

1 i
Dans C3, on trouve les vecteurs propres associés [l], [—l] et

ci-dessus).

Les solutions a valeurs dans C sont donc :

X 1
[y] = ae?t [l
z 1
X 1
[y] = e []
z 1

donc les solutions a valeurs réelles sont :

soit encore :

+ Be'

+ be'

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes

+ IBe(Hi)t

—i
-1
1

1)\

(dans l'ordre des valeurs propres écrites

i —i

1| + ye('"i)’[—l] (a,B,7) e C?

1 1
—sint+icost —sint—icost
—cost—isint|+ye'|-cost+isint
cost+isint cost—isint
—sint cost
—cost|+ ce|-sint| (a,b.c)eR>.
cos t sin t
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Méthode générale
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Méthode générale

Le principe est simple : si B = P7'AP, le systtme X’ = AX équivaut a P~'X’ = BP'X, donc, en posant
Y(t) = P7IX(¢), soit X(t) = PY(t) (le calcul de P~ n’est pas utile en pratique!), on obtiendra le nouveau
systéme différentiel Y’ = BY (en effet, X(¢t) = PY(t) implique X’(t) = PY’(¢) car la matrice P est
constante).
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ications de la réduction des endomorphismes

Exemple 1

X' =5x-y
Résoudre le systéeme différentiel :

Y =x+3y




ns de la réduction des endomorphismes

Exemple 1

Résoudre le systéeme différentiel :

Exemple 2
X =2x—-y+2z
Résoudre le systeme différentiel : { ' = 10x — 5y + 7z
Z =4x-2y+2z

éduction des endomorphismes
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Exemple 1
X' =5x-y
Y =x+3y

Résoudre le systéeme différentiel : {

Exemple 2
X =2x—-y+2z
Résoudre le systétme différentiel : { )y’ =10x — 5y + 7z
Z =4x-2y+2z

Exemple 3
X(6) = (t=2) x(t) = (1 =1) ¥(1)

Résoudre le systeme différentiel : { ,
y'(8) = 2(¢ = 1) x(1) = (2 = 1) (1)

Chapitre XIX : Réduction des endomorphismes Février 2023
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