CHAP. XXII - EQUATIONS DIFF. LINEAIRES SCALAIRES D’ORDRE 2 (COURS COMPLET) PSI* 22-23

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES SCALAIRES D’ORDRE 2'

Dans ce chapitre, I est un intervalle de R et K désigne R ou C.

I. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz

Soient &, B, v, 0 : I = K des applications continues.
On considere 1'équation différentielle linéaire scalaire du second ordre :

a(t)x” 4+ B(t)x" +y(Hx =6(t) (L)
On appelle solution de (L) sur I toute application f: I — KK, deux fois dérivable, telle que
Vel a(t)f(t)+ B (E) + v (O)f(E) =(t).
L'équation (L) est dite homogene si 6 = 0. L'équation homogene associée a (L) est I’équation :

a(t)x" + B(t)x' +y(t)x =0 (H)

1. L'ensemble .(H) des solutions de 1’équation homogene (H) est un sous-espace vectoriel de
I'espace vectoriel %,(I,KK) des applications deux fois dérivables de I dans K.

2. Si fy est une solution particuliere de (L) (s'il en existe), I’ensemble .#(L) des solutions de
I'équation (L) estégala fo+./(H) ={fo+h|he S (H)}.
& Démonstration:

1. Immédiat par la caractérisation d’un sous-espace vectoriel : .¥(H) contient la fonction nulle et est stable par combinaisons
linéaires.
2. Si fy estsolution de (L), alors pour une application f : I — K deux fois dérivable, on a :
fe (L) af ' +pf +of =0 af "+ pf' +0f = afg + Bfo+ 1o = a(f = f0) "+ B(f = fo) +7(f~ fo) =0 <= f — fo € ¥ (H)

ce qui établit le résultat

Remarques

1. 11 suffit donc, pour déterminer . (L), de connaitre une solution de (L) et les solutions de (H) : si
fo est une solution particuliere de 1’équation complete (L), alors la solution générale de (L) est :
f = fo+h ot h désigne une solution quelconque de 1‘équation homogene (H).

2. Sans plus d’hypothese, on ne peut pas prévoir la dimension de .(H), ni garantir que (L) posséde
effectivement une solution sur I, comme on le verra plus loin sur des exemples.

Comme dans tout probléme linéaire, on dispose aussi du principe de superposition des solutions :

Soient 61, d, : I — K deux applications continues et A1, Ay € K.

Si f1 est une solution de l'équation a(t)x” + B(t)x" + y(t)x = d1(t) et fo est une solution
de l'équation a(t)x” + B(t)x" + y(t)x = 6,(t), alors A1 f; + Ay f, est une solution de l'équation
w(t)x" + B(t)x" 4+ y(t)x = A101(t) + A2da(t).

n

Rem: Ce résultat se généralise sans probléeme au cas ot le second membre est de la forme Z Aidi(t).
i=1
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m Résolution dans le cas ot « ne s’annule pas

Si I'application « ne s’annule pas sur I, I'équation (L) est alors équivalente a :

o BB

a) " a2l

donc on se rameéne a une équation sous forme réduite (ou équation résolue) de la forme :

X" =a(t)x +b(t)x+c(t) (L)

ol a, b et ¢ sont des applications continues de I dans K.

Rem: Dans le cas ot x est solution d’une telle équation, x est nécessairement de classe €2,

Le théoréme suivant est admis.

(Théoréme 1: de Cauchy-Lipschitz

Si a, b et ¢ sont des applications continues de I dans K, pour tout (g, xo, x6) € I x K2 il existe une
et une seule solution f de I’équation différentielle

" =a(t)x’ +b(t)x+c(t) (L)

/
0

définie sur I et qui vérifie les conditions initiales : f(ty) = xo, f'(to) = x

Corollaire 1.1: structure de 'ensemble des solutions
Soient a et b des applications continues de I dans K.
L'ensemble .(H) des solutions de 1’équation homogene linéaire du second ordre :
" =a(t)x'+b(t) (H)
est un K-espace vectoriel de dimension 2.
& Démonstration:
On a déja vu que . (H) est un K-espace vectoriel. Soit alors ty € I et ¢ I'application :

{ S(H) — K2
‘ fo— (f(t), f'(t))

Il est facile de vérifier que ¢ est linéaire. D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout (xo, xj)) € K2 il existe une et une
seule f € 7 (H) telle que ¢(f) = (xo,x}), c'est-a-dire que ¢ est bijective. C’est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Tl en résulte que . (H) est de dimension finie, et que dim . (H) = dimK? = 2.

Corollaire 1.2:

Avec les mémes notations, si f1 et f, sont deux solutions linéairement indépendantes de (H),
I'ensemble des solutions de (H) est:

S(H) = {Alfl + Aofo ’ (A1, Ap) € 11<2}.

II. Cas ou I’on connait une solution de I’équation homogeéne

Dans ce cas, on peut appliquer la méthode de variation de la constante (encore appelée méthode de Lagrange).
En voici le principe.
Considérons 1'équation différentielle (pas forcément écrite sous forme résolue) :

a(t)x" +b(t)x" +c(t)x =d(t).

Supposons connue une solution x; de I’équation homogene.
Sur un intervalle | ot la fonction x; ne s’annule pas, on peut chercher une solution quelconque de

I’équation complete sous la forme : x(t) = y(t)x1(t) (en effet, puisque x; ne s’annule pas, la fonction

x
V= est bien définie et deux fois dérivable).
1
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On a alors :

x(t) = y(t)x1(t)

X (1) =y (D (1) + y(£)x) (1)

x(t) =y (H)xa () + 2y (£)x7 (1) +y(£)x] (¢)
D’ou :

a(t)x" (£) +b(t)x"(t) +c()x(t) = a(t)x1 (£)y" (1) + (2a(t)x1(t) + b(H)x1 () y'(t) + (a(t)x] (£) + b(£)x] (£) + c(t)xq

Comme a(t)xy(t) + b(t)xj(t) +c(t)x1(t) = 0, 'équation différentielle devient :
a(t)x1(t)y"(t) + (2a(t)x1(t) + b()x1(£)) y'(£) = d(t).

C’est une équation scalaire du premier ordre pour la fonction . Il ne reste < plus qu’a > la résoudre pour
trouver y’, d’ott 'on déduit y puis x.

(£)x
(

X1

Exemple

Résoudre 1'équation dlfferentlelle (t —1)x"” + tx’ + x = 1, en cherchant une solution de I'équation
homogene sous la forme t — e*

On se place sur I'un des intervalles I =] — o0,1[ ou I =]1,+00][. La fonction ¢ — e* est solution de I'équation homogene si et
seulementsi Vt €1 (t—1)a®>+ta+1=0,cest-a-dire (a®+a)t+1—a? = 0;laseule possibilité est « = —1,d’otr x1(t) = e*.
Puisque x1 ne s’annule jamais (ouf!), on peut chercher une solution de I’équation compléte sous la forme x(t) = y(t)e~!. On
obtient, aprés quelques calculs :

(t=1)y"(H) = (t=2)y'(t) =¢'

En posant i’ = z, la fonction z est solution sur I de I'équation scalaire du premier ordre :

(t—1)z —(t—=2)z=¢

t
. z . PN sz €
Les solutions de I'équation homogene associée sont z = Ct

1 et ef est une solution particuliere évidente. D’otr :

t
e

t)=e
z(t) e+C1t—l

t
y(f):et-‘rcl/ti—ldt-‘rCZ

t
x(t) :1+Cle_t/te_—1dt+cze’t

(les constantes C; et C, dépendant de l'intervalle sur lequel on se place).

—t

t 1
La fonction t — e / e_1 dt tend vers co au point 1 (car t — =1 n’est pas intégrable au voisinage de 1). Les seules

solutions prolongeables a IR sont donc les fonctions de la forme :

x(t) =14+ Cye!

Exemple

Résoudre 1'équation différentielle : tx” + 2(t + 1)x’ +2x = 1 —e~%, en cherchant une solution de
I'équation homogene sous la forme t —> t*.

1 . ey 4 . 5
On trouve x = 7 comme solution particuliere de 'équation homogene.
A la fin de passionnants calculs, on trouve les solutions sur R :

72f Dl

) C1—+T+ (1+e_2t) sit>0
x(t) = Lot .
D, 1
GE+ 22 h(1+e ) sit<0
t t 2
Pour que cette fonction soit prolongeable par continuité a droite en 0, il faut et il suffit que C; = —D; et pour qu’elle soit
prolongeable par continuité a gauche en 0, il faut et il suffit que C; = —D5.
Dans ce cas, x s’écrit :
e 21 1
G +-(1+e ) sit>0
t 2
=1 >

21y 1 :
C2< ; >+§(1+e*2f) sit<0

Il faut alors C; = C, pour que cette fonction soit continue en 0. On a alors :

e 2t 1

VteIR,x(t):C( >+%(1+e_2’) (C €R)
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et ces fonctions sont toutes solutions car elles sont de classe ¥ sur RR. Pour le justifier, il suffit de remarquer que la fonction

2t _
t—

est développable en série entiére, de rayon de convergence +co.

III. Equations a coefficients constants (rappels de 1 année)

Il s’agit des équations différentielles de la forme :
ax" +bx' +cx=d(t) (L)

ou a,b, c sont des scalaires tels que a # 0, et o1 d est une application continue de I dans K.

III.1. Résolution de I’équation homogéne

Cette équation s’écrit
ax" +bx' +cx=0 (H).

On peut alors chercher une solution de cette équation sous la forme t — e avec A € K*. Facilement :
t—eMec S (H) <= ar? +bA +c=0.

L'équation ci-dessus s’appelle I"équation caractéristique de I'équation. Notons A son discriminant.
La résolution de I'équation différentielle sera différente selon que K= R ou C.
o lercas: K=C.

Il y a alors deux sous-cas a considérer :

.SiA#0:

L’équation caractéristique admet alors deux racines distinctes Aj, A,. Il est alors facile de vérifier que
les deux applications t — eM! et t — e!2! sont linéairement indépendantes; on en déduit, d’apres le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, la forme générale des solutions de (H) :

VteR, x(t) = CreMt + G2t avec (C1,Cy) € C2 .

.SiA=0:

’équation caractéristique admet alors une racine double A. L’application = t ~— e est donc solution
de (H), et un rapide calcul montre alors que l'application t + te! est aussi solution de (H). Les
deux solutions obtenues étant linéairement indépendantes, on en déduit la solution générale de (H) :

VtER, x(t) = (C1 + Cot)eM avec (Cp,Cy) € C? .

o 2¢emecas: K=1R.

Si K = R, on est conduit cette fois a distinguer trois cas selon les valeurs du réel A :
.SiA>0:

L’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes A1, Ay. On en déduit, comme dans le
cas complexe, la forme générale des solutions de (H) :

VteER, x(t) = CreMt + Cre™t  avec (C1,Cy) € R? .

. SiA=0:

L’équation caractéristique admet alors une racine double A, et on conclut comme dans le cas complexe :
les solutions de (H) sont données par :

VteR, x(t) = (C; + Cat)eM avec (Cp, Cy) € R?|.

. SiA<O:

Puisque les coefficients a,b,c sont réels, 'équation caractéristique admet ici deux racines complexes
conjuguées A, A distinctes. Une base de 1'espace vectoriel des solutions a valeurs complexes est alors
formée, d’apres les calculs précédents, par les deux fonctions t ~ e et t +— e ou encore par les
deux fonctions t — Re (e!) et t — Zm (e), qui sont encore linéairement indépendantes.

Silon note A = r+iw avec r, w € R, on a alors eM = e'el!, d’'ott Re (e!) = e coswt et
Im (eM) = e''sinwt, ce qui donne la forme générale des solutions a valeurs réelles :

VteR, x(t) = (C;cos(wt) + Cysin(wt))e  avec (Cy,Cy) € R?|.
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III.2. Résolution de I’'équation avec second membre

Pour résoudre l'équation : ax” + bx’ +cx = d(t) (L), puisque l'on vient de voir comment résoudre
I'équation homogene, il y a toujours, bien stir, la méthode de variations d’"une constante.

Il y a cependant quelques cas particuliers ot1 I’on peut trouver assez facilement une solution particuliere de
(L) (nous nous contentons d’énumérer les résultats, pour la démonstration, référez-vous a votre cours de
premiére année).

. Si le second membre est de la forme d(t) = P(t), ot P est un polyndme, on cherchera (avec des

coefficients a déterminer) une solution particuliére sous la forme

x(£) =Q(t) sic#0
x(t) =tQ(t) sic=0etb#0 avecQ polyndme de méme degré que P.
x(t) =#Q(t) sib=c=0

. Notons (E.) l'équation caractéristique de (H), c’est-a-dire I’équation : aA? + bA + ¢ = 0.

Si le second membre est de la forme d(t) = €™ P(t), ou P est un polyndme et ou m est un nombre
complexe, on cherchera (avec des coefficients a déterminer) une solution particuliére sous la forme

k=0 simn’est pas racine de (E,)
x(t) = the"™Q(t) ou { k=1 si m est racine simple de (E,)
k=2 sim estracine double de (E,)

et ot Q est un polyndme de méme degré que P.

IV. Utilisation de séries entiéres

Dans certaines circonstances !, en particulier lorsque les coefficients de x’ et de x sont des polynomes, il est

possible de déterminer certaines solutions de I’équation différentielle homogene x” = a(t)x’ + b(t)x sous
forme d’une série entiere.

Pour cela, on proceéde de la maniére suivante :
1. On se donne une série entiere Z ayt", dont on suppose le rayon de convergence R > 0, et 'on
suppose que sa somme x(t) est solutlon de I'équation différentielle pour t € |-R; R][.

2. Les résultats du cours permettent d’exprimer facilement x’(t) et x”(t) sous forme de séries entieres.
On remplace alors x, x’' et x” dans I'équation différentielle, ce qui permet, en utilisant I'unicité du
développement, d’en déduire une relation vérifiée par les a, puis de les calculer en fonction de 7.

3. Réciproquement, on vérifie que la série entiére obtenue a bien un rayon de convergence strictement
Y
positif. Sa somme sera alors forcément solution de 1’équation différentielle, d’apres les calculs faits
précédemment.

Exemples :

1. Résoudre I'équation différentielle : (E) : 4xy” +2y' —y = 0.

e Supposons qu’il existe une série entiére de rayon de convergence R > 0 solution de (E) sur R. Notons: f(x Z anx".

Le théoreme de dérivation d'une série entiére permet d’écrire :
+o00
Vx €]-R;R[, Znan et Z n(n—1)a,x" -2,

f estsolution de (E) sur] —R, R] si et seulementsi:

—+o00 —+o00 —+o00
4x Z n(n—1)ax""2+2 Z napx" 1 — Z a,x" =0
n=2 n=1 n=0

400 400 +oo
d’oty, aprés changement d'indice : Y 4(n + D)nayqx" + Y 2(n+ Day1x" — Y a,x" =0
n=1 n=0 n=0

1. Il s’agit du théoreme de Fuchs...
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puis: 2a1 —ag + X7 (21 +2) (21 + 1)a,+1 — a,)x™ = 0 . Et par unicité du développement en série entiére :

i = o eta R
P T T on v 1) (20 +2)
On en déduit par récurrence facile: Vn € N, a, = ( 2“]2)' .

Ainsi, si (E) admet des solutions développables en séries entieres, elles forment un espace vectoriel de dimension 1 engendré
par f définie par :
xn

Vx €|-R;R[, f(x) = ij:o (2!

n

x
Puisque, pour tout x € R, lim ——
que, p n—+oo (21)!

elle est forcément solution de (E), d’apres les calculs faits.

=0,ona R = +o0. La fonction f définie ci-dessus est donc de classe €* sur R, et

De plus, on sait que :
o 2n ) (_1)nx2n
Vx€eR, chx= —— et cosx = —
n;) (2n)! n;) (2n)!

donc

ngh

VXEIR+,C1’1 \/}:

00 xn
et VxeR_, cos v—x = .
“ (2n)! nZ::O (2n)!

n

ch /x six>0
cos y/—x six<0 ’

e Résolution de (E) sur |—o0;0[ :

Soit y une solution quelconque de (E) sur |—oo;0[. Posons y = zf (ce qui est possible car f ne s‘annule pas su Ry ), et
recherchons une équation différentielle (E’) vérifiée par z (méthode de variation de la constante). Ona: y' = z/f +zf' et
y// — Z”f“rZZ,f,"er”.

En remplacant dans (E), on obtient : 4x(z"f + 22/ f' +zf") + 2(z'f + zf') — zf = 0, et comme f est solution de (E) :
z(4xf" +2f' — f) = 0 donc il reste finalement :

Ainsi: f(x) = {

dxf(x)z" + (8xf'(x) +2f(x))Z =0 soit 2+ (ij;((;)) + 217x> Z =0.

Et comme, sur R% ,ona: f(x) =ch \/x ,on obtient ’équation différentielle du premier ordre en z’ :

(E'):2" + <thf;+%>z’:o.
C

Une primitive de x — th\/é; est x - 2In(ch V/x), d’ott: 2/(x) = Ce 2In(ch vI)—zInx _ @
Une primitive de x — 1 est x — 2th /x, donc: z(x) =2Cth /x+D.

(ch V)2 y/x
Enfin: y(x) = z(x) f(x) = (2C th /x + D) ch y/x = 2Csh y/x + D ch /x.
Enposant A = D et B = 2C, on obtient finalement la solution générale de E sur R} :

y(x) = Ach vx + Bsh vx.

e Résolution de (E) sur |—o0;0[ :

On peut procéder de la méme fagon, mais c’est un peu plus délicat ici car la fonction x — cos v/—x peut s’annuler su R_ !
Il faut donc faire les calculs sur tout intervalle ot cette fonction ne s’annule pas, puis raccorder les solutions. On trouve alors
que la solution générale de (E) sur R_ est:

y(x) = Ccos v/—x+ Dsin v/—x.

e Raccords

Soit y une solution sur R.

Continuité de i : y(07) = y(0~) équivauta A =C.Onaalors y(0) = A.

Continuité de i’ : y'(x) = Ash Vi + Beh vx six>0ety(x)= Asin y—x Dsin y-x
2/x 2/x 2y —x 2y —x

im Asin /—x A

0t 24/ 2 as0- 2y/—x 27

Bch y/x ot ¥ s Dsin /—x

2/x 2/ —x
gauche) quesi B=D = 0.

Onadonc, acestade: : y(x) = Ach /x si x >0 et y(x) = Acos /—x si x <0 et y(0) =A.
Donc y = Af (ou f estla fonction de classe C* définie sur R vue au début), et puisque f est de classe €, y est bien
solution.
e Conclusion :
L’espace vectoriel des solutions de (E) sur R est de dimension 1 et:
Ach /x six>0
y solution de (E) < y(x) = avec A € R.
Acos /—x six<O0

si x <0.

Par contre les applications x n‘admettent de limites en 0 (respectivement a droite et a

2. Résoudre l'équation différentielle : (E) : 4tx" — 4x’ 4+ t3x = 0.
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Meéme principe.
an—3
4n+1)(n—-1)
2
En prenant ag = 1 et a = 0, on trouve la fonction ¢ — cos (Z) ; en prenant a9 = 0 et ap = 1, on trouve la fonction

Ici la relation de récurrence sur les (a,) est: a,41 = — ,avec a; = az =0.

t2
t—sin | —
4

Cela donne directement une base de solutions.

V. Utilisation d’'un changement de variable

Soit I'équation différentielle : a(t)x” + B(t)x' +y(t)x =6(t) (L), avec «,...,d continues de I dans K.

Si ¢ est une bijection de classe ¢! d’un intervalle ] sur I, telle que ¢’ ne s’annule pas sur ] (donc
¢ strictement monotone), on peut alors faire le changement de variable t = ¢(u). On aura alors
x(t) =xo¢(u) =y(u).Si x est deux fois dérivable sur I, il en sera de méme de y sur | et réciproquement.

I faut maintenant calculer les dérivées successives de x en fonction de celles de ¥ = x o ¢, en utilisant la
formule donnant la dérivée d’une fonction composée :

y'(u) =¢'(u) - x"og(u) = ¢'(u) - x'(t) d'ou x'(t) = i )']/(”)

V(1) = ) ¥ 0 gla) + ¢/ o glu) dou ()= L - LW

En remplacant alors x(t), x'(t) et x”(t) par ces expressions dans 1'équation initiale (L), on obtient une
équation différentielle du second ordre vérifiée par y. Si l’on sait la résoudre, on obtiendra alors y(u), d’out
'on déduira x(t) = yo ¢~ 1(t).

Exemples

1. Résoudre I'équation différentielle : (1 + t?)x” + tx’ — 2 = 0 a l'aide du changement de variable
t=shu.

Le coefficient de x” ne s’annulant pas, on cherchera les solutions définies sur R tout entier.

L'application u — shu étant une bijection de classe %2 de R sur R, on peut poser x(t) = x(shu) = y(u) avec y de classe
©? sur R.

On a alors, par dérivation d’une fonction composée :

y'(u) =chux'(shu) et y"(u)=shux'(shu)+ch?ux"(shu)
et puisque ch*u = 1+sh®u, ona y"(u) = tx'(t) + (14 £2)x"(t), de sorte que I'équation proposée est équivalente a
n_ Y _
y 1 0.
Les solutions de cette équation du second ordre a coefficients constants sont donc de la forme :

y(u) = Ae? 4 e avec A,y constantes.

11 faut ensuite exprimer ces solutions en fonction de ¢ (c’est-a-dire déterminer ¢~!). C’est ici un exercice classique de Sup :

et —e ¥ 2t=x—1
t_shu<:>t_7<:>{ x

2 x=e*
2 _ 1 = — 2
X 2tx —1=0 x=t+ Vt: 4+1
x =e x =et

—e'=t+ V2 +1 (seule solution positive).

Les solutions de 1’équation initiale sont donc les fonctions de la forme :

M
x() =A\t+ VEE+1+ avec A, j constantes.
t+ VEE+1

2. Résoudre l'équation différentielle : t2x" + 4tx’ 4+ 2x = 0 a I'aide du changement de variable t = +e".

1 1
On trouve la base de solutions ¢ > n ett— 7 (sur R% ou R*).
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