CHAPITRE IV - CALCUL MATRICIEL (RESUME)

CALCUL MATRICIELI

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et p,q,n désignent des entiers naturels non nuls.

I. Matrices

I.1. Définitions

Une matrice a p lignes et g colonnes (ou de type (p,q)), a coefficients dans K, est une application

el x[9] —
A { (i,7) — aj

notée :

a1 41 ... Cllq
a1 dpypp ... a2
A= (aijh<icp = 1
157y . .
llpl llpz ... dpg
On notera :
K) I’ensemble des matrices de type (p,q) a coefficients dans K.

K), ensemble des matrices carrées de type (n,1), ou d’ordre n, se note plus simplement

Soit A = (a;;) € My4(K). Pour (i,j) € [1;p] x [1;4], on appelle :

— j®™¢ vecteur colonne de A le vecteur Ci = (ayj, azj, ..., ap;) € KP

— ™M vecteur ligne de A le vecteur L; = (a1, 42, . ..,aiq) e Ki1.

Une matrice de type (1,9) est appelée une matrice ligne.

Une matrice de type (p,1) est appelée une matrice colonne.

I.2. Matrice d’un systeme de vecteurs

Soit F un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (e, .. .,e;,) et (xq,...,%q)
des vecteurs de F.

P
Alors, pour tout j € [1;4], il existe (a;j)1<i<p € K? tels que x; = ‘21 ajje;.
1=

A = (ajj)1<icp € Mp,q(K) s’appelle la matrice des (x;) dans la base Zr.

1<j<q

11 s’agit donc de la matrice obtenue en écrivant dans chaque colonne les coordonnées dans %r des vecteurs
de la famille. Cela peut étre visualisé ainsi :

X1 X2 ce Xgq
Lo {
/
a1 aip . aig — e
/
M;@p (xl, .. .,xq) = [d21 422 ... 4 — e
/
pl ap2 . Apq — Ep
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CHAPITRE IV - CALCUL MATRICIEL (RESUME)

I.3. Matrice d"une application linéaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension ¢, rapporté a une base Zr = (e, ..., e;) et F un K-espace
vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (¢}, ..., e;), etsoit u € Z(E,F).

On appelle matrice de u dans les bases #r et #r la matrice dans %r du systeme de vecteurs
(u(er),...,u(eq)).

On la notera Mgg(u) ou Mgy, ,(u) ou M(u; B, Br).

eme

Ainsi : Mg};(u) = (ajj) € Mpq(K), ot a;; désigne la i coordonnée de u(e;) dans la base %r soit :
. 4 /
Viell;q], u(ej) = Zaij3i~
i=1

Cette matrice peut étre visualisée ainsi :

u(er) u(er) ... u(eq)
\ A A
» a1 aip . ag — 6:1
Myt (1) = Mg, (u(Ze)) = [ 921 ap ... a4y | —e
ap1 ap .. apg — e;

Rem: Il est important de se rappeler que la matrice d’une application linéaire d’un espace vectoriel de
dimension E dans un espace vectoriel de dimension [ p | est une matrice de type| (p, ) |

L'application .Z(E,F) — M 4(K) est une bijection de .Z(E, F) sur M ,(K).
u  — Mijg (1)

(cette bijection dépend évidemment du choix des bases #r et Hr).

Corollaire 1.1:

Soit A € M 4(K).

Alors il existe une et une seule application linéaire a € £ (K7,KP?) telle que la matrice de a dans les
bases canoniques respectives de K7 et K? soit égale a A.

a s’appelle 'application linéaire canoniquement associée a A.

f Rem : Quand on parle de la matrice d"une application linéaire, il est indispensable de préciser dans quelles bases.

Dire : < soit A la matrice de u >, ou : < soit u 'application linéaire associée a A >, sans dire dans quel(s)
espace(s) ni dans quelle(s) base(s) on travaille, n’a aucun sens!
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I.4. Rang d’une matrice

Le rang d’une matrice A € M ;(K) est, par définition, le rang de ses vecteurs colonnes (éléments de
K7).On le note : rg A.

e Si A est la matrice, dans une base %r, d'un systeme de vecteurs (x,... ,xq) de F,lerang de A
est aussi celui, dans F, du systéeme de vecteurs (xi, ..., xq) (c’est-a-dire la dimension du sous-espace
vectoriel de F engendré par (xq,...,%;)).

e Si A est la matrice, dans des bases #f et #r d’une application linéaire u € Z(E, F), le rang de A
est aussi le rang de u.

En effet, en reprenant les notations précédentes, si A = Mgg (u),le rang de u est par définition la dimension

de Imu, donc celle de Vect (u(eq),...,u(e;)), et les coordonnées des vecteurs u(e;) sont précisément les
colonnes de la matrice.

Propriétés:
1. Si A e Mpy(K), rg A <min(p,q).
2. Si A € Mp4(K) est la matrice dans des base #r et #r de u € Z(E,F), alors :

rg A = p <= u surjective , rg A =g <= u injective

II. Opérations sur les matrices

II.1. Addition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté a une base %r = (ey,...,e;) et F un K-espace

vectoriel de dimension p, rapporté a une base %r = (e}, ..., ¢))

Soient A = (a;j) et B = (b;;) deux matrices de M, 4(IK). On peut alors leur associer, de maniére unique,

deux applications linéaires u,v € Z(E, F) telles que A = Mg}; (u) et B= Mg}; (v).

On définit alors la matrice C = A+ B par: C = M‘g‘; (u+0).

Il est facile de vérifier que C € M 4(K), et que: V (i,j) € [1;p] x [1;4] , cij = a;j + bj;.
II.2. Multiplication externe

Avec les mémes notations que ci-dessus, si A € K, on note A.A la matrice : A.A = Mgg (Au).
Onaalors: A.A € My, (K), et V(i,j) € [1;p] x [1;4], (A.A)ij = Aaj;.

(Théoreme 1:
Muni des lois précédentes, (M,,4(K),+,.) est un K-espace vectoriel, et I'application
Z(E,F) — Mp,4(K)
P { u —> Mgg (u)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Remarques

1. L’élément neutre pour 'addition dans M, ;(KK) est I'image par ¢ de ’application linéaire nulle; c’est
donc la matrice nulle, dont tous les termes sont nuls, notée O, ;, ou plus simplement 0 s’il n’y a pas
d’ambiguité.

2. Une base de M4(KK) est formée de la famille des matrices (Exs),¢)e[1;p]x[1;,4] - définies par :

Ej¢ est la matrice de type (p,q) dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice (k,¢) qui vaut
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Ainsi, le terme d’indice (i,j) de Ej, vaut: (Ekz)l,]. = 0xi0yj -
En effet, compte tenu de la définition des lois + et ., il est facile de vérifier que toute matrice
A = (a;;) € Mp,(K) s’écrit de fagon unique sous la forme :

A= Z ClijEi]‘.
1<i<p

1<j<q

Les coordonnées de A dans cette base sont donc les a;;.
3. On en déduit : dim(Z(E, F)) = dim(M,4(K)) = pq.

> Labase (Eg)k1)efi;p]«[1;q] €St appelée base canonique de M, 4(K).

I1.3. Multiplication

Soient G, E, F trois K-espaces vectoriels de dimensions respectives 7, g, p, rapportés respectivement a des

bases % = (ef,...,¢/), Be = (e1,...,e5), Br = (ei,...,e;,).

Soient :
- A€ Mpg(K), et uc 2(EF)tq A= MJ (),

- Be My, (K),etve Z(G,E) tq B= Mgé(v) et
- CeMy,(K), tq C= Mgg(uov) (avec uov € Z(G,F)).

q
Un simple calcul montre alors que : | V (i,k) € [1;p] x [L;7], cie =) aijbjy |
j=1

Par définition, la matrice C = (Cik)(i,k)e[[l;p]]x[[l;r]] s’appelle le produit de A par B, noté C = AB.
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Disposition pratique :

’ B : g lignes r colormes‘

/b]’l/—rfv b1] N blr

b by

byj byr

ay C1]' “ee C1y

1

@ @ Ci1 Cij Cir

Elpl ce apk ce pgq Cpl e Cpk e Cpr
A : p lignes g colonnes‘ ’ C=AxB:plignesr colonnes‘

Remarques

1. Cette définition n’a un sens que si A est de type (p,q) et B de type (g,7). Ainsi, le produit AB peut
étre défini sans que BA ne le soit.

2. On a par définition : Mg’; (uov) = Mgg (u) x Mgg (v), avec la méme base Zr.

Propriétés:
1. Si A€ Mp,4(K), Be Mg (K) et C e M,s(K),alors : A(BC) = (AB)C.
2. S5i A e Mp4(K) etBy,By € My,(K),ona: A(B; + By) = AB; + AB;.
3.5i Ay, Ay € Mpy(K) et Be My, (K),ona: (A; + Ay)B = A;B+ AyB.
4. Si Ae Mpy(K), Be My, (K)etA € K,ona: (AA)B = A(AB) = A(AB).
5. Soient A € M, ,4(K) et B € M,,(K). Alors : rg(AB) < min(rg A, rg B).

Si (Eij)1<i<p est la base canonique de M 4(IK) et (Ej,)1<k<q la base canonique de Mg, (K), ona:
1<j<q 1<lé<r

V(i,j) € [L;pl x [1;q], Y (k €) € [1;q] x [1;7] : EijE, = 6Efy

ot (Ej)1<i<p est la base canonique de M, (KK).
1<lr
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I1.4. Expression analytique d’une application linéaire

E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté & une base Zr = (ey, ..., ¢;)
i F un K-espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base Zr = (¢}, ...,¢,)
Soient| , - Z(E,F)

q P
Soit x €E, x = Y xjejety =u(x) €F, y= Y yie;.
j=1 i=1
Soit enfin X la matrice colonne des coordonnées de x dans % : X = (x1 ... xq)T € My1(K)
et Y la matrice colonne des coordonnées de y dans % : Y = (y1 ... ]/p)—r € M,p1(K).

9
Onaalors: Vi€ [1;p], yi = X ajjx; (expression analytique de u dans les bases Zr et Zr)
j=1

ce qui se traduit matriciellement par :

Rem: Si A est la matrice d’une application linéaire, on peut dire pour simplifier que
- on lit en colonne les coordonnées des images des vecteurs de base;
— et on lit en ligne les coordonnées de I'image d'un vecteur (expression analytique).

Rem: Cas d’une forme linéaire :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension g, rapporté & une base #r = (ey,...,¢;) et ¢ : E — K
une forme linéaire sur E. Sa matrice dans les bases #r de E et {1} de K est une matrice ligne,
detype (1,9) : A= (a1 ay ... ag), avec a; = ¢(e;).

9 9
Six= j;l xjej € E,onaalors: ¢(x) = j;l ajx; (expression analytique de ¢).

IL.5. Image et noyau d’une matrice

Soit A € M 4(K). On définit :
— le noyau de A, noté Ker A ; il s’agit de I’ensemble :

KerA = {X € M,:(K) | AX =0}.
— l'image de A, notée Im A ; il s’agit de I'ensemble :
ImA = {AX | X € My1(K)}.

Il est facile de vérifier que Ker A est un sous-espace vectoriel de M, (KK) et que Im A est un sous-espace
vectoriel de M, 1(KK).
Reprenons toutes les notations précédentes : A est la matrice dans des bases % et %r d’une application
linéaire u € Z(E,F), x est un vecteur de E dont la matrice colonne des coordonnées dans % est X, et y
est un vecteur de F dont la matrice colonne des coordonnées dans %r est Y.
Alors :

XecKerA<=xcKeru et YceImA<=yclmu.

Le théoréme du rang appliqué a u donne alors : dim E = rgu + dim Ker u donc :

pour A € M 4(K), g =dimKer A +dimIm A.

II.6. Matrices par blocs

Soit A € My 4(K). On appelle bloc de A toute matrice (a;j)ic;, oit I et | sont respectivement des
j€l
parties de [1;p] et [1;4] formées d’entiers consécutifs.

(N.B : si on ne suppose plus ces entiers consécutifs, on obtient ce qui est appelé une matrice extraite).
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Soient A, B € My 4(K), décomposées en blocs avec le méme découpage :

m
Alors: V (i,k) € [1;4] x [1;n] ,ona: Cy = ZAiijk‘
j=1

[ An Ayj A T m [ Bui By Bin] 1 m
Ao A‘il A'ij A‘im 1 pi p et B B‘il ij Bf'm 1 pi .
Ap Ay A | 1 pe Bn By; B | T pe
— —> —> —> —> —
L N1 qj qm 4 L q1 qj qm 4
q q
Alors, si A € K, la matrice AA + B s’écrit, par blocs :
[AA11 + Byg AAjj+ Byj AA1y + Biy | I p1
AA 4+ B — AA '—|- Biy /\Ai]‘ ‘—f— Bj AAim ‘—f— Bim I pi .
AAp + B AAyj + By AApy +Bew | T e
— —> —>
L 1 4qj qm -
q
(Théoreme 2: produit par blocs
Soient A € M, ,4(K) et B € M,,(K), décomposées en blocs compatibles comme suit :
[ An Aqj A I m [ Bi1 By A | I m
Ao A.il A'ij A'im 1 pi p et B Bj1 B.jk B{‘n T aj q
Aél AE]' AZm I pe B Bk B I qm
— — — —
= 4 qj qm L 1 Tk Tn J
q r
et soit C = AB € M,,(K), décomposée en blocs :
[ Ciy Cik Cin| I 1
o C'il C‘ik Cfn 1 i »
Cn Cuk Con | T pe
— — —
L 71 187 Tn J
r
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Cas particulier : écriture par blocs du produit matriciel

Ly

Soit A € M, ,(K), écrite par blocs sous la forme A = |L; |, chaque L; étant une matrice ligne de g
LP

éléments, et soit B € M,,(K), écrite par blocs sous la forme B = [C; ... G ... Cr], chaque C; étant

une matrice colonne a g éléments.

Alors la matrice C = AB est la matrice de type (p,7) dont le terme d'indice (i,j) vaut ¢;; = L;C;.
Mlustration :

B=[Ci ... G ... G]
Ly
A= |L o e LG ... .| =AxB
LP
I1.7. Transposition
Déf 10:
1<j<q
On appelle transposée de A la matrice A" = (”}i)1<j<q € My,p(K) définie par :
1<igp

V(i) € [1;p] < [1;q], af; = ay.

Avant I'adoption regrettable de cette notation anglo-saxonne, la transposée de A était notée : 'A ; cette notation
est celle qui apparait dans la plupart des anciens énoncés de concours.

Ecriture par blocs de la transposée :
Ly

Soit A € M, 4(K), écrite par blocs de lignes sous la forme A = | L;
LP
Alors AT est la matrice écrite par blocs de colonnes : AT = [Li'— o LT LH .

1. Si AeM,yy(K), (AT)T = A (ou: ('A) = A).
2.5 A, Be Myy(K), (A+B)T =AT + BT (ou:(A+B)="'A+B).
3.5 AeMpy(K)etA € K, (AA)T = AAT (ou: (AA) = MA).

4. 51 A€ My4(K) et Be My, (K), (AB)T =BTAT (ou: ((AB) = 'B'A).

L'application : A — AT est un isomorphisme du K-espace vectoriel M, (K) sur le K-espace
vectoriel M, ,(K).

Cours PSI* 2023 — © TLEGAY 8/16



CHAPITRE IV - CALCUL MATRICIEL (RESUME)

(A1 ... A]j v Al I pP1
Soit A € M, 4(K), écrite par blocs : A = Ap oo Ay Aw| Dpi p
Aﬁl Ag]' Aém I pg
| <—> — — ]
q1 4qj qm
q
Alors la matrice transposée de A s’écrit, par blocs :
TAL, .. AL o AL Tam
AT = AlTj A; A}j 1a ]
Al, o AL o AL T am
L<—> < <
P1 pi pe
p

III. L'algebre M, (K)

Dans M, (K), la multiplication des matrices est une loi de composition interne.
Les propriétés précédentes sont résumées dans le théoreme suivant.

M, (K) est une K-algebre (non commutative et non integre des que n > 2).
Le terme <« K-algebre > sert a résumer les propriétés suivantes :
- (Mu(K),+,.) est un K-espace vectoriel;

— la multiplication interne des matrices est une loi associative, possédant un élément neutre et
distributive a droite et a gauche par rapport a I'addition;

— enfin,ona: VA €K, V(4,B) € M,(K)?, A.(AB) = (\.A)B = A(A.B)

Rem: Dire que M, (K) est non intégre signifie que 1'on peut trouver des matrices A, B telles que :
A#0, B#0et AB=0.
Cela implique que les éléments de M, (K) ne sont pas réguliers en général, c’est-a-dire qu'une
égalité de la forme AB = AC n’implique pas toujours B = C.

§ Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, rapporté a une base %, et u € Z(E).

On appelle matrice de u dans g la matrice Mgi(u), notée simplement My, (1) ou M(u; H).

Remarques

1. On notera I, I’élément neutre de 1'algebre M, (K) (pour la loi x).
On a alors, pour tout K-espace vectoriel E de dimension 7 et toute base % de E : I, = Mgy, (Idg).
I, est donc la matrice carrée d’ordre n dont tous les éléments sont égaux a 0, sauf ceux de sa
diagonale, qui sont égaux a 1.

2. Le K-espace vectoriel M, (KK) est de dimension 1n?. Une base en est la base canonique, formée des n?
matrices Ej;; pour (i,]) € [1;n]?* définies par :

V (k,€) € [1;n]?, (Eij)ke = dudje -
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On notera GL,(K) 'ensemble des éléments inversibles de M ,,(K) pour la loi x.
(GL4(K), x) est un groupe (non abélien), appelé groupe linéaire d’ordre n.

En particulier, on a :

| Si A,B e GL,(K),alors AB € GL,(K) et: (AB)~! =B~ 1A~

Le résultat suivant découle directement du théoreme 14 du chapitre II :

Soient A € M, ,(K) et B € M,,(K).
Si p=get AecGLy(K), rg(AB) =rg(B), et, si ¢ =r et B € GL;(K), rg(AB) = rg(A).

| Soit A € GL,(K).Alors AT € GL,(K) et (AT)"1=(A"1)T.

(Théoreme 4:
Pour une matrice A € M,(K), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) A est inversible.

(b) A est inversible a droite.

(c) A est inversible a gauche.
(d) rgA=n.

Soit A € Mj,4(K), non nulle.
Sil’on peut extraire de A une matrice carrée inversible d’ordre r, alors rg A > r.

Rem: La réciproque de la proposition précédente est vraie; elle sera admise.

Corollaire 11.1:
| SiAeMpy(K), rgA=rg(AT).
IV. Matrices carrées remarquables

IV.1. Matrices triangulaires

Une matrice carrée A = (a;j) € My(K) est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si :

V(i,j) € [L;n]*, [j<i = a;=0] (resp.[j >i = a;=0]).

On notera 7,," (K) (resp. 7,, (K)) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
d’ordre n.
I est clair que: A € T, (K) &= A" € 7,7 (K).
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‘Théoreme 5:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, & = (ey,...,e,) une base de E.
Soit u € Z(E), et A = Mgy, (u) € My(K).
Alors : A est triangulaire supérieure <= Vj € [1;n], Vect(ey, ..., ;) est stable par u.

(Théoreme 6:
n(n+1)
-

Le terme < sous-algebre > signifie que 7, (K) est un sous-espace vectoriel de M,,(K) qui est de
plus stable pour la multiplication interne et qui contient son élément neutre, I;.

7,7 (K) est une sous-algebre de M, (K), de dimension

Remarques

1. 7, (K) est évidemment aussi une sous-algeébre de M, (K), isomorphe en tant qu’espace vectoriel a
la précédente (par la transposition),

2. Si A = (a;;) et B = (b;;) sont triangulaires supérieures, alors C = AB, triangulaire supérieure, a pour
coefficients diagonaux c;; = a;;b;;.

Soit A = (a;;) € T,7(K). Alors A est inversible si et seulement si, pour tout i € [1;n], a;; #0;
dans ce cas, A~! est une matrice triangulaire supérieure, dont les éléments diagonaux sont les

| Soit A = (a;;) € T," (K). Alors A est nilpotente si et seulement si, pour tout i € [1;n], a;; = 0.

1.
aji

On dispose d’une sorte de réciproque de ce résultat :

Théoréme 7:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1, et u € £(E). u est nilpotent si et seulement si il
existe une base # de E telle que Mg(u) soit triangulaire supérieure a éléments diagonaux nuls.

Rem : Ce théoreme sera démontré plus tard...

Pour les 5/2 : si u est nilpotent d'indice p, il annule le polyndme XP qui est scindé, donc u est trigonalisable. Et
comme sa seule valeur propre est 0, on a le résultat.

IV.2. Matrices diagonales

Une matrice carrée A = (a;j) € My(K) est dite diagonale si et seulement si :
V(i,j)e[l;n), j#i = a;=0.
On note alors : A = diag(a11,422, ..., ann).-

On notera D, (K) l'ensemble des matrices diagonales d’ordre .
On a évidemment : D, (K) = 7,/ (K) N7, (K).

| Du(K) est une sous-algebre commutative de M, (IK), de dimension #.
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Soit A = diag(ai1,...,aum) € Dy(K). Alors A est inversible si et seulement si pour tout i € [1;n],

a;; #0; et dans ce cas, A~! = diag (i . i) .

ay’ """ ann

Soit D = diag(di1,...,dun) € Dn(K) dont les éléments diagonaux sont distincts.

Une matrice A € M,,(K) commute avec D si et seulement si A est diagonale.

IV.3. Matrices scalaires

Déf 15:
S Une matrice carrée A = (a;j) € M, (K) est dite scalaire si elle est de la forme diag(A,...,A).

Une matrice carrée A d’ordre n est une matrice scalaire si et seulement si c’est la matrice, dans
n’importe quelle base d'un K-espace vectoriel de dimension 7, d’'une homothétie.

| L'ensemble des matrices de M,,(K) qui commutent avec toutes les autres est exactement I’ensemble
des matrices scalaires.

IV.4. Matrices symétriques, antisymétriques

Déf 16:
Une matrice carrée A = (a;j) € M, (K) est dite symétrique (resp. antisymétrique) si A" = A (resp.
AT = —A).
Cela équivaut a : ¥ (i, ) € [1;1]?, aj; = a;; (resp.aj; = —ajj).

On notera S, (K) l'ensemble des matrices symétriques d’ordre n et A, (K) ’ensemble des matrices
antisymétriques d’ordre n.

Sn(K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K), de dimensions
nn+1)  nn-—1)
5 et 2 .

respectives

IV.5. Matrices par blocs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie > 1, E; et E; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E, dim(E;) = p, dim(Ep) = n—p, % et B, deux bases de E; et E; respectivement, et Z = %1 U %,,
de sorte que # est une base de E.

Soit u € Z(E), et A = M y(u), écrite par blocs sous la forme :
p
A — Aq By I L
By Ay | ]"™?F
Al
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(on remarquera que A; et A, sont des matrices carrées, que A; = Mgy (p1oulg,) etque Ay = Mg, (p2oulg,),
ol p; (resp. p2) sont les projections sur E; (resp. E;) parallelement & E; (resp. Eq)).
On a le résultat important suivant, dont la démonstration est immédiate.

Théoreme 8:
1. E; eststable par u <= B; =0.

2. E; eststable par u <= B, =0.

Déf 17:

Ay By

0 Ay’

Une telle matrice est dite triangulaire supérieure par blocs. A; est alors la matrice dans %; de
I'endomorphisme induit par u sur Ej.

1. Ainsi, si E; est stable par u, A est de la forme : [

A 0

0 A’

Une telle matrice est dite diagonale par blocs. A; et A; sont alors les matrices dans les bases
%#; des endomorphismes induits ug, et ug,.

2. Si E; et E; sont stables par u, A est de la forme [

MV

B P
A22 ] % n—p estun sous-espace vectoriel de M, (K),

stable par multiplication. AR T

L'ensemble des matrices de la forme [ 1?)1

A B P
A = [ 01 2 } % n—p estinversible si et seulement si Ay et A, le sont.

Ap
G e 1
AT B, P
Et, dans ce cas, A~ ! estde la forme: A~1 = 1 _21 I e
0 Ay "
G s
Corollaire 21.1:
A O . . . .
A = 0 A est inversible si et seulement si Ay et A, le sont.
1 . a1 ATY 0
Et, dans ce cas, A7 estégalea: A7 = 1]
0 A,

Rem: Les résultats ci-dessus se généralisent sans difficulté aux cas des matrices triangulaires supérieures
A1l ... A

par blocs, de la forme : E : | ,oules A;; sont des matrices carrées,

Ai’l}’l

Aq O
O Ann

et aux matrices diagonales par blocs de la forme
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V. Changements de base

V.1. Matrices de passage

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1, et Z = (ey,...,e,) et B = (¢},...,¢),) deux bases de
E.

On appelle matrice de passage de # a %' la matrice du systeme (¢}, ...,e),) dans la base 4.

On la note Pg ou Py .

. . N 7/ A A
Ainsi, la j-eme colonne de P% est formée des coordonnées de e} dans 4.

Interprétations :

. Pg est aussi la matrice dans la base # de l'endomorphisme u de E défini par :
Vie[1;n], u(e) =el.

) Pg est aussi la matrice, dans les bases %’ et 4, de I'application Idg, c’est-a-dire M:Z,(IdE).

1. Si B, &' et " sont trois bases de E, on a :
Pe /! o Pe@, Pe@”
2 = Fap XTIty

-1
2. P%/ est inversible et (P%/) = P%/.

V.2. Formules de changement de bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 1, % et %' deux bases de E, et P la matrice de passage
de # a #'.

Soit x un vecteur de E, X la matrice colonne de ses coordonnées dans Z et X' celle de ses
coordonnées dans %’.

On a alors la relation :

ouencore | My(x) = P%/ Mg (x)

Soient :

E un K-espace vectoriel de dimension g, muni de deux bases Z et %..
F un K-espace vectoriel de dimension p, muni de deux bases %r et #r.
P € GL;(K) la matrice de passage de Zr a Ay
Q € GL,(K) la matrice de passage de #r a %y

774
Soit enfin u € Z(E,F), A= M7 (u) et A'= M (u) (A, A € Mpq(K)).
E

On a alors la relation :

A =Q7 AP
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Corollaire 24.1: Cas d'un endomorphisme :

E un K-espace vectoriel de dimension 7, muni de deux bases Z et %y
Soient :| P € GL,(K) la matrice de passage de % a %},
u€ L(E), A= My (u) et A= Mg (u) (A, A" € M,(K)).
On a alors la relation :
A’ =P 1AP| ouencore | My (u)=P% My(u) P%

‘Théoreme 9:

Toute matrice A € M, ;(K) de rang r # 0 peut s’écrire sous la forme :

A=Q7'I,P

QeGL,(K), PEGL(K) et J, = | 1 Ora—r
Op—r,r Op—r,q—r

Rem: D’apres la proposition 9 page 10, la réciproque du théoréme précédent est vraie : si A = Q~!J,P
avec P et Q inversibles, alors rg A =rg ], =r.
Corollaire 9.1:

| Si Ae Mp,y(K), rgA=rgA'.

V.3. Matrices semblables

On dit qu'une matrice carrée A’ € M, (K) est semblable a la matrice A € M,(K) s'il existe
P € GL,(K) telle que A’ = P~1AP.

Cela équivaut a dire que A et A’ sont les matrices, dans deux bases différentes, d’'un méme
endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension 7.

Rem: On vérifie facilement qu’il s’agit d’une relation d’équivalence dans M, (K) (relation réflexive,
symétrique et transitive).

1 0 0 100
Exercice Montrer que la matrice : A = (O -5 —4) est semblable & la matrice : B = (0 1 1) .
o 9 7 0 01

VI. Trace d’une matrice, d'un endomorphisme

On appelle trace d"une matrice carrée A = (a;;) € M,(K) le scalaire :

n
trA = Z ajj.
i=1

Théoréme 10:
1. L'application tr : M, (K) — K est une forme linéaire.
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Rem: Soient A,B,C € Mn(]K) Le résultat ci-dessus donne, en utilisant 'associativité du produit
matriciel :

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)
mais on n'a pas tr(ABC) = tr(BAC) en général.

1 0 01 0 0 1 0 0 0
Ex.avecA—(O 0>,B—<0 O)’C_(l O) onaABC—(O 0> etBAC—(0 O)'

Théoréme 11:

Deux matrices carrées semblables ont méme trace.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et u € Z(E).
Pour toute base 2 de E, le scalaire tr ( Mg (1)) ne dépend donc pas de la base 2 choisie.

Ce scalaire s’appelle la trace de I'endomorphisme u, noté tru.
Propriétés:
1. L'application tr : £ (E) — K est une forme linéaire.

2. Vu,ve Z(E), tr(vou) =tr(uov).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7.
1. Si p est un projecteur de E, alors: trp =rgp.

2. Si Eq et E; sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et si s est la symétrie par
rapport a E; de direction E;, alors : trs = dim(E;) — dim(Ey).
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