CHAP. VI - ESPACES PREHILBERTIENS REELS (RESUME)

ESPACES PREHILBERTIENS REELS.I

Dans tout ce chapitre, le corps de base est R.

I. Produit scalaire

I.1. Définitions - Exemples

Une forme bilinéaire sur un RR-espace vectoriel E est une application ¢ de E x E dans R linéaire par
rapport a chacune des deux variables, c’est-a-dire telle que :

a) Pour tout y € E, I'application x — ¢(x,y) est une forme linéaire sur E.

b) Pour tout x € E, I'application y — ¢(x,y) est une forme linéaire sur E.
Pour vérifier qu'une application ¢ de E? dans R est une forme bilinéaire, il faut donc vérifier :
Y (x1,%2,y) € B2, VA ER, ¢(Ax1 +x2,y) = Ap(x1, 1) + ¢(x2,y)
(linéarité par rapport a la lere variable), et :
V(x,y1,12) € B, VA€ R, o(x,Ay1+y2) = Ag(x,11) + ¢(x,2)
(linéarité par rapport a la 2eme variable).
Une application ¢ : E2 — R est dite symétrique lorsque pour tout (x,y) € E2, ¢(x,y) = ¢(y, x).

Rem: Si ¢ est une application de E? dans R, symétrique et linéaire d’un coté, elle est bilinéaire.

On appelle produit scalaire sur un R-espace vectoriel E une forme bilinéaire symétrique ¢ qui est
de plus :

e positive, c’est-a-dire: Vx € E, ¢(x,x) > 0.
e et définie, c’est-a-dire: Vx € E, ¢(x,x) =0 = x = Of.
Dire que ¢ est définie positive peut aussi s’écrire : Vx € E\ {0} , ¢(x,x) > 0.

Si ¢ est un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E, le couple (E,¢) s’appelle un
espace préhilbertien réel.

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y se note en général : ¢(x,y) = (x|y) ou (x|y) ou (x, y).

Exemples :

1. Dans R", pour x = (x1,...,%s) ety = (y1,...,yn) *  (x|y) =x3y1+ - -+ XnVn.
Il s’agit du produit scalaire canonique sur R” ; la démonstration du fait qu’il s’agit bien d'un produit
scalaire est simple :

Rem: En notant X € M, ;(RR) le vecteur colonne (x1 ... xn)T et Y € M, 1(R) le vecteur colonne
(.. yn)T, onaaussi:| (x|y)=X"Y=Y"X.

2. De fagon plus générale, si E est un R-espace vectoriel rapporté a une base Z = (ey,...,e,), etsi x et
y sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (x1,...,x,) et (y1,...,yn) dans cette base, on

n
définit un produit scalaire sur E en posant : (x|y) = ) x;y;.
i=1
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3. Dans M, (R), si A = (a;)1<ij<n et B = (b;;)1<ij<n, ON peut poser :

T
<A|B> = ’EI'(A B) = Z ai/jbi,]‘.

1<i,j<n

Il s’agit du produit scalaire canonique sur M, (R).

n p min(n,p)
4. Dans R[X],pour P= Y ;X et Q=Y hXf: (P|Q)= ¥ aiby.
k=0 k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

b
5. Dans l'ensemble ¢ ([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a; b] on peut poser: (f|g) = / fg.
a

I.2. Norme associée a un produit scalaire

Si E est un espace préhilbertien réel, ot le produit scalaire est noté (-|-), on appelle
norme (euclidienne) associée 'application :

N:x € Er x| = /(x|x).
(cela a bien un sens car (x |x) > 0).

Exemples :

1. Dans R" , muni du produit scalaire canonique, si x = (x,...,x,) ona: ||x|| = X2

T

1
2. Dans M, (R), muni du produit scalaire canonique, si A = (a;,)1<;j<p Ona; [|[All= | ¥ ’112]‘ .
1<ijj<n

3. Dans l'ensemble %([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a;b] muni du produit scalaire

b
vu ci-dessus, on aura : ||f|| = 4/ [ f(£)2dt.
a

De la définition d’un produit scalaire découlent facilement les propriétés suivantes :
Propriétés :

1. Vx € E,|x|| =0r <= x = 0.

2. VxeE,VAER, |Ax]| = |A]||x]| -

3. Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

Si x est un vecteur non nul, alors est unitaire.

X
| x]|
4.V (xy) € B2, x+yl> = llxIP+2(x|y) + y]* -

(Ix+yl? = == yI) -

NN

5. Identité de polarisation : ¥V (x,y) € E?, (x|y) =

6. V(x,y) € B2, (x+ylx—y) =[x~y

7. Identité du parallélogramme :

v (xy) € B, [l +yl+ e =yl =2 (Il + lyl1?) -
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(Théoreme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x,y dans E on a:

[ < i) - Mlyll

et il y a égalité si et seulement si le systeme {x,y} est lié.

Corollaire 1.1: Inégalité triangulaire
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x,y dans E on a:
[l -yl < [lx] + [l

et il y a égalité si et seulement si la famille {x,y} est positivement liée (c’est-a-dire qu’il existe un réel
A positif tel que x = Ay ou y = Ax).

Corollaire 1.2:

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x,y dans E on a:
[l =Myl <l + w1l -
Exemples :

1. Dans R"” , muni du produit scalaire canonique, si x = (x1,...,%,) et y = (y1,...,yn, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz s’écrit :

<

~3

yi.

n
Y xiyi
i=1

2. Dans M, (R), muni du produit scalaire canonique, si A, B € M;(R), I'inégalité de Cauchy-Schwarz
s’écrit :

[;1:
I

i=1

[er(4B| < V(AT A) /(BT B).

3. Dans l'espace vectoriel E = ¢'([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a; b] muni du produit
scalaire usuel, si f, g € E, l'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

< \//ahf(t)zdt \//abg(t)2dt.

[ sty ar

II. Orthogonalité

Dans ce paragraphe, (E, (- | -)) désigne un espace préhilbertien réel.

II.1. Orthogonal d’une partie

é On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x|y) =0.

Rem: La relation (x|y) = 0 est équivalente a (y|x) = 0. La relation d’orthogonalité est donc
symétrique.

Soit A une partie non vide d"un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal a A si il est orthogonal a tout vecteur de A.

L’ensemble des vecteurs orthogonaux a A s’appelle I'orthogonal de A, noté AL. Ainsi :

At ={x€E|VacA, (x|a) =0}
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Théoréme 2:

Si x est un vecteur non nul de E, alors {x}J‘ est un hyperplan de E.
Un supplémentaire en est la droite vectorielle K.x.

| Si A est une partie non vide de E, alors A" est un sous-espace vectoriel de E.

Propriétés de 1'orthogonal :
1. Et = {0} et {0} =E;
2. V(A,B)e #(E)>, ACB= B+ C At

3. VA€ Z(E), At = Vect(A)*L;
il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (fj)je; est une base de F, un
vecteur x appartient a F si et seulement si pour tout i € I ona (x|f;) =0;

4. VAe2(E), Ac (AY)

5. Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E : (F+G)* =F-NG*.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d"un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(x,y) e FxG, (x|y)=0,

autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivaut a: F C G et/ou G C F*.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien E. On suppose que 1’on dispose
d’une base (f;)ic; de F et d'une base (g;)jc; de G.

Alors F et G sont orthogonaux si et seulement si pour tout (i,j) € I x ], fi L gj.

Exemples

1. Dans R?, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.e3 etle plan G = Vect(e; — ey, €1+ 2¢7).
Alors F 1 G. En fait, ici, F* = G.
Si H=1TR.e;,onaaussi F_l H, mais seulement F- D> H..

2. Dans R3, soit F = Vect(e1,e;) et G = Vect(e3, e, + e3). On n’a pas F L G mais par contre F- 1 G*.
Les deux plans F et G sont alors dits perpendiculaires.
i Rem : Les exemples précédents montrent qu’il faut faire attention a la terminologie employée.
Ainsi, dire que F et G sont orthogonaux ne veut PAS dire que 1'un est 'orthogonal de 1'autre !

| Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, alors FN G = {0}.
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IL.2. Familles orthogonales, orthonormées (ou orthonormales)

Une famille (x;)jc; de vecteurs d’un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si :
V(i,j) e ?,i#j= (xi|x;) =0.
Elle est dite orthonormée (ou orthonormale) si, en plus, ||x;|| =1 pour tout i € I, c’est-a-dire si

V(i j) € I*, (xi|xj) = 6.

. - i x ‘
Rem: Si (x;);c; est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille des vecteurs ( ||xl ” >
i

est orthonormée.

Si (x1,...,%p) est une famille orthogonale d"un espace préhilbertien réel, alors :

2
p
2
=2 Il
i=1

4
)%
i=1

Cas particulier :

(Théoreme 3: de Pythagore

Soit (E,(.|.)) un espace préhilbertien réel, et x,yy € E. Alors :

2 2 2
x Ly |[x+yl° = lxI"+ vl

‘Théoreme 4:

Si (x;)ie; est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.

Corollaire 4.1:

| Toute famille orthonormée est libre.

Exemple

Dans E = ¢([0; 7], R) muni du produit scalaire : (f|g) / f(t)g(t)dt, la famille de fonctions

fun it > cosnt,avec n € IN*, est orthonormée.

II.3. Orthogonalité en dimension finie

On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de
E qui est aussi une famille orthonormée.

Rem: En vertu du corollaire 4.1, pour qu'une famille (xq,...,x,) de vecteurs d'un espace vectoriel
euclidien forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :

— la famille soit orthonormée, c’est-a-dire : V (i, ) € [1;n]*, (x; |xj) =
- etque n =dimE.
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Théoréme 5:

Tout espace euclidien (non réduit & {0}) posseéde une base orthonormée.

Exemples

1. Dans R” muni du produit scalaire canonique, défini par :

n
six=(xy,...,xn) ety=(y1,...,yn), (x|y) = .leiyi
1=
la base canonique est une base orthonormée.

2. Dans M, (RR) muni du produit scalaire canonique défini par :
si A= (a;)1<ijen €t B = (bjj)1<ijen, (A|B) =te(ATB) = ¥ a;jb;;

1<i,j<n

la base canonique (Ei,j)1<i,j<n est une base orthonormée.

I1.4. Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Soit E un espace euclidien et Z = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (x1,...,x;) d'un vecteur x dans cette base sont données par : | x; = (e; | x) .

n
Ainsi:|Vx € E, x =Y (ej|x)e;.
i=1

Soit E un espace euclidien, muni d’une base orthonormée % = (ey,...,e,). Soient x et y deux vecteurs de
E :

n n
x=) xe; ety=) yie; avec(xi,...,xu)et(y1,...,yu) €R".
i=1 i=1

X1 Y1

On notera aussi X = : etY = : les matrices colonnes formées des coordonnées dans 4 des
Xn Yn

vecteurs x et y.

n
Par bilinéarité du produit scalaire : (x |y) = < Y xie;
i=1

3 yf€f>= L xiy;(eile)
j=1 N——

1<i,j<n
=0;,
donc :
n n
(rly) = Lxye=XTY =YTX| et |l = \[£ 22, [l = XX
1= 1=

III. Projections orthogonales

III.1. Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6:

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Alors :
1. E=F@F-.
2. (FY)" =F.
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§ Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E, ona: E = F @ F*.

F! s’appelle le supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire 6.1:

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace préhilbertien de dimension finie E on a :
(FNG)*+ = FL +G*.

Théoréme 7: Théoreme de la base orthonormée incomplete

Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormée de vecteurs de E
peut étre complétée en une base orthonormée.

III.2. Projection orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. On appelle :
e projection orthogonale sur F, notée pr, la projection sur F de direction F*.

e symétrie orthogonale par rapport a F, notée sr, la symétrie par rapport a F et de direction F*.

Rappel : sp = 2pr —Idg.

y x — pr(x)
e Ona, pour tout x € E : pp(x) L x — pp(x).
e Par définition d’une projection, v = pg(x)
est 'unique vecteur de E vérifiant y € F et
X—ye FtL. pP(X)

Directement d’apres la démonstration du théoréme 6, on obtient :

Théoréme 8:

Si (eq,...,en) est une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :

pe(x) = i (ei|x)e;.

Rem: Sil’on connait seulement une base orthogonale (ey,...,e,) de F, on a, pour tout x € E :
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Rem: Dans le cas particulier ot H est un hyperplan, et si n est un vecteur orthogonal a H, la formule

(n]x)

n d’olr :
2
([

précédente donne le projeté orthogonal de x sur la droite K. : pyu(x) =

pH(x)

Exercices

1. Dans R® muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique
de la projection orthogonale sur le plan P d’équation: x +y +z = 0.

2. Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique
de la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :

X1+ x+x3+x4=0
X1 +2xp +3x34+4x4, =0 .

IT1.3. Distance a un sous-espace vectoriel

Soit E un espace préhilbertien réel.
On appelle distance entre deux vecteurs x et y de E le réel

d(x,y) = |lx —yll-

Soit A une partie non vide d"un espace préhilbertien E.
si x est un vecteur de E, on appelle distance de x a A le réel :

dx,A) =inf{d(x,a), a € A} =inf{||x —a| , a € A}
(cette borne inférieure existe bien car c’est celle d’une partie non vide et minorée (par 0) de R).

Dans le cas ot A est un sous-espace vectoriel de dimension finie d"un espace préhilbertien, on a le résultat
suivant :

‘Théoreme 9:

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d"un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que

d(x,F)=d(x,y).

Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.
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Remarques

1. En reprenant les mémes notations, si (e1,...,e,) est une base orthonormée de F, on sait que

pr(x) = il (e | x)e;.

1=
n
On a donc ||pe(x)[* = ¥ (¢;|x)? puis, d’apres la relation de Pythagore (les vecteurs x — pr(x) et
=1
pr(x) étant orthogonaux),

lx = pe() |17 = [Ix1* = Ipe(x)11%,

ce qui donne la formule :

d(x,F)? = x| - 5_%1 (e ] x)2.

i=

2. Dans le cas particulier oit F est un hyperplan H, et si n est un vecteur orthogonal a H, on a vu que

le projeté orthogonal de x sur la droite K.n est: py.(x) = ~——-

(voir figure page 8).

Exercices

1. Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, soit le vecteur u = (1,1,1,3) et P le plan dont
xX+y+z+t=0

x—y+z—t:0'

Déterminer la distance de u a P.

un systeme d’équations est : {

1
2. Déterminer (a,b,c) € R3? tels que / x*(Inx — ax? — bx — ¢)>dx soit minimum, et calculer la valeur
0

de ce minimum.

II1.4. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Nous venons de voir dans le paragraphe précédent qu’il est important de pouvoir connaitre une base
orthonormée d’un espace euclidien. Le théoreme ci-dessous en fournit un procédé de construction.

‘Théoreme 10: Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (ay)rc; une famille libre de vecteurs de E, ot I désigne IN ou un
intervalle d’entiers de la forme [[1;n] avec n € IN*.

Alors il existe une et une seule famille orthonormée (ey)ic; telle que :
— Pour tout k € I, Vect{ey, ..., e} = Vect{ay, ..., a;};
- Vkel,

(ex |ax) > 0 (cette condition assure 1'unicité).

Remarques

k=1 b
1. Les formules by = ap — Y (e;|ay)e; puis e = m,
i=1
orthonormée (ex) de proche en proche a partir des a;, sont a retenir (mais il est tout aussi facile
de retenir la facon dont elles ont été obtenues...)

qui permettent de construire la famille

2. Sil’on veut seulement construire une famille orthogonale a partir des ay, il suffit de ne pas normer les
by ala fin du calcul, donc d’utiliser la formule

Z ez‘ak

= leill®

3. Si E est un espace euclidien, 8 = (ay,...,a,) une base de E et si &' = (ey,...,en) est la base
orthonormée de E obtenue par le procédé de Schmidt, la matrice de passage de la base # a la base
H' est triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs. En effet :
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— pour tout k € [1;n] on a Vect(ay,...,ax) = Vect(ey,...,er) donc la matrice est triangulaire
supérieure;

— si l'on considere la matrice inverse, c’est-a-dire la matrice de passage Pg,, le i-éme coefficient
diagonal est la i-eme coordonnée de a; sur e;, donc est égal a (a;|e;) puisque la base (e;) est
orthonormeée, et ce coefficient est positif par construction. Les coefficients diagonaux de la matrice
inverse sont donc aussi positifs.

Exercice On munit R3[X] du produit scalaire défini par :

YPQER[X], (PIQ)= [ PQ)dt.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procédé de Schmidt.

IIL.5. Représentation des formes linéaires d’un espace euclidien

Théoréme 11:

Soit ¢ une forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien E ;
Alors il existe un et un seul vecteur a € E tel que

Vx€E, ¢o(x)=(a|x) .

Rem: Lorsque ¢ est non nulle, son noyau Ker ¢ est un hyperplan H. D’apres le théoreme précédent, il
existe donc a € E tel que

H={xecEtq (a|x) =0} = {a}".

R.a est la droite orthogonale a H ; ses vecteurs sont les vecteurs normaux a H.
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