CHAPITRE VII - ESPACES VECTORIELS NORMES (rESUME)

ESPACES VECTORIELS NORMESI

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C .

I. Espaces vectoriels normés

I.1. Normes sur un espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :
a) Vx € E, N(x) > 0 (positivité).
b) Vx € E, N(x) = 0 = x = 0 (séparation).
c) Vx € E, VA € K, N(Ax) = [A|N(x) (homogénéité).
d) V(x,y) € E2, N(x +vy) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).
On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Rem : dans la propriété c), |A| désigne la valeur absolue de A si K =R, et le module si K = C

Rem: Le plus souvent, une norme sur E est notée || - || ou simplement || - ||.

Exemples

1. La valeur absolue dans R, le module dans C, sont des normes.

2. Si E est un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire (- |-), la norme associée a ce produit
scalaire (c’est-a-dire définie par ||x| = /(x|x)) munit E d’une structure d’espace vectoriel normé.

(Les propriétés ont toutes été démontrées dans le chapitre sur les espaces préhilbertiens réels)
Propriétés:
1. Si N est une norme sur E, on a en fait I'équivalence : Vx € E, N(x) =0 <= x =0

2. Si N est une norme sur E, il est facile de montrer par récurrence sur n que :

n n
Vne N*, V(xl,...,xn) c En, V()\l,...,/\n) € ]Kn, N(Z /\ixl-) <Y |)\1|N(X1)
i=1 i=1

3. Si (E, || ||) est un espace vectoriel normé, on a :

V(x,y) € B ||xll = yll | < x =]l
Un vecteur x d'un espace vectoriel normé (E, || ||) est dit unitairesi ||x|| = 1.
Rem: A tout vecteur x € E\ {0}, on peut toujours associer un vecteur unitaire : ‘i—H .

I.2. Normes usuelles sur un K-espace vectoriel de dimension finie

Lemme:

Soit A une partie non vide et majorée de R. Alors, pour tout réel k >0 :
sup(kA) = ksup A.
(kA désigne 'ensemble {kx | x € A}).
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CHAPITRE VII - ESPACES VECTORIELS NORMES (rESUME)

Rem: Ce résultat figure désormais explicitement au programme, et peut donc étre utilisé directement.

(Théoreme 1:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7, rapporté a une base % = (e, ..., e,). Pour tout
n
x = ). x;je; de E, on pose :

i=1
n n 2
a)[xlly =) |xl Bixlla =/ xl" @ lxlle = max fxif -
i=1 i=1 <isn

On définit ainsi trois normes sur E.

I.3. Normes usuelles sur M, (K)

M, (K) est un K-espace vectoriel de dimension n2. Il est généralement rapporté a la base canonique (Eij) :
si A =(aj)1<i<n € Mu(K), A= Y.a;iE;j, les a;; sont les coordonnées de M dans la base canonique (Ej)).
‘ i

1gj<n
On peut donc comme ci-dessus définir trois normes || ||, || |, || |l :
alal,= X |ay| w4l = Al = max |a] .
()€ [Lin]

@fe[n]?

§ On dit qu'une norme N sur M, (K) est une norme d’algebre si

V (A, B) € M,(K)?, N(AB) < N(A)N(B).

Lanorme || | n’est pas une norme d’algebre : il suffit par exemple de considérer A =B =] ot | = (1).

La norme est une norme d’algébre.
1 g

Rem: on peut démontrer que la norme || ||, est aussi une norme d’algebre, mais cela n’est pas immédiat.

La norme N définie sur M, (K) par :
VA€ Mu(K), N(A) =n|A|

est une norme d’algebre.

L'application définie sur M, (K) par :

VA € My(K), N(A) = max (i )ﬂif )
=1

1<i<n =

est une norme d’algebre sur M, (K).
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I.4. Normes usuelles sur %([a; D], K)

‘Théoreme 2:

Pour toute f € €([a;b], K) (avec a < b), on peut poser :

b b
Dfl= [ 1rola Bifl,= [IfoPd 9l = sup £

tela;b]

On définit ainsi trois normes sur % ([a; b], K).
Rem : |f(t)| désigne la valeur absolue de f(t) si K =R, et le module si K = C

Rem: Dans ¢([a;b], K), la norme || || s’appelle la norme de la convergence uniforme.

I.5. Distance associée a une norme

§ Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Si (x,y) € E2, on appelle distance de x a y le réel :

d(x,y) = [[x —yl|.

Propriétés:

p—

. V(x,y) €E?,dx,y)>0.

2. V(x,y) € E?, d(x,y) = d(y, x) .

3. V(x,y) €E? ,d(x,y) =0 <= x=1y .
4

V(2 € B Jdey) — dy,2)| <d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E non vide, et x € E.

L'ensemble {||x —al| |a € A} est une partie non vide de R, minorée par 0; elle admet donc une
borne inférieure, appelée distance de x a A, et notée d(x, A) :

d(x, A) = algg d(x,a).

Remarques
1. En général, le réel d(x, A) n’est pas un minimum, c’est-a-dire que la borne inférieure n’est pas
nécessairement atteinte.
Exemple : Dans R, prendre x =0 et A = {%, ne ]N*}.
2. La distance de x a A peut étre nulle sans que x appartienne a A.
Exemple : le méme que ci-dessus.
3. Méme si d(x, A) est atteinte en un point, ce point n’est pas nécessairement unique.

Exemple : Dans IR> muni de la norme euclidienne usuelle, considérer un cercle et son centre.
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I.6. Boules et spheres

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé, a un vecteur de E et r un réel positif.
On appelle :

e boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble :

B(a,r)={x€E, dax)<r} = {x€E, ||x—a| <r}.

e boule fermée de centre a et de rayon r 1’ensemble :

Be(a,r)={x€E, d@ax)<r} = {x€E, ||[x—al<r}.

e sphere de centre a et de rayon r 'ensemble :

S@,ry={x€E,dax)=r} = {x€E, ||x—a|=r}
On parle de boule unité ou de spheére unité dans le cas a = 0p et r = 1.
Exemples

1. Dans R muni de la valeur absolue: B(a,r) = la —r;a+r[, Bf(a,r) =[a—r;a+7r], S(a,r) = {a—r,a+r}.

2. Dessin des boules unités pour les trois normes usuelles de R? :

<

By = {(x,y) € R?| x| +Jy| <1}

B, ={(x,y) e R? | ¥ +> <1} >

Beo = {(x,y) € R? | max (|x], |y|) <1}

‘ Déf 7: Voisinages ’

existe ¥ > 0 tel que B(a,r) C V.

Soit E un espace vectoriel normé, et 2 € E. On dit qu'une partie V de E est un voisinage de a s’il
On note ¥(a) 'ensemble des voisinages de a.

Rem: Dans le cas particulier E = IR, on définit les voisinages de +co (resp. —co) comme les parties de
R contenant un intervalle de la forme Ja; +oo[ (resp ]—oco;al).

| Déf 8: Parties convexes|

Une partie A d’un espace vectoriel est dite convexe si, pour tout (v,y) € A2, le segment
[x;y] = {tx+ (1 —t)y |t € [0;1]} estinclus dans A.

| Une boule (ouverte ou fermée) est une partie convexe.

[Déf 9: Parties bornées]

Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé. Une partie A de E est dite bornée si :
dMeR telque Vxe A, |x]| <M
Cela équivaut a: A C B(0, M).
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I.7. Comparaison de normes

Soient (N7, Np) deux normes sur un K-espace vectoriel E. On dit que N et Np sont équivalentes si
et seulement si :
Ja >0, 3> 0telsque Vx € E, aNj(x) < Na(x) < BNy(x)

( c’est-a-dire que les rapports % et % sont bornés sur E \ {0}.)

| C’est une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes de E.

Exemples

1. Comparaison des trois normes usuelles dans un K-espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, rapporté & une base & = (ey,...,e;). Pour tout

n
x= Y xje;de E,ona:
i=1

¥l < ¥l <m-lIxlle+ lIxlleo < llxlla < V- lIxllee et lxlly < [lxlly < Vo llx]l, -
Ces trois normes sont donc deux a deux équivalentes.

2. Comparaison des trois normes usuelles dans €([a; D], R)

Pour toute f € ¥([a;b],K) (avec a < b),ona:
Ifli<vo—alflly , [fllz<vVb—alflle . Ifli<®=a)fl -

Cependant, ces trois normes sont deux a deux non équivalentes, comme le montre 1’exemple de la

. . t—a " PRy . £z n
suite de fonctions f;: ¢t — (m) (n € N) : on vérifie que les suites de termes généraux |||‘J} IJ“” ,
— nil2
[Lfnll2 [Lfnll oo [ P I lleo 4
Al et A tendent vers 4-oco avec #n, donc les rapports T T et TR sont pas bornés.
nll1 nll1 2 1 1

Soit E un K-espace vectoriel, et Nj, N deux normes sur E.

Si les deux normes Nj et N, sont équivalentes, alors toute boule ouverte pour 1'une de ces deux
normes contient une boule ouverte de méme centre pour 1’autre norme.

Illustration

7ab\
N4

Corollaire 6.1:
Soit E un K-espace vectoriel, Nj, Ny deux normes sur E et a € E.

Siles deux normes Nj et Np sont équivalentes, alors ’ensemble ¥U(a) des voisinages de a est le méme
pour les deux normes.
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Soit E un K-espace vectoriel, et N;, N deux normes sur E.
Si les deux normes Nj et Np sont équivalentes, alors toute partie bornée pour 1'une est bornée pour
l'autre .

i Rem : Lorsque E est de dimension infinie, une partie peut étre bornée pour une norme et non bornée pour
une autre!

Considérer pour cela : E = €([0;1],R), et A = {fy, n € N} avec f, : t — nt". Alors A est bornée
pour la norme Nj, mais ne l’est pas pour la norme Noo.

On a cependant le résultat important suivant :

Théoréme 3: (admis)

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes.

II. Suites dans un espace vectoriel normé

II.1. Suite d’éléments d’un K-espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel. On appelle suite d’éléments de E toute application

I — E .
u: ,out I est une partie de IN. On la note : (u,)c;.
no— Uy

Remarques

1. Si I est une partie finie de IN, la suite est dite finie. Ce cas n’a aucun intérét ici.

2. Si I est une partie infinie de IN, I est équipotent a IN (voir cours de probas), et on peut donc se limiter
au cas I = IN, ce que 'on fera par la suite.

3. Ne pas confondre : une suite peut étre infinie et ne prendre qu'un nombre fini de valeurs (ex : (—1)").

L'ensemble EN des suites définies sur IN et a valeurs dans E a une structure de K-espace vectoriel
pour les lois (< usuelles ») :si u,v € EN et A € K, on pose :

U+DV:n— Uy + 0y
A n— Auy, .

— Par la suite, on supposera que E désigne un espace vectoriel normé, et on notera || || sa norme (ou
simplement || || s'il 'y a pas de confusion possible).

II.2. Suite bornée

Une suite (u,) € EN est dite bornée si son ensemble image est une partie bornée de E, c’est-a-dire :
dMeRtelque Vi € N, ||u,|| <M.
Rem: La proposition 7 montre que, si une suite est bornée pour une norme, elle I'est aussi pour toute

norme équivalente; et 'exemple donné a la suite de cette proposition montre qu'une suite peut étre
bornée pour une norme sans 1’étre pour une autre!
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1. L'ensemble (N, E) (noté plutot £*°(E)) des suites bornées d’éléments de E est un sous-espace
vectoriel de EN.

2. (*(E) est muni d’une structure d’espace vectoriel normé pour la norme || ||, définie par :

si u € L2(E), [Jullo = sup [un| -
nelN

I1.3. Convergence d’'une suite

§ Une suite (u,),en d’éléments de E est dite convergente s’il existe ¢ € E tel que :

Ve>0, dng e Ntelque Vn € N, n > ny = |ju, — || <e.

Théoréme 4:

Si (u,) est une suite convergente, le vecteur ¢ précédent est unique.

On l'appelle limite de la suite u, etonnote : £ = lim u,
n—-+4o0o

Remarques

1. Dire que ¢ = lim u, peut aussi s’écrire :
n——+00

Ve>0, 3ng e NtelqueVn € N, n>ng = u, € B({,¢)
ou encore, puisque toute boule ouverte de centre ¢ est un voisinage de ¢ et que tout voisinage de ¢

contient une telle boule :
VVeUW), dngpe NtelqueVn e N, n2ny = u, €V

L'intérét de cette écriture est qu’elle permet de généraliser la définition de la limite au cas d’une suite
réelle (1) qui tend vers £co. En effet, un voisinage de +oco dans R étant une partie qui contient un
intervalle de la forme JA; +oo[, dire que la suite rélle u tend vers +oo s’écrit donc :

VAeR, 3nge NtelqueVn e N, n>ng = u, > A.

2. Dire que ¢ = 11111 uy signifie aussi que la suite réelle ||u, — /|| tend vers 0 quand n — +oo.
n—-+4oo

3. On ne change pas la nature d’une suite, ni, pour une suite convergente, sa limite, lorsqu’on remplace
la norme par une norme équivalente.

Cela découle directement du fait que les ensembles U(¢) sont les mémes pour les deux normes.

Cela n’est plus forcément le cas lorsqu’on considére deux normes non équivalentes : prendre I’'exemple
de la suite de fonctions f;;: t — " , dans %([0;1],R) : cette suite converge vers la fonction nulle au
sens de la norme || ||;, mais pas au sens de la norme || puisque, pour tout 7, ||full; = 7 et

1
Ifall o, =1

oo

Théoréme 5:

Toute suite convergente est bornée.

f Rem : Une suite bornée n’est pas forcément convergente ! Exemple : la suite de terme général u,, = (—1)".

Théoréme 6:

1. Soient (uy,) et (v,) deux suites d’éléments de E convergentes resp. vers ¢ et ¢ dans E. Alors
la suite (u, + v,) converge vers £ + ('.

2. Soit (A;) une suite d’éléments de K convergente vers A € K, et (u#,) une suite d’éléments de
E convergente vers ¢ € E. Alors, la suite (A, - u,) converge vers A - £ .
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Corollaire 6.1:
L'ensemble des suites convergentes d’éléments de E est un sous-espace vectoriel de EN, et 'applica-
tion qui a une suite convergente associe sa limite est linéaire.

II.4. Suites extraites

Soit u € EN. On appelle suite extraite de u toute suite de la forme (u(P(n)) , oll ¢ est une application
strictement croissante de IN dans IN.

Théoreme 7:
Si u est une suite d’éléments de E qui converge vers ¢, toute suite extraite de u converge, vers la

méme limite ¢ .

Exemple
La suite de terme général u, = (—1)" diverge, puisque les deux suites extraites (u,) et (u2,41) sont
convergentes de limites différentes.

On a dans certains cas une sorte de réciproque au théoréme précédent :

Soit u une suite d’éléments de E. On suppose que les deux suites extraites (up,) et (up,+1)

convergent, vers la méme limite £.
Alors la suite u converge vers /.

I1.5. Cas de la dimension finie

Théoreme 8:
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (e1,...,ep) une base de E, et (u,) une

P
suite d’éléments de E. Pour tout n € IN, u, peut s’écrire : u, = Y u;qe; (les (4;,)ncN sont les
i=1
suites coordonnées, a valeurs dans K). Alors :
1. La suite (u,) est convergente dans E si et seulement si, pour tout i € [1;p], la suite (u;,) est

convergente dans K.

P
2. Et,danscecas,si £ = ) lie;= lim uy,ona:Vie[l;p], ;= Lm u;,.
A=l n—+oo n——+oo
(de fagon simplifiée, les coordonnées de la limite sont les limites des coordonnées).

Cas particulier: C étant un R-espace vectoriel de base (1,i) (les coordonnées d’un complexe z dans cette
base étant Re (z) et Zm (z)), on a le corollaire suivant :

Corollaire 8.2:
Pour qu'une suite (z;),en de nombres complexes soit convergente, il faut et il suffit que les deux
suites réelles (Re(zy)), et (Zm(zn)), soient convergentes, et 'on a alors :

Re(limz,) = lim(Re(z,)) et ZIm(limz,) = lim(Zm (z,))
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III. Topologie d’un espace vectoriel normé

II1.1. Ouverts

Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé. Une partie () de E s’appelle un ouvert si :
—soit: Q=0
- soit : pour tout x € ), il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q).
Propriétés:
1. @ et E sont des ouverts .
2. Une boule ouverte est un ouvert.

3. La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est un ouvert.

4. L'intersection d'une famille finie d’ouverts est un ouvert.
Rem: La derniére propriété tombe en défaut lorsque la famille n’est pas finie.
. 11
Considérer par exemple | } - { .

7
nelN* non

II1.2. Intérieur

Soit A une partie non vide d"un espace vectoriel normé E. On dit que a € A est un point intérieur a
A si et seulement si il existe 7 > 0 tel que B(a,r) C A.

o
L’ensemble des points intérieurs a A s’appelle l'intérieur de A, et se note A.
o

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.

Propriété: L'intérieur d'une boule fermée est la boule ouverte de méme centre et de méme rayon.

Exemple

Dans IR, puisque tout intervalle d’intérieur non vide contient une infinité de rationnels et une infinité
d’irrationnels, on a :

o
| Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. Alors : A est un ouvert <= A = A.

II1.3. Fermés

> On dit qu'une partie F d"un espace vectoriel normé est un fermé si son complémentaire est un ouvert.

Propriétés:
1. @ et E sont des fermés. (Rem : on peut démontrer que ce sont les seules parties i la fois ouvertes et fermées
de E).
2. Une boule fermée est un fermé.
3. L'intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

4. La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.
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II1.4. Adhérence

Soit A une partie non vide d'un espace vectoriel normé E. On dit que a € E est un point adhérent a
A si et seulement si pour tout ¥ > 0, B(a,r)NA # @.

L’ensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

Notons, que, par définition, on a toujours : A C A.
Rem: Par extension, si A C IR, on dit que +oo (resp. —c0) est adhérent & A si et seulement si Va € R,

la;+oo[NA#Q (resp |—o0;a[N A # D). Ainsi, +o0 sont adhérents a R.
On note alors R = RU {+oo}

Propriété: L'adhérence d'une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.

| Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E. Alors : A est un fermé <= A = A.

Déf 19:

Soit E un espace vectoriel normé, et A C E. On dit que A est dense dans E si et seulement si A = E.
Exemple : Q et R\ Q sont denses dans R

Soit E un espace vectoriel normé, x un élément de E et A une partie non vide de E. Alors :
d(x,A) =0 <= x estadhérenta A.

III.5. Effet d’'un changement de norme

Soit E un K-espace vectoriel, et Nj, N deux normes sur E.
Siles deux normes Nj et N, sont équivalentes, alors toute partie ouverte pour 1'une est ouverte pour
l'autre .

Ainsi, si N; et N, sont deux normes équivalentes sur un espace vectoriel normé E, les ouverts pour les
deux normes sont les mémes.

II en résulte qu’il en est de méme pour les notions de fermé, de voisinage, d'intérieur et d’adhérence; en
particulier, dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes ces notions sont indépendantes de la norme
considérée.

II1.6. Lien avec les suites

(Théoréme 9: Caractérisation séquentielle de ’adhérence

Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E. Alors :

a € A <= il existe une suite d’éléments de A qui converge vers a.

(Théoreme 10: Caractérisation séquentielle des fermés

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E.

A est un fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A qui converge dans E converge dans
A.
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f Rem : Pour démontrer qu'une partie est fermée, il est bien plus commode d’utiliser la caractérisation
séquentielle que la définition initiale (complémentaire d'un ouvert, puis utilisation de boules
ouvertes incluses dans...).

Exercices

1. Dans un espace vectoriel E de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F est un fermé.

2. Soit S le sous-ensemble de M ,(IR) formé des matrices stochastiques, c’est-a-dire a coefficients positifs
ou nuls et telles que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Alors S est une partie fermée de M,(RR).

Corollaire 10.1: Caractérisation séquentielle d’une partie dense

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. Alors A est une partie dense dans E si et seulement
si tout élément de E est limite d’une suite d’éléments de A.

Exercice Le groupe linéaire GL,(KK) est dense dans M ,(K) .

i Rem : Les 3 exercices précédents sont importants et sont a retenir.
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