CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

SERIES ENTIERESI

I. Définition

Soit (a,) une suite de nombres complexes.
On appelle série entiere de la variable complexe z et de coefficients (a,) la série de fonctions

Y oayz".

nelN

Y oauz" converge} ; ’est le domaine de

Le domaine de convergence de cette série est D = {z eC
nelN

définition de la fonction somme de la série entiére, définie par :

—+o0
VzeD, f(z) =) anz".
n=0

Rem : Dans les écritures ci-dessus, on pose 29 = 1, méme si z = 0. Ainsi, on a toujours 0 € D, et

f(0) =ao.
Exemples

1. Un polyndme en z est une série entiere dont les coefficients sont nuls a partir d’un certain rang. Dans
cecas, D=C.
n

z PR .
2. ¥ —7 est une série entiere pour laquelle D = C (sa somme est €).
neN

3. Y nlz" est une série entiere pour laquelle D = {0} (en effet, pour tout z # 0, la suite (n!z") n’est
neN
pas bornée, d’apres les résultats sur les croissances comparées des suites usuelles).

n
4. Si a est un complexe nonnul, ¥ = est une série entiere pour laquelle D = {z € C tq |z| < |a|} est

n

nelN

le disque ouvert de centre 0 et de rayon [a| (et, pour tout z € D, on aici f(z) = - i -)-

5. Si a est un complexe non nul, Y. est une série entiere pour laquelle D = {z € C tq |z| < |a|}

nelN
est le disque fermé de centre 0 et de rayon |a|.

n2an

II. Rayon de convergence d’une série entiere

II.1. Définition du rayon de convergence et propriétés

Ce paragraphe détaille les propriétés du domaine de convergence d’une série entiere. Tous les résultats sont
basés sur le théoreme suivant, trés important :

(Théoreme 1: Lemme d’Abel

Soit Y a,z" une série entiere.
neN
On suppose qu’il existe un complexe non nul zj tel que la suite (a,z{) soit bornée.

Alors, pour tout complexe z tel que |z| < |zp|, la série numérique Y. a,z" est absolument
nelN

convergente.
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

Soit Y. a,z" une série entiere. L'ensemble I des réels positifs r tels que la suite (a,7") soit bornée
nelN
est un intervalle contenant 0 (en effet, 0 € I etsi r > 0 appartient a I, tout réel v’ tel que 0 <7/ <r

appartient aussi a I).
On appelle alors rayon de convergence R de cette série entiere la borne supérieure (dans R) de cet
intervalle :

R =sup{r € Ry | (a,r") bornée} ou R =sup {r € Ry | (|a,|r") bornée} (R € Ry U{+oo}).

Remarques

Il y a deux cas particuliers importants.

1. Si R = 0, quel que soit z non nul, la suite (a,z") n’est pas bornée : la série Y a,z" est alors
nelN
grossierement divergente. Elle ne converge que pour z = 0.

Exemple: Y, nlz".
neN
2. Si R = 400, la suite (a,r") est bornée pour tout r € R;. Puisque, pour tout complexe z, il existe

r € R4 tel que |z| < 7, il résulte du lemme d’Abel que la série entiere Y. a,z" est absolument
nelN
convergente pour tout z € C.

Z?’l
Exemple: Yy, —.
neN 1!

Dans le cas général, on a le résultat suivant :

(Théoreme 2:
Soit ) a,z" une série entiére de rayon de convergence R.
neN

1. Si R > 0, alors :

pour tout z tel que |z| < R, la série ), a,z" est absolument convergente.
nelN

2. Si R < +o0 alors :

pour tout z tel que |z| > R, la série ) a,z" est (grossierement) divergente.
neN

— Ce qui est important pour I'étude d’'une série entiére est la recherche des z tels que la suite (a,z") soit
bornée.

D’autres caractérisations du rayon de convergence peuvent étre utiles :

Soit ). a,z" une série entiére. Son rayon de convergence R peut étre défini par I'une des égalités
neN
suivantes :

a) R=sup {z| tqla série ). a,z" est absolument convergente} ;
neN

b) R =sup {z| tqla série ). a,z" est convergente} ;
neN

¢) R =sup {z| tq ngrrooanz" = 0} ;

d) R =sup {|z| tq la suite (a,z") est bornée} .
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0.
nelN

On appelle disque ouvert de convergence de cette série entiére ’ensemble

D={zeCtq |z| <R} (boule ouverte de centre 0 et de rayon R).

Rem : Dans le cas d'une série entiere ) a,x" de la variable réelle x, on parle alors de
nelN
l'intervalle ouvert de convergence |—R;R[.

Ce disque ouvert de convergence est donc caractérisé par les propriétés suivantes :

e Siz € D, la série entiere ), a,z" est absolument convergente.
nelN

e Siz¢D,lasérieentiere Y a,z" est (grossierement) divergente.
nelN

e Si |z| = R on ne peut rien dire a priori (le cercle de centre 0 et de
rayon R s’appelle parfois le cercle d'incertitude).

II.2. Méthodes de détermination du rayon de convergence

I1.2.1. Application de la définition de R

Les remarques qui suivent découlent directement de la définition du rayon de convergence d'une série
entiére (ou de 1'une des définitions équivalentes vues plus haut), et peuvent aider a sa détermination (ou a
un encadrement).
Soit ), a,z" une série entiére et R son rayon de convergence.
neN
— Sila série ) a,z" converge pour z = zg, alors R > |zo].

— Sila série ) a,z" diverge pour z = z7 alors R < |z1].

— Sila série }_a,z" converge non absolument pour z = z,, alors R = |z,|.

— Si la suite (a,z") est bornée pour z = zy, alors R > |zg|.

— Si la suite (a,2") ne converge pas vers 0 pour z = z1, alors R < |z1].

— Sila suite (a,2z") est bornée mais ne converge pas vers 0 pour z = z,, alors R = |z,].

Exemples

z" .
1. ). — estsemi-convergente pour z = —1 : son rayon de convergence est donc R = 1.
nEN*

On peut aussi dire : la série diverge pour z = 1, donc R < 1; et elle converge absolument pour |z| < 1
(par comparaison a la série géométrique de terme général |z|"), donc R > 1.

z Py z
2. )} = converge (absolument) pour z = 1 : son rayon de convergence R est donc supérieur ou égal
nEN* n?

a 1; puisque la suite (%) ne converge pas vers 0 dés que |z| > 1,ona: R <1.En définitive, R = 1.

Zn

3 L Gy

ZH

‘ B+ (=1)m)"
R=2.

: cette suite est donc bornée pour z = 2, mais elle ne converge pas vers 0, donc

Les deux premiers exemples sont un cas particulier du résultat suivant, qui figure désormais au programme,
donc qui peut étre utilisé directement.

| Pour tout réel «, le rayon de convergence R de la série entiere ), n*z" est égala 1.
nelN*
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I1.2.2. Utilisation des régles de comparaison

‘Théoreme 3:

Soient ), a,z" et ), byz" deux séries entieres de rayons de convergences respectifs R, et Ry.
neN neN

1. Sia, ~ by, alors R, =Ry.
n—+o0o

2. Si |ay| < |by| (au moins a partir d'un certain rang), alors R, > R;.

3. Si ay, = O(by) ou a, = o(by), alors R, > R;.

Exemples

1. Rayon de convergence de la série entiere ), a,z" ol a, désigne la n-iéme décimale apres la virgule
neN
dans l'écriture décimale illimitée de 7.

2. Rayon de convergence de la série entiere d,z™ ou d, estle nombre de diviseurs de 7.
Y

nelN*

3. Rayon de convergence de la série entiere Y. (cosn)z". Quelle est sa somme?
neN

4. Rayon de convergence de la série entiere Y. (chn)z". Quelle est sa somme?
neN

I1.2.3. Utilisation de la régle de d’Alembert pour les séries numériques

On consideére ici une série entiere ) a,z" telle que, pour tout entier 1, a, # 0.

neN
Pour tout z € C*, la suite de terme général u, = a,z" ne s’annule donc pas. On peut alors essayer
d’appliquer la regle de d’Alembert a la série a termes positifs }_ |u,|, en étudiant la limite éventuelle lorsque

|t 11]

|un|

n — 400 du rapport

T . a
, ¢’est-a-dire de I'expression ).
a

On rappelle que, si £ = lim [tnta] existe (dans R) :

n—-+oo ‘un|
- si £ <1, la série de terme général u, est absolument convergente;
— etsi £ > 1, cette série est (grossierement) divergente.

Exemples

i s n!
1. Rayon de convergence de la série entiere ), —z".
neN+ 1"
Ari s n _3n
2. Rayon de convergence de la série entiere ), oz
neN

2o N 2
3. Rayon de convergence de la série entiere ) nlz'" .
nelN

4. Rayon de convergence de la série entiere Y (*')z%"*1.
neN

III. Opérations sur les séries entieres

II1.1. Somme de deux séries entiéres
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‘Théoreme 4:

Soient ), a,z" et ) byz" deux séries entieres de rayons de convergences respectifs R, et Ry.

nelN nelN
- Si R; # Ry, la série entiere Y. (a, + by)z" a pour rayon de convergence R = min(Ry, Rp).
nelN
- Si R; = Ry, la série entiere Y. (a, + by)z" a un rayon de convergence R > R,.
nelN

— Dans les deux cas, on a, pour tout z tel que |z| < min(R,, Rp) :

—+o0 —+o0 —+o0
= Zanz" + Ebnz".
n=0 n=0

Z (an +by)z"

n=0

1
Rem: Si R, = R,, il se peut que R > min(R,, Rp) : par exemple, ngNz” et neZJN(Z_" —1)z" ont toutes
deux un rayon de convergence égal a 1, mais le rayon de convergence de leur somme est 2.

III.2. Produit de Cauchy de deux séries entiéres

On considere ici deux séries entieres ) a,z" et ), b,z" de rayons de convergences respectifs R, et R;.
neN neN

Pour z tel que |z| < min(R,, Ry), posons u, = a,z" et v, = b,z". Les deux séries de terme général u, et
v, sont alors absolument convergentes. On peut alors considérer leur série produit de Cauchy dont le terme
général w, est défini par :

n n

wy = Z Upv,_x soit wy, = (Z ﬂkbn—k> z".
k=0 k=0

Si on pose, pour tout entier naturel » :

akbn,k = Z ﬂpbq ’

k=0 p.geN
ptq=n

n
Cp =

la série entiere ), c,z" s’appelle la série produit de Cauchy des deux séries entieres ), a,z" et ) b,z".
neN neN ne€N
Les résultats du cours sur les séries absolument convergentes permettent alors d’énoncer directement le

théoréme suivant.

‘Théoreme 5:

Soient ), a,z" et ), b,z" deux séries entieres de rayons de convergences respectifs R, et R;.
neN neN

n
Posons, pour tout n € N : ¢, = Y agb, .
k=0

Le rayon de convergence R. de la série entiere ) c,z" est tel que R > min(R,, Rp). De plus, pour
nelN
tout complexe z tel que |z| < min(R,4, Rp), ona:

—+o0 —+o0 —+o0
Y ez = (E anz") (Z bnz") )
n=0 n=0 n=0

Exemples
1. En effectuant le produit de Cauchy de la série entiere ) z" par elle-méme, on obtient :
nelN
1 sy
pour tout nombre complexe z tel que |z| <1, a2 =) (n+1)z".
- n=0

2. Plus généralement, on peut démontrer par récurrence sur 'entier p € IN* que :

1 +°°<n+p—1>
VpelN*,VzeCtq |z| <1, ——— = z".
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

IV. Continuité de la somme d’une série entiére

IV.1. Cas d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme 6:

La série entiere ) a,x" de la variable réelle x, de rayon de convergence R > 0, est normalement
nelN

convergente sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence |—R; R].

f Rem : Il n'y a pas nécessairement convergence normale ni méme convergence uniforme de la série entiére sur tout
lI'intervalle de convergence.

Exemple
La série entiere de la variable réelle Y (—1)"! z converge simplement vers x — In(1+ x) sur
NnEN*
[—1;1].
_1; 1
Il n’y a pas convergence normale sur |—1;1], car |luy ||Lo Ll _ .

Il n’y a pas convergence uniforme sur |—1;1[, car sinon, le théoréeme de la double limite conduirait a
une absurdité.

Il y a cependant convergence uniforme sur tout segment [a;1] avec —1 < a < 1 (en utilisant la
majoration du reste d’une série alternée).

Théoréme 7:

Soit ). a,x" une série entiére de rayon de convergence R > 0 (x € R).

neN
+00
La fonction somme x — Y. a,x" est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R; R[.
n=0

Corollaire 7.1:

Soit (a,) une suite d’éléments de C, et ), a,x" une série entiere de la variable réelle x, de rayon de
nelN

—+00
convergence R > 0. Posons, pour x € |-R;R[, f(x) = Y aux".
n=0

Alors, pour tout entier p, f admet au voisinage de 0 le développement limité :

flx) = i apx™ + O(xPT1).
n=0

IV.2. Cas général

Dans le chapitre 8, nous avons défini la notion de continuité d’une fonction définie sur un espace vectoriel
normé et a valeurs dans un autre espace vectoriel normé. En particulier, dire qu'une application f définie
sur une partie D de C et a valeurs dans C est continue en un point zy de D s’écrit :

Ve>0,Ja>0telqueVze D, |z—20| <a = [f(z) — f(z0)| <&

Certains résultats sur les suites et séries de fonctions peuvent également étre étendus sans difficulté aux
fonctions de C dans C.

Soit (u,) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C.
On dit que cette suite converge simplement sur D s’il existe une fonction u: D — C telle que :
Vze D, lim u,(z) =u(z).

Jim iy (z) = u(z)
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

Soit (u,) une suite de fonctions définies sur une partie non vide D de C et a valeurs dans C.
On dit que cette suite converge uniformément sur D s’il existe une fonction u: D — C telle que

. D _
ngrfoo Jun —ul|  =0.

On a noté, comme d’habitude : ||u, — u||?o = sup {|un(z) —u(z)| | z € D}, et cette définition suppose
que les fonctions u, — u sont bornées sur D (au moins a partir d’un certain rang).

Théoréme 8:

Si les uy sont continues sur D et si la suite (u#,) converge uniformément sur D vers une fonction
u, alors u est continue sur D.

Soit ) uy une série de fonctions définies sur une partie D de C et a valeurs dans C.
nelN

1. On dit que cette série converge simplement sur D si pour tout z € D la série numérique

Y. un(z) est convergente.
neN

2. On dit que cette série converge uniformément sur D si elle converge simplement sur D et si la
suite (R,) des restes converge uniformément sur D vers la fonction nulle.

3. On dit que cette série converge normalement sur D si les u, sont bornées sur D (au moins a
partir d’un certain rang) et si la série numérique Y. ||un ||l§o converge.
nelN

On démontre exactement de la méme fagon que pour les séries de fonctions de la variable réelle le résultat
suivant :

‘Théoreme 9:

Si (un)nenN est une suite d’applications de D C C dans C telle que la série de fonctions Y. u, est
nelN

normalement convergente sur D, alors :

a) Pour tout z € D, la série Y, uy(z) est absolument convergente dans C.
neN

b) La série de fonctions ), u;, est uniformément convergente sur D.
nelN

Le théoréme suivant généralise le théoreme 6 dans le cas d'une série entiére de la variable complexe.

‘Théoreme 10:

Soit (a,) une suite de nombres complexes. La série entiere ), a,z" de la variable complexe z, de
nelN
rayon de convergence R > 0, est normalement convergente sur tout disque fermé inclus dans le

disque ouvert de convergence.

(Théoreme 11:
Soit (a,) une suite de nombres complexes et ), a,z" une série entiere de rayon de convergence
nelN
R>0(zecC).

—+o0
La fonction somme f: z+— ) a,z" est continue sur son disque ouvert de convergence.
n=0
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Exemples

1. La série entiere ) z" a pour rayon de convergence 1 et :
nelN

+o0 " 1
VZGB(O,l), ZZ :E

n=0

Il résulte du théoreme précédent que la fonction z — est continue sur B(0,1).

n

£ s .y Z
2. La série entiere ), — a pour rayon de convergence +oo et :
nelN 1

n

+oo .
VzeC, ), =
n=0
Il résulte du théoréme précédent que la fonction z — e* est continue sur C.
V. Dérivation. Intégration
V.1. Série dérivée

Soit Y a,z" une série entiére.
nelN

On appelle série dérivée de cette série la série entiere :

Y naz"! (: Y (n+ 1)an+1z”> .

nx1 n=0

On appelle série primitive de cette série la série entiere :

n__n+1 _ Vv -1 n
Z:n—l—lz <_Z nz>'

n=0 n>1

Théoréme 12:

Une série entiere, sa série dérivée et sa série primitive ont méme rayon de convergence.

V.2. Dérivation d’une série entiére de la variable réelle

(Théoreme 13:

Soit (a,) une suite d’éléments de C, et ) a,x" une série entiere de la variable réelle x, de rayon
nelN

—+o0
de convergence R > 0. Posons, pour x € |—-R;R[, f(x) = ¥ aux".
n=0

Alors f est de classe ¢! sur |—R;R] et, pour tout x € |—R;R[ :

f(x) = Jrzolona Xl = JrZozo(n—i—l)a "
= n = nH1x -
n=1

n=0
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Exemples

“+o00
1. Calcul de Y nx™.

n=1
. +o0o 1
Lasérie . x" a pour rayon de convergence R =1, et, pour tout x € |-1;1[, f(x) = ¥ x" = —.
neN n=0 N

+00
Le théoréme précédent permet d’écrire directement, pour tout x € |—1;1[ : f'(x) = ¥ nx"~!, donc

too n—1 1 f foo n X
nglnx =0 etenfin: ) nx" = e

—+00
2. Calcul de ¥ n?x".

n=1

En reprenant les mémes notations, et toujours a l'aide du théoreme précédent, on a, pour tout

e]-1;1[: f'(x) = Eon(n —1)x"2,donc 22f"(x) = Eon(n —1)x" puis
n=2 %i%/

2

+oo 2
2on x _ o xtxt
an =x%f +an 1—x) +(1—x)2_(1—x)3

Corollaire 13.1:

Avec les mémes notations, la fonction f est de classe ¢ sur sur |—R; R[ et, pour tout entier naturel
k et pour tout x € |—R; R] :

! _ ® (n+k)!
00 = B et = B 00

Corollaire 13.2:

AN

Avec les mémes notationsona:| Vk € N, g = k'

Corollaire 13.3: Unicité du développement en série entiére

Soient deux séries entieres f(x) = Z apx" et g(x) = Z bux"

Si f et g sont définies et comc1dent dans un voisinage de 0, on a a, = by, pour tout entier n.

V.3. Intégration d’une série entiere de la variable réelle

(Théoreme 14:

Soit (a,) une suite d’éléments de C, et ) a,x" une série entiere de la variable réelle x, de rayon
nelN

de convergence R > 0. Posons, pour x € |-R;R[, f(x) = Z anx"

b
a) Pour tout segment [a; b] C]—R;R[,ona;/ f(x)dx = E/ anX
a

x +
b) En particulier, pour tout x € | -R;R[, on a: / fHyde=Y
0 n=0

anxn—i-l

n+1°

Exemples :
: 1 ™
1. On sait que, pour [x| <1: ;=2 = ¥ (—=1)"x"
n=|

11 s’agit d'une série entiere de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’apres le théoréeme précédent :

\v/ X dt “+o00 " xnd . 1 —+o0 nxn-i-l
xe]—l,l[,/o m_,?;)(_l) /Ot tsoit n(1+x)_n);0(—1) B

ou encore :
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+0o M
Vxe]-1;1[, In(1+x) = 2(—1)”—17-
n=1

Rem: En utilisant le CSSA, on peut montrer que la série de fonctions ci-dessus converge uniformément
sur [0;1], donc l'égalité précédente reste vraie pour tout x € |—1;1]. Cela a été fait dans le
chapitre sur les séries de fonctions.

L= T (e
1+ x2 =0

I s’agit d'une série entiere de rayon de convergence R = 1. On a donc, d’apres le théoréeme précédent :

2. On sait que, pour |x| <1 :

x + X
veel-u], [ df =Y [

0 14—1%2_71:O
soit :
—+o0 x2n+1
\ —1;1[, Arct = -1)" :
x €] [, Arctanx 7;)( )2n+1

Cette série de fonctions converge en fait uniformément sur le segment [—1;1].
En effet, il est facile de vérifier que cette série vérifie les hypotheses du CSSA sur ce segment, donc
converge pour tout x € [—1;1] et, si l'on note r,(x) son reste d’ordre 1, on aura :

2n+3

x
Vxel]-1;1], |ra(x)| < ‘271‘_1_3

donc ||r|| L;l;l] < et lit}g [rnl|, = 0. Cette convergence uniforme entraine alors la continuité
n——+00

2n+3
de la fonction somme sur le segment [—1;1], et 1'égalité ci-dessus reste donc vraie pour tout
x e [-1;1].

+00 (_1)}’1 T

E ticulier, -1 t la f le célebre : =
n par 1culier, pOl.lI' X on (I'E) rouve la rormule celepre ngo mn T 1 4

VI. Développements en série entiere

VI.1. Définition

On dit qu'une fonction f : C — C est développable en série entiere dans un voisinage V de 0 s'il

existe une série entiere ) a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour tout z € V,
nelN

+oo
f(z) = ¥ anz".
n=0
Si f est une fonction de la variable réelle x, développable en série entieére au voisinage de 0, on a donc :
—+00
Ir>0telqueVxe]—r;r[, f(x) =) anx".
n=0

D’apres les résultats précédents, on en déduit que :

— f estdeclasse €% sur |—r;r[;

(n)
—Vne]N,an:fn'(O);

donc la série entiere ) a,x" n’est autre que la série de Taylor de f an 0.
nelN

i Rem : 1l existe des fonctions de classe ¢ au voisinage de 0 dont la série de Taylor en 0 a un rayon de convergence
non nul, mais dont la somme ne coincide pas avec f.
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Ex: Soit f définie sur R par :
1
f(x)=e 2six#0 et f(0)=0.

On vérifie aisément, a l'aide du théoréme de prolongement des fonctions de classe € (itéré), que f

est de classe ¥ sur R, et que f(")(0) = 0 pour tout 1. Ainsi la série de Taylor de f donne la fonction
nulle; cette série a un rayon de convergence infini et ne coincide avec f qu’en 0.

VI1.2. Méthodes de développement en série entiere

VI.2.1. Utilisation d’une formule de Taylor

Soit f une fonction de la variable réelle x, a valeurs dans C, de classe ¥ dans un voisinage V de 0. On
a alors, pour tout x € V et tout n € IN :

)= 00w 5.

= K

Pour montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0, il suffit donc de démontrer qu’il
existe ¥ > 0 tel que, pour tout x € |—r;r[ on ait : lgn ru(x) = 0.
n—oo
Pour cela, on peut utiliser :
| x | n+1

4

fn'H(t)

- l'inégalité de Taylor-Lagrange : |r,(x)| < sup

(m+1)! o0

X _ n
- ou la formule de Taylor avec reste intégrale : r,(x) = / % FEN(t) dt .
0 !

Exemples :

1. A l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a déja obtenu les développements en série entiére des
fonctions sin, cos et exp.

Tous ces développements en série entiére sont a savoir par coeur et figurent a la fin de ce chapitre.

2. Soit @ un nombre réel, et f(x) = (1+x)* pour x € |—1;1].
Quelle que soit la valeur de «, f est de classe 4> sur |—1;1[ et, pour tout k € N* ona:

Oy =al@a—1)... (a —k+1)(1+x)*F,
On utilisera ici la formule de Taylor avec reste intégrale :

X (x—t)"

< f(k)(o) k (n+1)
Vxe]—l;l[,f(x):k;) ke (x) avee rn(x):/o s MamIOL
soit
_a(uc—l)~--(oc—n)/x n a—n—1 _“(“_1)"'@‘_71)/)6 x—t\" a—1
rn(x) = o A (x—1)"(1+1) dt = o N (14+)* " dt.
Or, pour t compris entre 0 et x (ou x et 0), T—I_: < |x| (en effet, la fonction homographique
t— 2= est monotone sur ]—1;+o00[) donc on a I'inégalité :

1+t

ala—1)---(a—n)

x?l
n!

[ (x)] <

X
/ (14t)*1 dt‘ :
0

=y

Or 'expression notée u;, ci-dessus tend vers 0 quand n — +o0, puisque % : ;i; ! x‘ — x| <1
et en vertu de la régle de d’Alembert.
Dong, pour tout x € |—1;1[, lim r,(x) =0et f(x) = Eo 140 xK soit :
7 7 ’ rerir Oy n o k! .
-1 —-1)...(a— 1
Va e R, Vxe€]-1;1[, (l+x)“=1+%x+%x2+- : ~+“<“ ) nf“ nt )x”—l—- -

(si @« € N, la somme ci-dessus est finie et 1’on retrouve la formule du bindéme).
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

VI.2.2. Utilisation de I'intégration ou de la dérivation

e On a déja obtenu, a la suite du théoréme 14, les développements en série entiere des fonctions
x —In(l1+x) et x — Arctanx.

e On peut obtenir de la méme maniere celui de la fonction x — Arcsinx.

. ; oo . - _ 1 _ 2y-1/2
En effet, f : x — Arcsinx est de classe € sur |—1;1[ et f'(x) = N (1—x%) .
D’apres le calcul précédent a« = —1/2, pour tout x € |—1;1] :
_ 2 3 2n—1 PAY
(-072=1+5+ (1) (D5 - () DD s+ o+ () () SE
soit
£91.3.5...(2n—1) oo (2n)! :

o\ —1/2 A
(1-x) HZ 2! _1+22”n'24 2n)"

© (2n)! 220\ x"

_ 1 2n\ £ - .
Ainsi, pour t € |-1;1], T = Y ( : ) 7 et le théoreme 14 permet de conclure directement :
- n=0

X /2n x2nt1
1;1], A = —_—.
Vx €]-1;1[, Arcsinx = / m B<n>22”(2n+l)

e Un autre exemple : déterminer le développement en série entiere au voisinage de l'origine de la fonction
frxeIn(l+x+22).

VI.2.3. Combinaison linéaire de développements connus

On utilise ici le théoreme 4.
Exemples

1. A partir du développement de exp, on obtient facilement ceux des fonctions sh et ch, en utilisant :
1 X —X 1 X —X
VxeR, chxzi(e +e™*) et shxzi(e —e ).
Les séries obtenues ont, comme pour la fonction exp, un rayon de convergence oc.

2. Déterminer le développement en série entiere au voisinage de I'origine de f : x + In(1+ x — 2x?).

3. Déterminer le développement en série entiere au voisinage de I'origine de f : x — chx cos x.

VI1.2.4. Développement en série entiere d'une fraction rationnelle

Soit R(z) = % une fraction rationnelle de la variable complexe z n’admettant pas 0 pour péle (i.e Q(0) # 0).

La décomposition en éléments simples de R dans C s’écrit :

R(z)= E . les a; t1 ines d
(z) (z) +ZZ Z—a) (ot les a; sont les racines de Q)

partie entiere

1 _ 1 1 1 (1 _ 5) -
z—aij_ —aif j_ _aij a;
Goa) ~ ) (1 gy T T
(puisque a; # 0 par hypothese), et on a vu page 5 que :

. 1 & (n+p-1\,,
VpeN 'VZGth|Z|<1'm_;§b< p—1 >Z

(on pourrait aussi utiliser la formule donnant le développement en série entiére de (1 + x)77).

On peut donc obtenir le développement en série entiere de chaque élément simple

z
jpour‘a—j‘<l

(-3

soit |z| < |aj|, et la combinaison linéaire des développements ainsi obtenus donnera le développent en série
entiére de la fraction rationnelle R, avec pour rayon de convergence R = min(|a;|).
1—x?

Ex : Développement en série entiere, au voisinage de 0 de f : x — avec 0 ¢ 7.
PP 3 f x4 —2xcosf +1 #
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

VI.2.5. Utilisation du produit de Cauchy

Cette méthode, qui s’appuie sur le théoreme 5 conduit, en général, a des expressions compliquées. Donnons
seulement un exemple.
In(1+x)

Ex : Développement en série entieére, au voisinage de 0 de f : x — =

VI.2.6. Méthode de I'équation différentielle

On suppose ici que la fonction f vérifie une certaine équation différentielle, et que f est développable en

série entiere au voisinage de 0 sous la forme f(x) = Z ayx". On connait alors aussi le développement en
=0

série entiere des dérivées de f (théoreme 13), et on peut alors remplacer I'expression de f ainsi que celles
de ses dérivées dans I'équation différentielle pour obtenir une relation de récurrence entre les coefficients,
puis les calculer.

Le probleme de cette méthode (outre les calculs!) est qu’elle suppose f développable en série entiere a priori,
donc il faut vérifier a posteriori que le résultat obtenu convient, c’est-a-dire que le rayon de convergence de
la série obtenue est bien strictement positif.

Exemples :
1. Posons f(x) = (1+x)%; f est dérivable sur |—1;1[ et f'(x) = a(1+ x)* 1.
La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire (1 + x)y’ = ay. C’est I'unique

solution de cette équation sur l'intervalle |—1;1[ vérifiant la condition initiale f(0) = 1 (d’apres le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, puisque la fonction x +— 14 x est continue et ne s’annule pas sur

J=1;1).
On cherche alors une série entiere y(x) = Z x", de rayon de convergence R strictement positif,

vérifiant la méme équation différentielle et laimeme condition initiale .

+o0
y(0) =1 équivaut a ap = 1 et, puisque y'(x) = ¥ na,x"~! pour x € |-R;R[,on a

n=1

(1+x)y Znax”l—i-Znan =ay(x —ocZanx
nf

soit, apres un changement d’indice dans la premiere somme :
+oo T
Z [nan + (n+1)a,]x" = Y a,x".
n=0 —

s ez z PR 3N o —
On a donc, par unicité du développement en série entiére : a,1 = P

:ac(acfl) (a—n+1)
n!

S, pour tout 7 € IN.

11 est facile d’en déduire par récurrence, puisque a9 =1 : a,

pour n € IN*.

(a—n+1
n|("‘ n+ )xn‘

+oo ~1)..
Ainsi, y(x) =1+ ) ala—1)

n=1

. . . . too 1) (a— 1
Réciproquement, si on considere la fonction g: x — 1+ ) ala—1) n,(“ ntl)

n=1
d’Alembert permet de prouver facilement que cette série entiere a pour rayon de convergence R =1,
donc est de classe ¢! sur |—1;1].

x", la regle de

En reprenant alors les calculs précédents dans l'autre sens, on obtient que g est bien solution de
I’équation différentielle sur |—1;1[. Elle coincide donc avec f sur |—1;1[ (par unicité de la solution
au probléme de Cauchy), ce qui permet de retrouver le développement connu de x — (1 + x)*.

2. Déterminer le développement en série entiere au voisinage de O de la fonction f définie sur R par :

flx)=e* /Ox e dt.

3. Déterminer le développement en série entiere au voisinage de 0 de la fonction f définie sur [—1;1] par :
f(x) = (Arcsinx)?.
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CHAP. XIV — SERIES ENTIERES (RESUME)

VII. Sommation d’une série entiere

Il s’agit ici du probleme inverse du précédent : étant donné une série entiere ), a,x", de rayon de
nelN

convergence R > 0, il s’agit d’exprimer sa somme a l'aide des fonctions usuelles.
II n'y a pas de méthode générale pour ce faire, mais on peut essayer d’exploiter les pistes suivantes :
— Faire directement apparaitre, dans }_a,x", des développements en série entiére connus. Pour cela, on

peut (éventuellement) : décomposer a, comme combinaison linéaire de termes plus simples, utiliser
un changement de variable, utiliser dérivation ou intégration, reconnaitre un produit de Cauchy...

— A l'aide d’une relation de récurrence entre les a,, déterminer une équation différentielle dont la
fonction somme est solution.

Exemples
+oo x2n+1
1. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere ) .
n=0 2n + 1
. . Lot X! .
2. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Y yr En déduire la valeur de
n=0 -
+o0 P +o (_1)”
——— etde -
,Eo 4n? —1 ,Eo 4n? —1
+ nx"
3. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere —_—
= (2n+1)!
W (2n+1)!
4. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z ((7—:_)2)352" .
n!
n=0
+o0

5. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere

6. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Z (="
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VIII. Annexe : Développements en série entiere usuels

Quelques remarques pour le tableau suivant :

— Les développements en série entiere de /1 + x et de

ce sont de simples applications du développement de (1 + x)* pour a« = il .

— De méme, le développements en série entiere de Arcsin s’obtient simplement

1
V14 x
2

ne sont bien sfir pas a retenir par coeur;

en intégrant le

1 1
développement de ——— = (1 —x?)72.
PP i 1)
Fonction Développement en série entiére RCV
> T S T +o0
e 1! 2! .o n! .o
R x2n
ch(x) 1+ E + I + + (21’[)' +0c0
x3 x5 x2n+l
h — — ..
sh(x) Ty tust ot oyt e
R a2
cos(x) 1—E+E +(-1) )1 +00
¥ 45 a2
sin(x) TR +(-1) (2n+1)!+"' +00
-1 —1)...(a — 1
(1+x)* LA Cut I sal) lemnt D |,
1! 2! n!
! T—x+x2— o+ (=1)"x" + 1
1+4+x
x> X3 41135...(2n—-3) ,
14+ x 1+§—§ T3 +(—-1) TP X"+ 1
1 x  3x%  5x° 1.35...(2n—1)
1— = —_— — -1 n n 1
T+« >t s 16 Tt D 2l X
2 .3
In(1 + x) x—%+%—|— () 1
1 1+x S x2ntl
1 S S 1
2“(1—x) rhytstetg T
3 5 2n+1
Arctan(x) x—%—l—%— +(— )nZXn—l—l 1
1x® 3x° 1.35...(2n—1) x2n+!
Arcsi Rl . 1
resin(x) T3 TRE T T T i aur1
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