FEUILLE D’EXERCICES N°3 - CALCUL MATRICIEL PST* 22-23

EXERCICES : CALCUL MATRICIEL, AVEC CORRIGESI

Ensembles de matrices remarquables (ex. 1 4 8)

Exercice 1: (%)

0 01

Soit | = (1 0 0) . Déterminer le plus petit sous-espace vectoriel de M3(IR) contenant | et stable
010

par multiplication; en préciser une base.

Q Solution:

Ona J3 = I3 donc le sous-espace vectoriel cherché est Vect(I3, ], ]2) (par double inclusion). La famille (I3, ], ]2)
étant libre, ¢’en est une base.

Exercice 2: (%)

On considére dans M

4
0900 %100 6 6 00t 0
— (0100 — | = — —
_<0010)’A_ 000-1 ,B= -1 000 et C= 0
0001 0010 0 -100 -1

a) Comparer A%, B2, C% et I, puis AB, BAetC; BC,CBet A; CA, AC et B.

b) Montrer que (I, A, B, C) est un systeme libre de M 4(R).
On note H le sous-espace vectoriel engendré par ces quatre matrices.

—_

o~ oo
SO O

) |

0
0
0

¢) Montrer que la multiplication est une loi interne non commutative dans H.

d) Soit ¢ : H — H, quia M = xI +yA + zB + tC associe ¢(M) = xI —yA —zB —tC.
Montrer que ¢ est un automorphisme involutif de 1’espace vectoriel H. Est-ce un morphisme
pour la loi x ?

e) Pour M € H, calculer ¢(M)M et M¢$p(M). En déduire que toute matrice non nulle de H est

inversible et préciser son inverse.
(H s’appelle le corps des quaternions)).

X Solution:

a) A2=B2=C2=—].
AB=-BA=C,BC=-CB=A, CA=—AC =B.

b) xI +yA+zB+tC=0=x =y =z =t = 0 est immédiat. On en déduit dimH = 4.
¢) 1l suffit de calculer, en utilisant les relations du a) :

(xI +yA+zB+tC)(X'I+y A+Z'B+1C) = ...

d) ¢ linéaire est immédiat, et ¢> = Idyy aussi.
On a en fait :
VM, M’ € H, g(MM') = p(M')g(M)

donc ¢ n’est pas un morphisme pour la loi X, celle-ci n’étant pas commutative.

e) Si M = xI+yA+zB+ tC on trouve que
P(M)M = Mp(M) = (x> + > + 22 + £2)1

doncsi M # 0, M est inversible d’inverse m »p(M).

Exercice 3: (%)

n
Notons § = {A € Mu(R) ‘ Y (i,j) € [1;n]? a; >0 et Vie[l;n], ¥ a;= 1} I'ensemble des
j=1

matrices dites stochastiques.

Montrer que S est stable par multiplication.
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Q Solution:

Soient A et B deux matrices stochastiques et C = AB. Avec les notations habituelles :

n
V (i, k) € [L;n]? cix =Y aiby
=

donc les coefficients de C sont positifs car ceux de A et de B le sont et :

n

Vie[l;n], Z Cik = Zaikbkj = Z (Z“ik) byj = Zbkj i,l/
k,j _k j

k=1 JJ j car BeES
=1car AeS

donc C € S.
Exercice 4: (xx)

a b ... Db

Soit n € IN avec n > 2. Pour (a,b) € R?, on note M(a,b) = b € Mu(K) et J la
o
b b a

matrice carrée d’ordre n dont tous les éléments sont égaux a 1.
Puis on considere I'ensemble F = {M(a,b) | (a,b) € R?}.

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M, (IR), en préciser la dimension.
b) Calculer le produit de deux éléments de F a l’aide de J.
o) Calculer M(a,b)? pour tout p € N.

d) Trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur (a,b) pour que M(a,b) soit inversible et

préciser alors son inverse.

X Solution:
a) M(a,b) = (a—"0b)I;+bJ donc F = Vect({Is,]}).
b) Puisque J?> = n] (utiliser par exemple la formule du produit matriciel, ou un endomorphisme associé...) on a
M(a,b) x M(a',b") = ((a —b)L, + b]) ((a' — V') I, + b))
=@—b)(a =V )i+ ((a—b)b' + (a' =" )b+ nbl')]
=(@—=b)(a" =V )+ (ab' +a'b+ (n —2)nbb’)]
Cela montre en particulier que F est stable par multiplication.
¢) On montre facilement que J* = n¥~1] pour tout k € N*. On a donc, d’apres la formule du binéme (puisque
I, et ] commutent),
p p Lo (p p—kpk 7k P Lo (p p—kpk k-1
M(a,b)P = (a—Db) In+kZ:1(k)(a—b) b*J* = (a — b)PI, + kZ:l(k)(a—b) b*n ]
Or:
I3 4
P\, p\p—kpk k-1 _ 1 P\ p\p—kpk, k
kz:l(k)(u b)P~*b*n nkZ:l(k)(a b)Y b*n
P
_ 1 Y (P) (a—b)P ¥k - (a—b)P | = 1((a+ (n—1)b)P — (a — b))
n\ /= \k n
donc M(a,b)f = (a—b)PL, + %((u +(n=1)b) —(a—b)P)] ().
Rem : il faut toujours penser a vérifier ses calculs; ici on peut vérifier facilement que la formule (x) est bien vraie pour
p=0,1)
d) Pour A = (a—b)I, +bJ, on cherche s’il existe un inverse éventuel sous la forme A’ = a'l, + b']. La relation

AA’ = I, conduit au systéme :
(a—b)a =1
a'b+ (a—b)b +nbb' =0
Ce systeme admet une solution (a’,b’) si et seulementsi a —b # 0 et a + (n — 1)b # 0, et elle est donnée par

r_— 1 r_ . =b
@ =gpeth (a=b) (a+(n-1)b) "
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Ainsi, si a—b # 0 et a+ (n—1)b # 0, la matrice A est inversible et a pour inverse la matrice A’ ci-
dessus; réciproquement, si a —b = 0, il est clair que A n’est pas inversible (2 colonnes identiques), et si
n
a+ (n—1)b =0 alors on a la relation }_ C; = 0 sur les colonnes de A donc A n’est pas inversible.
i=1
La CNS cherchée estdonc: a—b #0 eta+ (n—1)b #0.

Exercice 5: Matrices centrosymétriques (xxx)

On dit qu'une matrice A = (a;;) € M,(K) est centro-symétrique si

- 2
V(i,j) € [L;n]", ani1-ins1-j = aij-

a) Montrer que le sous-ensemble C de M, (K) formé des matrices centro-symétriques est un
sous-espace vectoriel de M, (IK). Préciser sa dimension.

b) Montrer que le produit de deux matrices centro-symétriques de M, (IK) est aussi centro-
symétrique.

c) Soit A centro-symétrique et inversible.
En considérant I'application X — AX de C vers C, montrer que A~! est centro-symétrique.

X Solution:

a) e C’est un sous-espace vectoriel de M, (K) : les propriétés se vérifient trivialement.
e Si n est pair, alors la dimension est n2/2.
En effet, toute matrice centrosymétrique s’écrit dans ce cas :

n/2 n n n
A=) agEi =) | YaiE | + Y| L4k
ij i=1 \j=1 i=n/2+1 \j=1
chgt d’indices i'=n+1—i, j'=n+1—j
n/2 [ n n/2 n n/2 [ n
=Y [ X aiEi | X | X tnri—insr—j Enprminsr—j | = ) ajj <Eij + En+17i,n+1fj>
i=1 \j=1 i-1 | j=1——— i=1 \j=1

=a;

Cela prouve que la famille formée des n?/2 matrices Eij+Ep1-int1-jpour 1 <i<n/2etl<j<n engendre
C. Cette famille est trivialement libre car, en remontant les calculs précédents, si une combinaison linéaire de ces
matrices est nulle, les coefficients sont forcément nuls. C’est donc une base de C, d’ott dimC = n2/2.

e Si 1 est impair, on trouve par une méthode similaire que la dimension de C vaut (1% +1)/2.

b) Soient A, B deux matrices centrosymétriques et C = AB. Avec les notations habituelles :

n n

.. 2
V(i) € [, chstminri—j = Y Oni—ipbnsi—j = Y Onti—im+1-kPns1—knt1—j
k=1 k=1

chgt d’indice k'=n+1—k
n
=) aaby = cij,
k=1

donc C est encore centrosymétrique.

c — ¢
) Soit f: { X AX Cette définition a bien un sens car A, X € C = AX € C.
—

Il est facile de vérifier que f est linéaire. De plus Ker f = {0} puisque A est inversible.
f étant un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie, elle est bijective. En particulier, il existe une
et une seule matrice M € C telle que AM = I, (on a bien I, € C). Ainsi, M = A1 appartient bien a C.

Exercice 6: (xx)

Soit D € M;;(K) une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont deux a deux distincts.

Montrer que (I,, D, D?,...,D""1) est une base de D,(K), sous-espace vectoriel de M, (K) formé
des matrices diagonales.
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Q Solution:

On sait (cours) que D, (K) est une sous-algebre de M;(K), de dimension n (une base en est la famille
(Eii)1<i<n)- 11 suffit donc de montrer que la famille (I, D, D?,...,D""1) est libre.

n—1 .
Supposons que 'on ait ), A;D' = 0. En considérant les termes diagonaux, on obtient alors le systéme :
i=0

Ap + Ady +...+/\n_1d11171 =0
/\0+/\1d2+...+/\n_1d§_1 =0
. =0
A +Mdy+. .+ A, qd 7 =0

(S)

Soit alors P = Ag+ A X 4 ...+ A,_1 X" 1 € K,_1[X]. Le systeme (S) équivaut a dire que ce polynéme s’annule
en dy,...,dy. Les d; étant distincts, il possede donc n racines distinctes; étant de degré < n —1, il s’agit du
polynéme nul, d’ott Ag =... = A,,_1 =0 (on pouvait aussi remarquer que la matrice du systéme est une matrice
de Vandermonde, inversible).

Exercice 7: (x%)

Soit T € M, (R) une matrice triangulaire supérieure.
Montrer que T commute avec sa transposée si et seulement si la matrice T est diagonale.
Indication : procéder par récurrence sur n, et utiliser un produit par blocs.

Q Solution:

On fait comme dit 1’énoncé!

— Le résultat est trivialement vrai pour n = 1.

— Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n — 1, et soit T une matrice triangulaire d’ordre n qui
commute avec sa transposée.
On peut écrire par blocs :

a L
T = L Tl aveca € R, L € My,_1(R)etT € 7,7 (R).

a 0

Alors T = {

} puis en faisant un produit par blocs :

a% 4+ LIL LT’ a? aL
T'T = et TT =
T''L T’ a'l LL+'T'T

fL tTr

n—1
L'égalité 'TT = T'T implique en particulier : L'L = 0. Maissi L = (¢4 ¢, ... f{,_1) ona L'L = Y. ¢?
i=1
donc les ¢; étant réels, la relation L'L = 0 implique ¢; = 0 pour tout i soit L = 0.

On en déduit ensuite T''T' = 'T'T’ donc d’apres 'hypothése de récurrence au rang n —1 , T’ est diagonale
donc T aussi, ce qui démontre le résultat au rang n et acheve la récurrence.

Exercice 8: (xx)

Soit n > 2. Déterminer les matrices de M, (K) commutant avec toutes les matrices symétriques.

Q Solution:

Soit A = (a;;) € My(K) une matrice commutant avec toutes les matrices symétriques.
Soient i,j € [1;n] avec i < j. La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; + E;; ce qui permet d’écrire :

A(E,‘,]‘ + E]',l‘) = (E,',]‘ + E]‘,i)A
L'égalité des coefficients d’indice (i,j) donne: a;; =a; ;.
La matrice A commute avec la matrice symétrique E;; ce qui permet d’écrire :
AE;; = E;;A.

L'égalité des coefficients d’indice (i,j) donne alors: a;; = 0.
On en déduit que la matrice A est de la forme A, avec A € K. La réciproque est immédiate.
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Puissances et inverse d’une matrice (ex. 9 a 19)

Exercice 9: (&)

2 -1 2
Soit A = ( 5 -3 3) . Calculer (A + I3)%; en déduire que A est inversible et préciser son inverse.
-1 0 -2

Q Solution:

On calcule simplement et on trouve (A + I3)? = O3.
Ainsi A3 +3A? +3A+ 13 =0 donc A(—A?—3A —3I3) = I3 ce qui prouve que A est inversible (a priori a droite,
donc aussi a gauche) d’inverse :

—6 2 -3
Al =_—A2 _3A-33= (-7 2 -4|.
3 -1 1

Exercice 10: (xx)
10 1
Résoudre 'équation X2 = A ot A= [0 4 2 | (onremarquera que, si X est solution, alors A et X
0 0 16
commutent).
X Solution:
a b ¢
Si X est solution, alors A et X commutent puisqu’alors XA = AX = X3. On cherche doncles X = (4 ¢ f
g h i

telles que AX = XA, puis parmi celles-ci, on cherche celles telles que X> = A.

8
—3b+h
—15¢c+i—a—2b =
3d +2g

AX = XA <= 2h

—12f +2i—d —2e
15¢

12h

—g—2h =

[l
el oNoNoNoNoloNolo
>
Il

|
—_
od
+
|
™
-~ o
_|_
~~ 0O
N————

L’équation X?> = A équivaut alors a :
(=15c+i)> =1, (=15c+i)c+ci=1, (=6f +i)> =4, (—6f +i)f +if =2 et i* =16.

On résout patiemment et on trouve 8 solutions :

(C/f/i) S {(%/ 1/4)/ (%/ %/4)/ (%/ 1/4)/ (%/ %/4)/ (_%/ _1/ _4)/ (_%/ _%/ _4)/ (_%/ _1/ _4)/ (_%/ _%/ _4)} ’
et il ne reste plus qu’a écrire les 8 matrices X correspondantes.

Rem : on verra plus tard une méthode plus rapide!

Exercice 11: (%*)

1 a O 0
01 a 0
Soit A = 0 € M,(R).
N
00 ... 0 1

Calculer AP pour p € N, A~ et AP pour p € Z.

Q Solution:
0 1

Ona A=1,+4+aN avec N =
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N est la matrice, dans la base canonique (ey,...,e,), d'un endomorphisme u de R" tel que u(e;) = 0 et
u(e;) = e;_q pour i >2.On aalors u?(e;) = u*(ep) = 0 et u?(e;) = e;_p pour i > 3.

0 0 1
0
Donc N2 = etc...
1
0 0
0
1 Qe @ (et
0 1 (}a (L
On aura donc, d’apres la formule du bindme : AP =
(5)a?
: oo (’1’ )a
0o ... R 1
cette formule étant vraie pour tout entier p € IN avec la convention (f:) =0sik>p.
On peut alors étendre la définition des coefficients binomiaux en posant, si p <0 : (l’z) =P (p=1).. ];'(P —k+1)

si k € N et (g) =1,et,sik <0, (;;) = 0 pour tout p € Z. On vérifie alors que la formule dite <du triangle de
—+0o0

Pascal > : (}) = (pzl) + (I’z:}) reste valable pour tout (p, k) € Z2.1l en résulte que, en notant M, = kZ;) (;:) (aN),

on a la relation : My x (I +aN) = M, ; cela permet de montrer par récurrence (descendante) sur p que la

relation (I +aN)? = M, reste vraie pour tout entier p < 0.

Exercice 12: (%)
1 1 1
0 1 1 1
Soit A = € M ,(R). Dire pourquoi A est inversible et calculer A~1.
0 R |
0 0 1
R Solution:

n—1

Avec les mémes notations que dans l'exercice précédent, ona A = I, + Z Nk, Puisque N" = 0, on en déduit
k=1

(faire simplement le produit), Al=1,-N.

Exercice 13: (%)
1 -1 -1 -1
0 1 -1 -1
Justifier que la matrice A= | : 0 € M,(R) est inversible et déterminer A~!.
: 1 -1
0 0 0 1
X Solution:
II suffit de résoudre le systtme AX = Y, qui est un systeme triangulaire donc qui se résout <« de proche en
proche >.
11 2 4 2n=2
o1 1 2 213
0
On trouve : A~! =
1 1 2
11
0 0 0 0 1
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Exercice 14: (¥*)

Soit A= | | € Myuy1(R). Caleuler AP pour p € N, A~! et AP pour p € Z.

0 0 .

Indication : Considérer A comme la matrice d'un endomorphisme de R,[X] que 'on précisera.

& Solution:
Dans la base canonique (1,X, ..., X") de R,[X], A est la matrice de la famille (1, X +1, (X +1)2,..., (X +1)").

Ry[X] — Ry[X]

P(X) > P(X+1)
Ry,[X] — Ru[X]

P(X) ~—— P(X+p)
donc aussi la matrice de la famille de vecteurs (1, X +p, (X +p)?,..., (X +p)"). Il suffit donc d’écrire cette matrice
en développant chaque (X + p)* a I’aide de la formule du binome.

C’est donc aussi la matrice dans la base canonique de I"automorphisme u : {

’

AP (pour tout p € Z) sera donc la matrice dans la base canonique de I’automorphisme u” : {

Exercice 15: (x*)

Soient n € N\ {0,1} et w = exp (2Z). On pose :

A= (w<k—1><‘*—1>) € M,(C).

1<k <n

Calculer le produit AA. En déduire que A est inversible et calculer A~1.

Q Solution:

n
V(k€) € [1;n]?, (AA)y, =Y, k=D m=Nzm=1(=1) Or & = w1 donc:

m=1
(A = 3 @ V0= 37 (b))
m=1 m=1

On reconnait 12 1a somme des 7 prmiers termes d’une suite géométrique de raison w*=*. Or w*~¢ =1 <= (k —¢) multiple de 7,
ce qui nest possible que si k = £ puisque —(n —1) <k—(<n—1.
Finalement :

. n sik=1/{
AA)pp =< 1 — wk—0On
(44) ST9 —0 sinon (car w™ =1).
1— wk=t

_ 1—
Donc AA = nly, ce qui prouve que A est inversible et que A~ = ;A.

Exercice 16: (%)

Soient A, B € M, (K) deux matrices telles que AB = A + B.
Montrer que (A — I,,) € GL,(K) et calculer (A —I,)~!.

X Solution:
On calcule (A —1,)(B—I,) = I.

Exercice 17: (¥*)

Soit A € M,(K) une matrice vérifiant AF = I, avec k € IN*.
Onpose B=1+A+ A%+ .-+ AF1, et on note u,v les endomorphismes de K" canoniquement
associés a A et B.

Montrer que Ker(# —Id) =Imov, Im(u—1Id)=Kerv, K"=Kerv@®Imv et trB=krgB.
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Q Solution:

Onauf—Td=(u—-I1d)Id+u+u>+-- - +uf"1) = (u—1Id)ov =0 et donc Imv C Ker(u —Id).
Soit x € Ker(u —1Id). Alors u(x) = x. Donc v(x) = (Id+u+ - - - + u*"1)(x) = kx d’'ott x = v (§) ce qui
montre que x € Imv.

Comme vo (u—1Id) = 0, on en déduit Im(u —Id) C Kerwv, on conclut alors avec les dimensions, puisque
d’apres le résultat précédent, dimKerv = n —rgv = n — dimKer(u — Id) = rg(u —1d).

- Soit x € KervNImo. Alors x € Ker(u —Id) donc u(x) = x. De x € Kerv on tire kx = 0 donc x = 0.

Ainsi KervNImo = {0} et, d’apres le th. du rang, ces sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

On écrit alors la matrice de v dans une base adaptée a cette décomposition. Puisque la restriction de v a Imov
est 'homothétie de rapport k, on obtient 1’égalité voulue.

Exercice 18: (x*)

a) On suppose que A, B € M,;(K) commutent et que A est inversible.
Montrer que les matrices A~! et B commutent.

b) Montrer que si N € M,(K) est nilpotente alors la matrice I, + N est inversible.

) Soient A, B € M, (K) ou B est nilpotente et commute avec A. Montrer que :

A inversible <= A + B inversible.

Q Solution:

a) Il suffit d’écrire
A7'B=A"YBA)A' = A" (AB)A"' =BA L.

b) Si N est nilpotente d’indice p alors :
(Ly+N)(In = N+ N> — - . 4 (=1)P7INPY) = [, + (-1)P7INF = I,

donc I+ N inversible d’inverse I —, N+ N? — - - . 4+ (—=1)P~INP~L.

¢) — Supposons A inversible. Puisque A et B commutent, A~! et B aussi. Comme B est nilpotente, A~!B
lest aussi. Ainsi, d’aprés b), [ + A~!B est inversible et A+ B = A(I + A~'B) aussi.
— Supposons A + B inversible, puisque —B est nilpotente et commute avec A +B,A = A+ B — B est
inversible en utilisant ce qui précede.

Exercice 19: Théoréme de Hadamard (xx)

Soit A = (a;;) € M,(C), telle que :
n

Vie[ln], ) lajl < |a
J=Lj#
(une telle matrice est dite a diagonale strictement dominante).
Montrer que A est inversible (on pourra raisonner par I'absurde, en supposant qu'il existe X # 0 tel que
AX =0).

Q Solution:

Si A n’est pas inversible, 'endomorphisme canoniquement associé a A n’est pas bijectif donc pas injectif donc
Ker A # {0}.

1l existe donc alors X € M, 1(C) tel que AX =0 et X # 0.

Ennotant X = f(x1 x5 ... x4), le systtme AX = 0 s’écrit :

n
Vie [[1;n]], Zu,-]-x]- =0.
j=1

Soit iy un indice tel que |x;| = max{[x;|, 1 <i<n}. Puisque X # 0, x;, est non nul, et la ij-iéme ligne du
systeme précédent peut s’écrire :
Xi
Bigig = — Z ui(hf; )

i#io b

Donc par l'inégalité triangulaire :

X:
|ﬂio,i0 < ; ﬂi(),f ’LC;" < ; llio/]' ’
1%y 0 171
<1

ce qui contredit I’hypothese et acheve la démonstration.
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Matrice d'une application linéaire (ex. 20 a 25)

Exercice 20: (%)

1 2 6

Soit A = 3 3 1 3. Montrer que l'application linéaire canoniquement associée a A est un
11
6 3

projecteur, et préciser ses éléments caractéristiques.

1

Exercice 21: (%)

2 1 3 —-1
. 4 . 3 —1 2 o0 .
Soit f € Z(R*), de matrice A= || 5 , _,| danslabase canonique.
4 -3 1 1

a) Calculer le rang de f. Former un systéme d’équations de Im f et en donner une base.
b) Former un systeme d’équations de Ker f et en donner une base.

c) Déterminer I'image et 'image réciproque par f du sous-espace d’équation x —y +z — 2t = 0.

Q Solution:

a) Par la méthode du pivot (par exemple, je ne détaille pas), on trouve rg f =rg A = 2.

b)

)

Les deux premiéres colonnes de A (par exemple) n’étant pas colinéaires, on a

Im f = Vect{(2,3,1,4),(1,-1,3,-3)} .

Donc
A= X+y
x=2A+u 5
y:3A—],[ 3x—2y
(x,y,z,t) €Im f <= I (A, u) € R® tq A+3 — I(\pu) eR?’tq {H= 5
z= U
F— 4\ —3u z=A4+3u=2x—-y

t=4A—-3u=—x+2y
Un systéme d’équations de Im f est donc :
2x—y—z=0 , x—-2y+t=0.

(apres tous ces calculs passionnants, une vérification s'impose : les vecteurs (2,3,1,4) et (1, —1,3, —3) vérifient
bien ces deux équations!)

2x+y+3z—t=0
3x—-y+2z=0
x+3y+4z—-2t=0
dx—-3y+z+t=0

(x,y,2z,t) € Ker f < f(x,y,2,t) =0 <

Puisque I'on sait (th. du rang) que Ker f est de dimension 2 et que les deux premiéres équations (par exemple)
du systeme ci-dessus sont indépendantes, on peut écrire, sans calcul, qu'un systéme d’équations de Ker f est:
2x+y+3z—-t=0 , 3x—y+2z=0.

On peut alors chercher une base de Ker f par les méthodes habituelles, ou bien remarquer que, si I’on note

C; les colonnes de la matrice A :
- C3 = C1 + C donc le vecteur (1,1,—1,0) appartient a Ker f ;
- C1+3C; = —5C4 donc le vecteur (1,3,0,5) appartient & Ker f.

Les deux vecteurs ci-dessus étant non colinéaires ils forment bien une base de Ker f.
(la aussi, on pense a vérifier qu’ils vérifient bien le systeme d’équations trouvé auparavant).

e Le sous-espace vectoriel H d’équation x —y +z — 2t = 0 est un hyperplan de R* (cours). Une base en est,
par exemple, formée des trois vecteurs :

a=(1,1,0,0) , b=(0,021) et c=(1,0-1,0).
D’apres le cours son image par f est alors engendrée par les trois vecteurs :
fla)=3,241) , f(b)=(5463) et f(c)=(-11-33).

On « remarque > alors que —9f(a) +5f(b) = 2f(c) donc le rang du systeme précédent est égal a 2 (ou
méthode du pivot) et finalement 'image de H par f est égale a Vect{f(a), f(b)}.
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Enfin, puisque f(H) C Im f et que ces deux sous-espaces vectoriels sont de dimension 2, ils sont égaux.

e Enfin, si u = (x,y,z,t) et f(u) = (x',y/,2/,¥') ona:
uec fYH) < fu) eHe=x' -y +2/ =2t =0
ce qui équivaut a :
(2x+y+3z—1t)—Bx—y+2z)+ (x+3y+4z—-2t) —2(4x -3y +z+1t) =0

soit a : —8x + 11y + 3z — 5t = 0. C’est I’équation d"un hyperplan.

Exercice 22: (%)

On considere les sous-espaces vectoriels supplémentaires de IR® suivants :
P= {(x,y,z) ER3|x+42y—z= o} et D = Vect(w) ot w = (1,0, —1)..

On note % la base canonique de R®.
On note p la projection vectorielle sur P parallelementa D, g celle sur D parallelement a P, et enfin,
s la symétrie vectorielle par rapport a P et parallelementa D.

a) Former la matrice de p dans 4.
b) En déduire les matrices dans % de g et de s.

Q Solution:

a)  Ilere solution, préférable
Pour u = (x,y,z) calculons p(u) = (x',y/,2').
¥ =x4+A
Comme p(u) —u € D, il existe A € R tel que p(u) = u + Aw soit { i =y
Z=z—-A
Comme p(u) € P ona x' 42y —z' =0 ce qui donne finalement :

_ x+2y—z
A= > ,
et donc ) 5
[ x—=2y+z X+2y+z
plu) = (FHEE,y, A
Par suite :
1/2 -1 1/2
Matz(p) = (0 1 0 |.
1/2 1 1/2

2eme solution

Notons %’ une base formée de la réunion d’une base de P et d’une base de D. Comme base de P on peut
choisir les vecteurs (1,0,1) et (0,1,2) donc la matrice de passage de B a %’ est égale a:

10 1
P=1[o 1 o0].
1 2 -1

10 0
La matrice de p dans la base %' est A’ = (O 1 0) (puisque D = Kerp et que P =Imp = Inv(p)).
0 0 0

D’apres le cous la matrice A de p dans % est telle que A’ = P~1AP d'ott A = PA’P~L.

Pour finir I'exercice avec cette méthode, il ne reste < plus qu’a > calculer P! et faire le produit des 3
matrices...

b) Comme g=I—-pets=2p—1,

1/2 1 -1/2 0 -2 1
Matg(g)=| 0 0 o0 et Matg(s)= (0 1 0.
—-1/2 -1 172 1 2 0
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Exercice 23: (**)

Soit E = M(R), et A = G Z) . On considere 'application u: E — E

M — MA.
Montrer que u € Z(E), trouver son image et son noyau, préciser sa matrice dans la base canonique
de E.

Q Solution:

e 1 endomorphisme de E est immédiat.

e M= (Z Z) € Keru <= MA =0<=a= —2b et c = —2d (apres quelques calculs).
On en déduit Keru = Vect(Aq, Ay) avec A; = (73 (1)) et Ay = (7(2) (1)> .

e L'image est engendrée par les images par u de la base canonique, donc par exemple par les matrices E1 A et
E»1 A (on les calcule et vérifie qu’elles sont bien indépendantes).

e Enfin, pour obtenir la matrice de u dans la base canonique (Eiq, E1p, Ep1, Ep2) il suffit de calculer les images

de ces vecteurs. On trouve qu’il s’agit de la matrice (par blocs) {’3 S\ .

Exercice 24: (¥*x%)

Soient f,¢ € Z(R?) tel que f2=g>=0et fog=gof.
Calculer f o g (Indication : utiliser la matrice de f dans une < bonne > base).

Q Solution:

On peut bien str supposer f # 0 et ¢ # 0 sinon le résultat est immédiat.

1l existe donc un vecteur x € R? tel que f(x) # 0. S'il existait A € R tel que f(x) = Ax alors en appliquant f on
aurait 0 = f2(x) = Af(x) = A2x d’ott Ax =0 puis f(x) =0, ce qui est exclu.

La famille % = (x, f(x)) est donc libre, et c’est donc une base de R?. Dans cette base la matrice de f est
A= ((1) g) . Notons alors B = (Z Z) la matrice de ¢ dans cette méme base.

La relation fog = go f donne AB = BA soitaprescalculs: b =0eta=d.

Onadonc B = (Z 2) .La relation g> = 0 donne alors B> = 0 soit a> = ac = 0 d’ot1 2 = 0. Il en résulte B = c.A

soit ¢ = c.f puis fog =c.f> =0.

Exercice 25: (%*)

Soit f un endomorphisme non nul d'un R-espace vectoriel E de dimension 3 vérifiant 3+ f = 0.
a) Montrer que :
E = Ker f ® Ker(f? +1d).
b) Prouver que : dimKer(f?+1d) > 1. Montrer que, si x € Ker(f% +1d) \ {0} alors (x, f(x)) est
une famille libre de Ker(f2 +1d).
¢) Que vaut det(—Idg) ? En déduire dim Ker(f?+1d) = 2.

o oo
— oo
|
o= o
v

d) Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est: (

X Solution:
a) Par hypothése f(y) =0 et f2(z) = —z. En appliquant f? a I'égalité x =y +z, on obtient :

) =0+ f22) = 2
d’ou:
y=x—z=ux+ f(x).
b) Ce qui précede assure l'unicité de la décomposition d'un vecteur x de E et donc le caractere direct de la

somme.
De plus, pour x € E, en posant y = x + f2(x) et z= —f>(x) , on vérifie x = y +z et:

Fy) = f(x) + f2(x) = (£ + f)(x) = 0, donc x € Ker f;
(f2+1d)(2) = —f*(x) = £2(x) = =(f> + f)(f(x)) = 0, donc z € Ker(f? +1d).
On en déduit E est la somme directe de Ker f et de Ker(f2+1d) .
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¢) Ona (f2+1Id)o f =0 donc Im f C Ker(f2+1d) . Or f # 0 donc dimImf > 1 puis dimKer(f? +1d) > 1.
Soit x un vecteur non nul de Ker(f%+1d) . S'il existe A € R tel que f(x) = Ax alors en appliquant f :
f2(x) = Af(x) = A2x d’ott —x = A%x puis A> = —1 puisque x # 0.

Cela est impossible dans R donc la famille (x, f(x)) est libre.

d) En dimension impaire, n det(—1I,) = (—-1)" = —1.
Si I'endomorphisme f est inversible, la relation f3+ f = 0 peut étre simplifiée en f2 +Id = 0 (en composant
par f~1). Cela donne det(f?) = det(—Id) = —1 ce qui est incompatible avec det(f?) = (det f)> > 0. On en
déduit que f n’est pas inversible : dimKer f > 1.
La conjonction des résultats qui précedent donne alors : dimKer f = 1 et dim Ker(f? +1d) = 2.

e) Soit u un vecteur non nul de Ker f et v un vecteur non nul de Ker(f?+1d) . La famille (1) est une base de
Ker f et la famille (v, f(v)) est une base de Ker(f2 +1d) . Ces deux espaces étant supplémentaires dans E,
la famille (u,v, f(v)) est une base de E, dans laquelle la matrice de f est de la forme voulue.

Matrices semblables (ex. 26 a 29)

Exercice 26: (%)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base % = (e1, 3, €3).

021
Soit f € Z(E) dont la matrice dans la base & est A = (1 2 1) .
011

On pose €1 =e1 +e3, &0 =e1 +ep et e3 =¢e1 +ex +e3.

a) Montrer que %' = (g1, €3, €3) forme une base de E et déterminer la matrice de f dans #'.
b) Calculer A" pour tout n € IN.

Q Solution:

1 1
a) Le vecteur &1 a pour coordonnées (1,0,1) dans # donc f(e1) a pour coordonnées A (0) = (0) , C'est-a-dire

1 1
fler) =e1.
De méme : f(e;) a pour coordonnées dans # : (2,1,1) donc f(ep) = €1 + ¢3.
Enfin, f(e3 a pour coordonnées dans % : (3,2,2) donc f(e3) =¢1 + €2 +¢€3.

1 1 1
1l en résulte que la matrice A’ de f dans &’ est: A’ = (O 1 1) .
0 0 1

1 1 1
b) Ona A’ = P~1AP ou A = PA'P~!, avec P = (0 1 1) la matrice de passage de % a #’.
101

On aura alors pour tout entier n : A" = PA"P~1.
P
n(n—1)

1
On calcule facilement (voir un autre exercice de cette feuille) : A™ = (0 1 n ) . Il ne reste <« plus
1

qu’a > calculer P~! pour finir de répondre a la question...

Exercice 27: (%)

O ==
=)

1 -1 1 1
Les matrices A= (4 0 -3| et B= |0
0 -1 2 0

) sont-elles semblables ?

Si oui, déterminer P € GL3(IR) telle que B = P-1AP.

Q Solution:

Soit # = (eq,e2,e3) la base canonique de IR®. A est la matrice dans cette base d’un certain endomorphisme u de
R3. 11 s’agit donc tout simplement de trouver une base %’ de R? telle que B soit la matrice de u dans %’ (et P
sera la matrice de passage de # a #').

11 suffit donc de trouver ¢}, ¢}, ¢} tels que u(e}) = ¢}, u(ey) = ¢} +e5 et u(e}) = e, + ¢5. En considérant les
coordonnées de ces vecteurs dans la base #, on est ramené a résoudre 3 systémes linéaires (voir exercice similaire
corrigé en classe)...
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Exercice 28: (xx%)

Soient A € M3,(R) et B € M,3(R) telles que la matrice produit AB soit semblable a la matrice :
0 0

0
0 9 0| .Calculer BA.
0 0 9

Q Solution:

Considérons A comme la matrice, dans les bases canoniques, d’une application linéaire a : RZ — R3, et B
comme la matrice dans ces mémes bases d’une application linéaire b : R3 — R2.
On a évidemment rga < 2 et rgb < 2.
D’autre part, rg(AB) = 2, et on suit (cf. cours) que rg(AB) < min(rg A, rg B). On en déduit rg A > 2 et rgB > 2.
Donc rga = rgb = 2, ce qui implique a injective et b surjective.
Or on a le résultat suivant (je n’écris pas les espaces de départ et d’arrivée des applications, pour simplifier) :
Lemme : Si f est injective, fog=fog = ¢=1¢

Si g est surjective, fog=flog=>f=f'
AB est la matrice, dans une certaine base de R3, de I'endomorphisme a o b. On remarque que (AB)2 = 9AB,

dott aocboaob=9a0b=a09dR20b.
En utilisant alors le lemme précédent, on obtient boa = 9dR..

Exercice 29: (%*)

Soit A € M3(R) telle que A2 # 0 et A3 =0.
000
a) Montrer que A est semblable a la matrice: B = (1 0 0) .
010

b) Montrer que E = {X € M3(R) | AX = XA} est le sous-espace vectoriel de M 3(R) engendré
par (I, A, A?).

Q Solution:

a) Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A. La question revient a trouver une base (g1, €5, ¢3) de R®
telle que la matrice de f dans cette base soit égale a B.
Pour cela il suffit de choisir &1 ¢ Ker f2 (possible car A2 # 0) puis e, = f(e1) puis e3 = f(e2) = f>(e1).
On vérifie facilement que la famille (e1,¢p,€3) est libre, donc c’est une base de R3, et la matrice de f dans
cette base est bien égale & B par construction.

b) Le probléme revient a trouver les ¢ € Z(IR3) tels que go f = fog; pour cela on fait les calculs avec les
matrices de f et ¢ dans la base précédente. Ca marche tout seul!

Matrices par blocs (ex. 30 a 33)

Exercice 30: (%)

Soit n € N*, (A,B,C,D) € Mu(K)* et M = [/é g] € Moy(K).

On suppose M, A, D inversibles. Exprimer M1 sous forme de blocs.

Q Solution:
On calcule le produit par blocs : {’é g] X [)Z( ?] = Iy, équivaut a:
AX+BZ =1, Y = _—A-IBT
AY+BT =0 coit =-D-1cx
CX+DZ =0 AX —-BD-Icx =1,
CY+DT =1, —CA-IBT+DT =1,

Puisque M est inversible, X, Y, Z, T existent; donc A — BD~1C est inversible et X = (A— BD_1C)_1 ; de méme,
D — CA™!D estinversible et T = (D — CA~'D)~!, puis on en déduit Y et Z.

Exercices — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 13/20 3 octobre 2022



FEUILLE D’EXERCICES N°3 - CALCUL MATRICIEL PST* 22-23

Exercice 31: (x*)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et f € Z(E) non nul tel que 2 = 0.
Montrer qu’il existe une base % de E telle que la matrice de f dans # soit de la forme

0 I
0 0 ’
Q Solution:

Soit r = rg(f), et (e1,...,e;) une base de Im f. Puisque Im f C Ker f, on peut d’apres le théoreme de la base
incomplete, la compléter en une base (e, ..., e, €41,...,en—r) de Ker f.

Considérons un supplémentaire S de Ker f dans E. D’apres le théoréme d’isomorphisme, f|s est un isomor-
phisme entre S et Im f. Il existe donc une base (e, ...,¢e,) de S telle que f(e}) = e; pour tout i € [1;7]

Il est alors clair que la base Z = (ey,...,en—r, e’l, ...,€,) obtenue par concaténation des 2 bases précédentes,

convient.

Exercice 32: (x*)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et u € Z(E) tel que u* = —IdE.
a) Montrer que, pour tout x € E — {0g}, la famille {x, u(x)} est libre.

b) Montrer que, pour tout entier p tel que 2 < 2p < n, il existe un p-uplet de vecteurs
(a1,a,...,ap) tel que le systéme (ay, ..., ap, u(ay),..., u(ap)) soit libre.

¢) Montrer que 1 est pair, et que, si l'on pose n = 2m, il existe une base % de E dans laquelle la

matrice de u s’écrit (par blocs) : {Om *Im} '

In Oy
& Solution:
a) Soit x # 0. il existait un réel A tel que u(x) = Ax alors u?(x) = A%x et comme u? = —Idg et que x est non
nul, on aurait A2 = —1, c’est impossible dans R.

b) On procede par récurrence (finie) sur p.

— on vient de voir que la propriété est vraie pour p = 1.

— Supposons la démontrée & un certain rang p tel que 2(p +1) < n, et démontrons-1a au rang p + 1.
Il existe donc un systeme libre de la forme (ay,...,ap,u(ay),...,u(ap)). Puisque 2p < n l'espace vectoriel
engendré par ce systéeme n’est pas égal a E;
il existe donc un vecteur a,,1 tel que a,,1 ¢ Vect{al,...,ap,u(ul),...,u(ap)} c’est-a-dire tel que le
systeme (ay,...,ap,u(ay),..., u(ap) apy1) soit libre.
Montrons alors que le systeme (ay, ..., ap, u(ay), ..., u(ap), a,1,u(ap11)) est encore libre.
Par l'absurde, si tel n’était pas le cas, u(ap;1) serait combinaison linéaire des autres c’est-a-dire qu’il
existerait des scalaires tels que

p p
u(apir) = aappy + Y Aai+ Y pu(a;) (1)
i=1 i=1

d’ot, en appliquant u :
) P P
—api1 = u(aps1) = au(apr) + Y Aju(a;) = Y pia; (2)
i=1 i=1

En faisant (1) +«(2), on obtient, puisque la famille (ay,...,ap, u(a1),...,u(ap) ap;1) est libre, o =-1,
ce qui est impossible dans R.

— Cela démontre la propriété a I’ordre p + 1, et acheve la récurrence.

¢) L'espace vectoriel étant de dimension finie, il faut bien que le processus précédent s’arréte, donc on peut
trouver une base de E de la forme (ay,...,am,u(ay),...,u(an)), et la dimension de E est paire. (on pouvait
aussi remarquer que det(u?) = det(—Idg) = (—1)" et det(u?) = (detu)? > 0).

Enfin il est facile de vérifier que la matrice de u dans la base précédente est bien de la forme voulue.
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Exercice 33: (*x%)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3n (n € IN*), et u un endomorphisme de E tel que :
rgu =2n et u3 = 0.

a) Montrer que Keru = Imu?

b) Montrer qu’il existe une base # de E dans laquelle la matrice de u s’écrit (par blocs) :

On On On

In On On

On In On
Q Solution:

1. De uou? =0, on tire Imu? C Keru, et de u?ou = 0 on tire Imu C Ker u?.
On a aussi, d’apres le th. du rang, dim Keru = n.
Considérons alors l'application linéaire v = u|yy,,, de Imu dans E (v est la restriction de u & Imu). On a
Imo = Imu? et gerv = Keru NImu, donc le théoreme du rang appliqué a v donne

rgu = rgu? 4 dim(Keru N Imu).

Or KeruNImu C Keru donc dim(KeruNImu) < n d’ou rgu2 <rgu—n=n.
Puisque Im u? C Keru, on en déduit Keru = Imu? .

2. Soit S un supplémentaire de Imu ; dim S = n; et soit (ey,...,e,) une base de S.
Montrons que la famllle B = (el, ceguler), ..., u(en),u?(eq), .. .,uz(en) est libre :

Si on a Z wie; + Z Biul(e;) + Z viu®(e;) = 0, alors, en appliquant u? a cette égalité, on obtient, puisque
ud=0:
n n
2(Ywe | =0 ie Y aje; €Keru?
i=1 i=1

n n n
Donc Y wje; € Imu;or ) aje; €S, donc Y aje; =0 d’ott a; =0 pour tout i € [1;n].
i=1 1:1 i=1
On a donc Z Biu(e;) + Z viu*(e;) = 0, puis, en appliquant u, on en déduit de la méme fagon que les f; sont
nuls, et ensulte que les 'y, sont nuls.

Finalement, & = (e1,...,en, u(e1), ..., u(ey), u>(e1),. .., u*(ey) est une base de E, et il est facile de vérifier que
la matrice de u dans cette base est bien de la forme voulue.

Rang d’une matrice (ex. 34 a 41)

Exercice 34: (%)
a) Soit A € M, ,(K) et B € M,,(K). Comparer rg(AB), rg(A) et rg(B). Préciser dans le cas A
ou B inversible.

1 2 3
b) Existe-il A € M3,(R) et B € Mj3(R) telles que AB = (O 4 5) ?
0 0 6

Q Solution:

a) C’est du cours, a savoir refaire (considérer les applications linéaires associées).

b) La réponse est NON : en effet, on a rg A < 2 et rg B < 2 (le rang d'une matrice étant inférieur au nombre de
lignes et de colonnes). Donc rg(AB) < min(rg A,rg B) < 2. Or, ici, rg(AB) =3...

Exercice 35: (%*)

1 1 0 0
0 1 1 :
Soient n € N* et M € M, (R) définiepar M= [ : . . .
0 1
1 0 -~ 0 1

a) Donner le rang de M.
b) Préciser noyau et image de M.
¢) Calculer M".
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Q Solution:

a) La matrice extraite formée des n — 1 dernieres lignes et colonnes de M est triangulaire supérieure avec de 1
sur la diagonale, donc est inversible. Il en résulte que rgM > n — 1.

— Lorsque n est pair, 'opération C; «— C; — Cy + C3 — - - - — C,; fait apparaitre une colonne nulle, donc
rg M < n—1 et finalement rg M = n — 1 dans ce cas.

- Lorsque n est impair, on fait la méme opération, et la lére colonne devient (0 0 ... 0 2); puis en
développant selon la 1ére colonne, on obtient que det M = 2 donc M est inversible. Dans ce cas rg M = n.

b) - Dans le cas n impair, Ker M = {0} et InM = M, ;(R).
— Dans le cas n pair, Ker M est la droite vectorielle de base {1 —11 —1 ... 1 —1) et Im M est I'hyperplan

d’équation x; —xp +x3 — - - - +x,_1 — x; = 0 (en effet, on sait déja qu’il s’agit d’un hyperplan, et les
vecteurs colonnes, qui engendrent I'image, vérifient bien I'équation précédente).
o1 0 ... 0
0 0 1
c) Onécrit M= I, + ] ot | estlamatrice [= [: - - -
0 R |
1 0 ... 0 O

J est la matrice de I’application f qui transforme la base canonique (e, ...,e;) enlabase (ey,e1,ep,...,€5-1)
obtenue par permutation circulaire. J? est alors la matrice de l'application f2, qui transforme la base

0 0 1 0o ... 0

0 0 O 1 ... 0

S0 0 0 '
canonique en la base (e,_1,eu,€1,€0,...,6,_2) C'est-a-dire J? = o

0 : - . o1

10 ... . .0

o1 o0 ... ... 0

On peut calculer de méme les Jk pour 1 <k<n—1(etona J" = I,). Puis comme I et ] commutent, on
peut utiliser la formule du biné6me et on trouve :

2 (111) (721) (;1i1)

n (nil) 2 (rll) (niZ)
M=y (")NE=| .
IE) (k) . . . . (2)
GG @
@ G - GL)o 2

Exercice 36: (x*)

a) Soit M € M ,4(K) une matrice écrite par blocs : M = {13 g} avec A € M,(K) ,
B € My(K).
Montrer que rg(M) = rg(A) +rg(B).

A 0 ... 0
0 A ... 0

b) Soit A € M, (K) et B = N , décomposée en p blocs, élément de M, (K).
0o ... ... A

Comparer rg(A) et rg(B).
X Solution:

1. En notant A; = {Ig 8} et Ay = {g g} ,ona Im(M) = ImA; @ImA;. Or Im A; est isomorphe (par

I'application X — )Oi )aImA, donc dimIm A} =rg A, et, de méme, dimIm A, = rg B, d’ot1 le résultat.

Autre solution : Notons a = rg A, b = rg B. On sait alors qu’il existe des matrices inversibles P, Q d’ordre p,
et des matrices inversibles R, S d’ordre g telles que A = PJ,Q et B = RJ;S.

Onaalors:M:{P O}X{]ﬁ' O}X{Q 0}

o R0 |0 s
| —
inversible inversible
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donc M est équivalente a {] ‘ 0} qui est de rang a + b.

0 Jb
2. Par récurrence sur p, en utilisant le résultat précédent, ona rg B = prg A.

Exercice 37: (xx%)

Soit M € Mpy(K) une matrice partitionnée par blocs : M = {
A€ My(K), Be My,(K) et Ce My(K).

A 0
B |- avec

a) Montrer que : rg(M) > rg(A) +rg(C).
b) Montrer que, si A est inversible, il y a égalité.

¢) Soient A € M,(K), C € My(K) telles que, pour toute B € M, ,(K), on ait :

g (|5 ) = ra(4)+r8(0).

Montrer que A ou C est inversible.

Q Solution:

a) Soit @ = rg A et ¢ = rgC. On peut extraire de A une matrice A’ inversible d’ordre a et de C une matrice
I
inversible C’ d’ordre c. On pourra alors extraire de M une matrice d’ordre a + ¢ de la forme {g, g,] ;

cette matrice étant inversible (utiliser soit le cours sur les matrices triangulaires par blocs, soit le calcul du
déterminant par blocs), on en déduit que rgM > a +c.

b) En posant A} = [’;} et Ay = [g] ,onaImM =ImA; +ImA;.Or, dimIm Ay = dimIm C = rg C et, puisque
A est inversible, rg A] = rg A (car on peut extraire de A; la matrice inversible A). D’autre part, d’apres la
formule de Grassmann, la dimension de la somme de deux sous-espaces vectoriels est inférieure a la somme
des dimensions de ces sous-espaces.

On obtient donc dimIm M < dimIm A; + dimIm A, soit rg M < rg A +1gC, d’ot1 I'égalité.

c) Soit a =rg A et c =rgC. Notons |, la matrice d’ordre p J, = g’ g 0 o

On sait qu’il existe des matrices carrées inversibles d’ordre p, P et Q, telles que PAQ = J,, et qu’il existe

deux matrices inversibles d’ordre ¢, R et S, telles que RCS = J/.

P 0 A 0 Q 0 _ Ja 0
On a alors {o R] X {B C] x {o s] - {RBQ L’] ’

] et J/ la matrice d’ordre g J. = [L’ O] .

Ja O
D J
est inchangé lorsqu’on multiplie par une matrice inversible). Si on avait a < p et ¢ < g, alors en prenant
]ﬂ 0
D ],

L’hypotheése de "énoncé implique donc rg [ ] = a + ¢ pour toute matrice D € M, ,(K) (puisque le rang

D = Ep 11,441 On aurait rg { ] =a+c+1, contradiction. Donc 4 = p ou ¢ = g, i.e A inversible ou C

inversible.

Exercice 38: (¥*)

3A 4A
Déterminer le rang de M en fonction de celui de A.

Soit M une matrice partitionnée par blocs : M = {A ZA} ;o A e M, (K).

Q Solution:

En effectuant les opérations élémentaires L; <— L; —2L;_, pour n+1 < i < 2n (qui ne changent pas le rang),
on obtient rg M =rg {A 0 ] .

2A —2A
Puis en effectuant les opérations élémentaires C; <— C; —2C;_,, pour n+1 < i < 2n, on obtient

rgM =rg {'g 0

—ZA] . En utilisant alors 1’exercice 36, on trouve rg M = rg A + rg(—2A) = 2rg A.

Exercice 39: (x*)

Soit M une matrice partitionnée par blocs : M = Ié g ] .

Montrer que : tigM < rg A+rgB+rgC+rgD.

Exercices — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 17/20 3 octobre 2022



FEUILLE D’EXERCICES N°3 - CALCUL MATRICIEL PST* 22-23

Q Solution:

SiM= [Ml Mz] ,ona ImM = Im M; +Im M, d’oti, d’apres la formule de Grassmann, rg M < rg My +1g M.

Si M= El} ,onargM <rglLj +rgLy en appliquant le résultat précédent a la transposée de M.
2

Pour obtenir le résultat voulu, il suffit donc d’appliquer successivement les deux résultats ci-dessus.

Exercice 40: (*x%)

. A B
Montrer que : rg(M) = n+rg(CA !B — D) (on multipliera M a gauche par une matrice
convenable).
X Solution:
Iy 0] A B|_ A B
CA™l 1, C D| |0 CA'B-D|"
. Iy 0 . . . A B A B R
Puisque { CA-1 IJ est inversible, les matrices { C D} et {O CA-1B D} ont méme rang.
. . [A B Al —A7B] [ 0
Ensuite, on fait le calcul par blocs : {O CA-1B D} X { 0 I, } = {O CA-1p _ D} , donc pour les
. . 1 i A B . 1 i Iy 0 . li
mémes raisons, la matrice | ;. ,_1p | améme rang que la matrice | ;. _1p |, puis onapplique

le résultat de 1’exercice 36.

Exercice 41: Matrices de rang 1 (xx)
Soit A € M,;,(K) une matrice carrée de rang 1.
a) Etablir 'existence de colonnes X,Y € M, 1(K) vérifiant A = X*Y.
Réciproquement, que peut-on dire d’une matrice de cette forme?
b) En déduire I'existence de A € K tel que A% = AA.

X Solution:
a) Si A estderang 1, toutes ses colonnes sont proportionnelles ; on peut donc écrire par blocs :
A=[mC aC ... ayC]
o1 C est une colonne (non nulle car sinon A serait nulle) . En notant L la matrice ligne L = (ul a ... un)

(qui n’est pas nulle sinon A le serait) on a alors A = CL.

La réciproque est immédiate : le méme calcul par blocs que ci-dessus montre que si A = CL avec C colonne

non nulle et L ligne non nulle, alors rg A = 1.
b) Avec les notations ci-dessus on a :
A% = (CL)(CL) = C(LC)L = «CL = « A

en notant « le scalaire LC.
‘1
n
On peut d’ailleurs préciser:si C = | : |, alors LC = Y a;c; = tr(A) (puisque A est la matrice dont le terme
C.n i=1
d’indice (i,j) vaut c;a;).

Trace d’une matrice, d'un endomorphisme (ex. 42 a 47)

Exercice 42: (x%)

Soient A, B € M ,(K), données avec tr A # 0. Résoudre l'équation d’inconnue M € M ,(K) :
tr(A)M — tr(M)A = B.

X Solution:
11 s’agit d"une équation linéaire. Réponse :

- Si tr(B) # 0, 'équation n’a pas de solution.
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1
— Lorsque tr(B) = 0, I’ensemble des solutions est ’ensemble des matrices de la forme M = ——B + AA avec

tr(A)
A e K.

Exercice 43: (x*)

Soient A,B € M, (C) , A #0.
Résoudre l'équation : X + tr(X)A = B, d'inconnue X € M,(C) .

Q Solution:

Supposons qu'il existe une solution X € M, (C). Alors, en prenant la trace des deux membres de 'égalité, on
obtient (puisque tr est une forme linéaire) : (1+trA)tr X = tr B.
Deux cas sont a distinguer :

tr B tr B
- Si1+4+tr A # 0, on a donc nécessairement tr X = TTuA d’ott X =B — mA.
Réciproquement, si X = B — %A, on vérifie aisément que X vérifie bien I'équation proposée. C’en est
donc 'unique solution.
- Si tr A = —1, deux autres cas sont a distinguer :

- Si tr B # 0, I’équation proposée n’a pas de solution.

- Si tr B = 0, on vérifie alors que B est solution. En posant Y = X — B, l'’équation se rameénea Y = — tr(Y)A.
Y est donc de la forme AA avec A € K. Réciproquement, on vérifie aisément que toute matrice de ce type
convient.

En conclusion, dans ce cas, I’ensemble des solutions est ’ensemble des matrices de la forme X = AA + B.

Exercice 44: (%)
Soit ¢ une forme linéaire sur M ,(K) telle que :
V (A, B) € M (K)? ¢(AB) = ¢(BA).
Montrer qu’il existe A € K tel que :
VA e Mu(K),p(A)=Atr(A).

R Solution:
Pour tout (i,j,k,¢) € [1;n]* ona @(E;jEx) = @(ExcE;j) d’ott ;x9(Ei¢) = 849 (Egj)-
~ En prenant k = j et i = {, on obtient ¢(E;) = ¢(Ej;) pour tout (i,j) € [1;n]*. Notons alors A la valeur
commune des ¢(Ej;).
— En prenant j =k et i # ¢, on obtient ¢(E;) = 0.

La relation ¢(A) = Atr(A) est donc vérifiée pour toute les matrices A de la base canonique, donc est vraie pour
toute A € M n(IK) .

Exercice 45: (*x%)

Soit U € M,(K) telle que, pour tout V, W € M, (K), on ait tr(UVW) = tr(VUW).
Montrer que U est une matrice scalaire.

& Solution:
Ona: E,']'UEL‘]‘ = u]-,-E,-]- et UEL‘]‘E[]‘ = (Si]'UEi]‘
donc, en prenant les traces : u;;6;; = u;; ce qui prouve que U est diagonale.
De plus u;; = tr(UE;E;;) = tr(E;;UE;;) = ujj, donc U est une matrice scalaire.

Exercice 46: (*x%)

Mu(K) — Myu(K)
X — AX+ XA

Montrer que ¢ est un endomorphisme de M ,(KK), et calculer sa trace en fonction de celle de A.

Soit A € M ;,(K) et(p:{
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& Solution:
¢ endomorphisme de M, (K) est immédiat.
Onécrit A= Y. agEy; pour tout (i) € [1;1]* on a alors :
1<k f<n

¢(Eij) = AEjj + EjjA =Y agExEij + Y axeEijExs
Kt Kt

n

n n n n n
=YY abuEj+ Y, Y axidikEie = ) axiExi+ Y ajeEie-
k=16=1 (=1k=1 k=1

Si on considere alors la matrice de ¢ dans la base canonique (E,-]-)(i].) e[im]? de M, (K), ses termes diagonaux
sont les coordonnées de ¢(E;;) sur E;;, c’est-a-dire, d’apres le calcul précédent, les a;; +a;;.
Donc tr(¢) = Z [aii +ajj] =2ntr(A).

(ij)elLn]®

Exercice 47: Projecteurs (xx)
Soit E un KK-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit (p;)1<i<k une famille de projecteurs de E . Démontrer ’équivalence des propriétés sui-
vantes :

a) i#j = piop;=0.

k
b) p= ‘2 pi est un projecteur.

2. Soit (pi)i<i<k une famille d’endomorphismes de E, tels que Z pi = Idg. Démontrer
i=1
I'équivalence des propriétés suivantes :

a) i#j = piop;=0.
b) pour tout i € [1;k], p; est un projecteur.

Q Solution:

1. a)=-b) Si a) est vérifiée, alors pz =Ypiopi=YL pl-z =Y.p; = p donc p est un projecteur.
ij i i

b)=-a) Supposons que p soit un projecteur.

On a Imp = Im (Z pl-) C L(Imp;) donc dimImp < dim (Zlm pi) < Ldim(Imp;), ou encore

r8p < Lrgpi. () l l l ’

Mais, pulsque p et les p; sont des projecteurs, on a rgp = trp et rgp; = trp;. Or, par linéarité,

trp = ):tr pi,soit rgp = 2 rg p;. Les inégalités dans (*) sont donc des égalités. Il en résulte dim (): Im pl) =L dim(Im p;)
et Imp—z(lmpl) donc Imp—@lmpl 1

Pour tout x € E et tout j € [1; kﬂ pj(x) € Imp; C Imp donc p[p;(x)] = p;(x) (les vecteurs de Imp
sont, je le rappelle encore une fois, invariants par p). Ainsi }_p;[p;(x)] = pj(x) avec p;[pj(x)] € Imp; et
i

pj(x)Imp;. La somme des Im p; étant directe, on en déduit p;[p;(x)] =0 si i #j.
2. a)=rb) est facile : pour tout j € [1;k], ona p; = pjoldg = ;p]» op; = p}?-, donc p; projecteur.

b)=a) résulte de la question 1. (car Idg = ) p; est un projecteur).
i
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