FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES PSI* 22-23

EXERCICES : SERIES NUMERIQUESI

Séries a termes réels positifs (ex. 1 a11)

Exercice 1: (x) - (x%) ]

Démontrer que chacune des séries ) u, converge, et calculer leur somme :
1 4n
1. un—ln(l—ﬁ) (n>2) 10. Un = 19
2 4n —3
— - = 11. = ——— =
2. un—ln<1+n(n+3)> (7’121) Uy n<n2_4) (7’1/3)
3. 1y = L (n>1) 12wy = (1 >1)
M i D2 7 T 2 7
1 1
4, = >1 . = >
M A (it p) tnp 1) 13 v R =1
Vit 1l—2yn+1 k=1
5. u, =
2n+1 2n® —3n? +1
x 14. Uy = W
6. unzln(cosz—n),xe[o;g[ :
1 b - 15 n_|_Vn+1J_|_\/ﬁJ (n>1)
7 un—z—ntan<2—n)),x€[0,7[ n
n
_q)n 16. u, — i +1,n>1
8. u, = ( 3 COSS<3n9) Un 1—xm)(1— x"“) (x # ,nz=1)
1 (considérer (1 — x)uy)
9. u, =
T 34 8n2 +17n + 10 17. u, = 2"?sin (%) x" (discuter selon x € R)
Exercice 2: (x) - (x*) ]
Etudier la nature des séries de terme général :
1 -1 niy _ n+l a,B\/n 2
1. In (W) —1In (sm W) 9. Yn—"/n 16. ne (x,f) €R
N 10, 226 (2n) 17. (n* 1) — (nP+1)"/¢ (a, 8 > 0)
2. (1 + —) —e n' 3
n | n°+1
11 n! 18. arccos PO
3. 2In(n® +1) —3In(n® +1) " In(n)e "
& _ o C.
4. (chn)* — (shn) 12. U2l +n! 19. cos (arctann + l“) («>0)
1 (7’[ +2)' n
5. —=
ni/n 13 1 1\™
6. nle— i T, T AT 20. (COSE>
1
(vn)nr 14. 3 . n®
7.W T+V24 Y3+ +n 1. 1n(3tan26na+1) (x> 0)
n,0
5 1 15. M(ﬂ>0, zx,,BE]RZE a"
" (Inn)nn " L
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FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES

Exercice 3: (x) ]

400 2
En admettant Y % = %,
n=1
convergence) :
+0o 1 +0o (_1)11
Ay ——— b
ng%) (2n+1)? n;l n2

[Exercice 4: (x%)

A quelle condition sur P la série ) u, converge-t-elle?

[Exercice 5: (%)

convergente ?
Calculer alors sa somme.

[Exercice 6: (xx) ]
a) Ftablir, pour tout (a,b) € R2 tqab # 1,

Arctana + Arctanb = Arctan (%) + k. avec

7T

n2+n+1) 4

o0

+
b) En déduire: Y

n=1

Arctan <

Exercice 7: (x%)

* on pose : = (n—1)!
Pour n € N P DUy (1—1—\/1)(1—1—\/5)'-‘(1—1-\/%)

n
a) Montrer que, pour tout n € N* : Y " w =1 —/nuy,.
k=1

En déduire que la série de terme général u, converge.

Y uy,.

n=1

Exercice 8: (x%) ]

2

n
Montrer que la série —_—
q L Trmyp

converge.

Calculer une valeur approchée & 10~% pres de sa somme.

Exercice 9: (xx) - (x%%) ]

In2 In3 Inn

Soit la suite de terme général u;, = - 3

a) Donner un équivalent de u; en +oo.
2

b) Montrer que la suite de terme général : v, = u, — > est convergente.

Soit la suite de terme général : u, = (n* +n?)1/* — P(n)1/3 ot P est un polynome.

k=0 siab <1
k=1 siab>1leta,b>0
k=—-1 siab>1letab<0.

PSI* 22-23

calculer les sommes des séries ci-dessous (apreés avoir prouvé leur

Pour quelles valeurs de 4,b € R la série de terme général In(n) +aln(n + 1) + bln(n + 2) est-elle

b) Etudier la nature de la série de terme général In (1 + ﬁ) et en déduire la somme de la série
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FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES PSI* 22-23

[ Exercice 10: (») ]

. N Lpe s . a
Soit (a,)nen une suite a valeurs dans R . On définit la suite (uy),en par: g > 0, Uy 1 = Uy + —.

n
Montrer que : la suite (u,) converge <= la série }_a, converge.

[Exercice 11: Utilisation de séries pour 1’étude de suites (xx) ]

1. Soit (x,) une suite définie par: xg >0 et Vn € N, x,1 = xy + 3.
a) Montrer que lim x, = +oo.
n—+oo
b) On pose u, = 27"Inx,. Montrer que la suite (u,) est convergente. (On étudiera la série
Y Up1— Un)

¢) En déduire qu’il existe & > 0 tel que x, ~ a2".
n—+0o0o

2. On consideére la suite (u,) définie par: 0 <ug<1etVn €N, u, 1 = u, —u.
a) Montrer que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite ?
b) Montrer que la série de terme général u2 converge.

- L u .
¢) Montrer que les séries de termes généraux In ("—H) et u, divergent.
n

1
d) Montrer que u, < P et que la suite (nu,) est croissante. On note /¢ sa limite.

— Uy L 4
e) On pose 1, = —— . Montrer que la série de terme général v,1 — v, converge.
n

1
f) En déduire que u, est équivalent a o

Séries a termes quelconques. (ex. 12 a 16)

[Exercice 12: (%) - (k%) - (x%%) ]

Etudier la nature des séries de terme général :
_1\n

1. (=1)"tan <%) 7. In 1—1—7(_1)” 12. a(il)nﬁ
14 (—1)" VA n(n+1) n*+(=1)"n

2, ————— (>0, B>0etp #n)

”n g L-2+- 4 (1))

R ) i ' (n+1)! 13 (=1)"n

n+sin(n) " (2n+1)(3n+1)
—_ n 00

] (=" 9. B ) S (e >0) ( et calculer alors +Z Uy)

Inn + sin(2n7/3) ne 4 (=1)" n=0
(=" (—1)" in(1

5. sin(Inn)
S+ (=) 10. Chism («>0) 14. —

6. (/1+ (GO 1 11. cos (n?In (-25)) 1)1 (1

. N n—1 15. (—1)"¥nsin -
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Exercice 13: Série des restes de la série harmonique alternée (x*)

+oo (1)K
On pose Ry, = ), (=1
k=n+1 k

a) Justifier 'existence de R, .

pour tout n € IN.

b) Montrer que, pour tout n € IN,
1
R, = (—1 n+1 / d
=) 0o T+x
¢) Montrer qu’il existe € N* et A € R* tels que

B (_1)n+1 1
Rn —_ A T + O W .

En déduire la convergence de )} Rj.

d) Calculer Y R;,.
n=0

Exercice 14: (x+) ]

Inx
Notons f: x — -

a) Ftudier la nature de ¥ f(n) et Y(—1)" f(n).
N
b) Notons w;, = f(n) — / f(t) dt. Montrer que la série }_w, converge absolument.
Jn—1

¢) Calculer la différence :

n 2n
2y f(2k) =} f(k).
k=1 k=1
+o0
En déduire la valeur de ) (—1)" f(n) en fonction de la constante d’Euler.
n=1

Exercice 15: Permutations de termes (xx) ]

. . . . . —-1)" .
On considere la série ) v, déduite de la série harmonique alternée <n +) I en écrivant dans 1’ordre
n=0
un terme positif, puis deux termes négatifs; ainsi :
v =1 v—_lv—_lv—lv—_lv—_lv—letc
0o— 41, 1_2/2_4/ 3_3/ 4_6/5_8/6_5

Montrer que la série de terme général v, est convergente, et calculer sa somme.

Exercice 16: Produit de séries (xx*) ]

1. Montrer que, si a et B sont deux réels strictement positifs tels que &« + < 1, la série produit

. (=" (=" :
de Cauchy des séries —— et ——~— est divergente.
y Sl 17 & B )P &
(="

2. Montrer que la série produit de la série ).

Ml par elle-méme est une série convergente.
n>0 <N
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