FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES PSI* 22-23

EXERCICES : SERIES NUMERIQUES, AVEC CORRIGESI

Séries a termes réels positifs (ex. 1 a11)

Exercice 1: (%) - (x%)
Démontrer que chacune des séries ) u;, converge, et calculer leur somme :
1 4n
— . 10. = ——
1. uy, 1r1<1 nz) (n>2) 0. uy T W
2 4n —3
- 11. =——-—=(n=3
2 un—ln(1+n(n+3)) (n>1) U oy (n>=3)
= (n>1) 12, 4, = 5 (131)
nn+1)(n+2) n?(n+1)>2
1 1
4. uy = (n,p=1) 13 up=——(n>1)
nn+1)...(n+p) 5 §2
Vn+1-2yn+1 k=1
5. u, = i 3 )
2m+ 4 g =4l
x T 43
6 unzln(cosz—n),xe[o,%[ (n+3)!
7 _ 1 X 0:x 15.Mn={n 1J_h/ﬂ(”>1)
Un 2—ntan(2n)),x€[ ,7[ n
n
—1)" o X
8. u, = ( 3n) cos®(3"6) 16. un = (1 —xm)(1—xm+1) (x#£1, n>1)
1 (considérer (1 — x)uy)
9. uy =
" m3 +8n2+17n+ 10 17. u, =2"?sin (%) x" (discuter selon x € R
X Solution:

1. Téléscopage : pour tout N > 2 :

N N 2
Z””: Zln(” 21
n=2 n=2

n

) = % (In(n—1) +1In(n+1) —2Inn)

n=2

N N
Z:z(ln(n—l) —Inn)+ Y (In(n+1) —Inn)

n=2
N+1
=(In1-InN)+ (In(N+1) —In2) =In 1
N
donc lim ( > un) = —In2 : la série converge et sa somme vaut —In2.
n—+00 \ =2
2. On écrit :
2
n*+3n+2 (n+1)(n+2)
= — | = — | = (1 1) -1 —(1 -1 2
Uy ( (1 +3) ) ( n(n+3) (In(n+1) —Inn) — (In(n +3) —In(n +2))
ce qui permet de montrer, aprés télescopage, que la série converge et que sa somme vaut In3.
1
. La dé iti é1é ts simples de la fracti ti lle ————— 5= est:
3. La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle XX +1) (X +2) es
1 1) 1 1/2

X(X+1)(X+2) X X+1 X+2

(calcul que je ne détaille pas, a savoir faire). On en déduit, pour tout N € IN* :

N N N N
1 1 1 1 1
Lw=3ii-Yaritsl
n=1 2 =1 =17 +1 2 n=1" +2
1 N 1 N+1 1 1 N+2 1
= Z - 4z Z = (chgt d’indices)
2 - 1 n=2 " 2 n=3 "

Il
= 3
|
—_
N\ =
Il Z
w
|

(1) s e (e
Zn)2\""2) 2 N+1 2\N+1' N+2
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FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES PSI* 22-23

. . . 1
donc en faisant tendre N vers 400, on obtient que la série converge et a pour somme i

4. La convergence ne pose pas de probleme : uy, donc comparaison a une série de Riemann

~/ 117
n—+oo nP1
convergente (puisque p +1 > 1).

Notons alors S, la somme de la série. On a :

+o0 +oo
4 (ntp)—n
PSp = 1 =) 1
nzln(n—i— )...(n+p) n:l”(”+ )...(n+p)
B i" 1 B i" 1
=nn+l)...(n+p-1) = m+1)...(n+p)
o= 1 3 Z":" 1 1
e+ 1). . (n+p-1) Synm+1)...(n+p-1) p!’
donc S, = L' :
p-p:
vn+1 1
5. uy = ( ;:—1 - \2/—3 + o .Donc Y u;, estla somme d'une série télescopique et d"une série géométrique.
+oc0
On obtient: Y u, =1.
n=0

6. On calcule les sommes partielles :
n n x
Zuk:ln Hcos(?) .
k=0 k=0

n

X C . . .

Posons v, = H cos (7) . Alors par application de la formule sin2a = 2sinacosa on obtient :
k=0

oo (3) = ([ (3)) (o (3)5m (3)) =
- oo ()

donc v, sin <21n) = (%)nvo sin(x) = (%)ncos(x) sin(x) = (;)n+1 sin(2x).

sin2x R . . . sin2x
T Ay d’ony, en utilisant sinu ~u : lim v, =
2"+l sin (57) 40 n—s+-00

On en déduit, pour x # 0, v, =

+00 sin2x s
Y up=In ) cette égalité se prolongeant pour x = 0.
n=0

1
7. La somme vaut T 2 cot2x (on utilise I'identité tan X = cot X —2cot2X (a démontrer!), puis télescopage)

3
8. La somme vaut 1 cos(8) (on utilise I'identité cos3X = 4 cos® X —3cos X d’ot1 cos® X = ..., puis télescopage)

23
9. La somme vaut a1 Factoriser le dénominateur :

n3+8n2 +17n+10 = (n+1)(n+2)(n +5)
puis décomposition en éléments simples :

1 112 n a 1/3
(X+1D(X+2)(X+5) X+5 X+1 X+2

et ensuite télescopage...

10. On fait encore une décomposition en éléments simples :

H'¢ _ 1 B 1
X44+2X249  X2-2X+3 X2+2X+3
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FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES

d’ot1 (toutes les séries écrites ci-dessous convergent par comparaison a une série de Riemann) :

+o00

NUMERIQUES

+oo 1 +oo 1
Uy = —
n; 4 n;)nz—2n+3 ng:on2+2n+3
N———
chgt indices n=n'—-2
> 1 > 1
7n;)n2—2n+3 _n;nz—Zn—i—?;
1,15
32 6
11. Décomposition en éléments simples :
4X -3 4X -3 3/4 5/s  11/8
X(X2-4)  X(X-2)(X+2)) X  X-2 X+2
d’ott pour N > 3 :
N N N N
3 1 5 1 11 1
L=yl Tyt 8 Lnte
n=3 n=3" n=3 " n=s N+
3N 1 5821 11N
“ilatsla s L
n=3" n=1" n=s"
= Z (% + %) + g (1 + % + % + %) + termes qui tendent vers 0 quand N — +co.
67
Donc la série converge et sa somme vaut —— 9%

12. Décomposition en éléments simples :

2
X

1+ 2
X2 X+1

1
(X +1)2

1 p—

X2(X 1 1)2 +

+

On aura alors, pulsque toutes les séries écrites ci-dessous convergent (attention a ne pas couper en deux la
+00 ( 1

série de terme general
—\n n+ 1)

N —— -’
I
série télescopique

+o0 1 +o0

—+o0
7;”": Zn2+2 n+1)

=1

1

+00 2

1 T
13. Z K= pn+1)@nt1) d’ott apres une décomposition en éléments simples : u, = 6 + 6 A
- 6 P P PR = T
Puls
Lu—e) T4} dpom) ol
SN = Uy =6 —+6
n=1 n=1" - ntl — 2 +1
N 1 2N+1 1 N 1
12V 2 _6— :_ L
; L —6—24 Z 2 o
n=1
En utilisant la relation <« bien connue > :
N1

) = InN+ v+ 0(1) (ouy estla cste d’Euler)

n=1
on obtient

SN =12(InN +7) — 6 —24(In(2N + 1) + ) + 24 + 12(In N + y) + o(1)
et lim Sy =18—-24In2.
N—+oo
14. La division euclidienne du polynéme 2X> —3X? + 1 par X + 3 s’écrit :
2X3 —3X%2 4+1 = (X +3)(2X% —9X +27) — 80
puis celle de 2X? — 9X + 27 par X + 2 sécrit :
—-9X+27=(X+2)(2X—-13)+53
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FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES PSI* 22-23

donc

23 =3n?4+1 _ (n4+3)(2n* —9n+27)—80 212 —9n+27 80

(n+3)! (n+3)!  (n+2)! (n+3)!
_ 2n—13+ 53 B 80 _2(71+1)—15+ 53 _ 80
C(mn+) T (m+2) (43 (1) (n+2)!  (n+3)!
2 15 53 80

W) 2! it 3

On aura donc (toutes les séries écrites convergent, d’apres le développement en série de la fonction exponen-
tielle) :

+o00 —+oo 1 +o00 1 —+oo 1 +o00 1
Uy =2y ——-15YyY ——— 453y ——— 80 ——
n;o " n; n! n;o (n+1)! n; (n+2)! n;o (n43)!

:Ze—15(e—1)+53(e—2)—80(e—§):109—40e.

15. Si n+1 n’est pas un carré alors u, = 0 donc les sommes partielles de ma série Y u;, seront toutes majorées
—+o0
par Z e (série convergente!), ce qui prouve la convergence de la série (car a termes positifs), et :
p=1

= 1 3

—+o0 —+o0
16. On suit l'indication :
(1_x)un _ xn_xn+1 _ (1_xn+1) _ (1_xn) _ 1 B 1 '
(1—xm)(1—xnt) (1 —xm)(1 — xmt1) 1—x" 11— xntl

11y a télescopage :

N
1 1
Y (I=x)un = 37— = T ~71

n=1
donc :

N+1 — 0 donc la série Y. uy converge et a pour somme

- Si|x| <1, lim x P
x| N—+co w1 (1—x)2

- Si|x|>1, Nl—ig}oo xN*1 = too donc la série ngl u, converge et a pour somme a2 .
Exercice 2: (%) - (x%)
Etudier la nature des séries de terme général :
1 | n/m _ n+l a,B\/n 2
1. In (W) —In (sm W) 9. n vn 16. n“e (0, B) €R
1 . 10. 246(27’[) 17. (n"‘—l—l)l/“—(nﬁ—l-l)l/ﬁ (DC,B>O)
2. (1 + ;) — e n" 3 11
1 n! 18. arccos (713—2)
3. 2In(n®+1) —3In(n? +1) " In(n)e e
& _ @ .. 1
4. (chn)* — (shn) p U2+t 19. cos (arctann N 7) (> 0)
1 (Tl + 2)! n

5. —=

ni/n 13 1 1\™
6. nle—Vi I T, YR 20. (cos;)

1

(/n)lnn 14. - - -

7. 7(1nn)\/ﬁ 1+V24+ V34 +yn 21, 1n<3tan276na+1> (e >0
In(14a"n")
5 1 15. 7ﬁ(a>0, oc,ﬁeleg a"
" (Inn)nn " L g
& Solution:
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1 1 1
1. Pourn>1:u,=—1In nsin [ — etpuisque lim nsin|—)=1onau, ~ 1—y/nsin|—]).
215 = o (Visin 2 ) ) etpuisaue tim_Asin (- ) ot Vs ()
! ! donc u ! et par comparaison a une série de Riemann
= - - — ~ -, 1
n Vnoo o6n®/2 n*/2 " lebn P p
divergente a termes positifs, la série de terme général u, diverge.

e
2. Faire un développement limité : u, ~ > donc la série diverge.

. - 1 .
3. Faire un développement limité : 1, ~ — donc la série converge.
n

n(a—2)

e ,donc :

a—1
- Si w>2, (uy) ne converge pas vers 0 donc la série diverge grossiérement.
2

4. On fait un développement limité : u, ~ 2L

-Sia<?2, lil’E n“u, = 0 donc par le critere de Riemann, la série converge.
n——+o0o

. . 1 1 .
5. lim /n= lim e"™” =1 donc u, ~ — et la série diverge.
n—-+oo n——+0o n

. 1 .
6. lim nzun =0donc uy, =0 (—2 : la série converge.
n—+400 n

7. uy = exp (%(In 7’!)2 — ﬁln(ln l’l)) donc nzun = e21n"un = exp (Zlnn + %(ln n)2 — ﬁ]n(ln n)) X
i ées, 2Inn + § (Inn)? — /nn(1 ~ —y/nin(l —codonc lim nu, =
Or par croissances comparées, 2Inn+ 5 (Inn)* — /nIn(Inn) s Vrln(Inn) T o0 done Lim ntuy 0

et par application du critére de Riemann la série converge.

1

= ——— - Pour n assez grand on a In(Inn) > 2 d’ott 0 < u, <

Innin(lnn) _ (eflnn)ln(ln”) ) :la
n

8. u, =e" —
. nz
série converge.

9. On cherche un équivalent de u;, :
1 1 1 1 1
Uy = e;lnn _en_+11“” _ emlnn (e(zfm)lnn _ 1) )

. . 1 . Inn
uisque lim en+ =1,que lim (;—-7)Inn=0etquee®* -1~ Xona:u, ~ —-
Puisque | it =1, que 1 L) 0etque eX —1 ~ X -
n—+oo n—+oo X—0 n—+co M
On reconnait une série de Bertrand ; plus précisément, I'équivalent ci-dessus montre que hrf n2uy =0, et
n——+oo
par application du critere de Riemann, la série converge.

10. On utilise la regle de d’Alembert. La série étant a termes > 0 :

2
= — =<1
Uy (n+1)n+1 (n+1>” n—+oo e

Upp1  @n+2)n" 2
n

donc la série converge.

11. Utiliser la formule de Stirling ou la reégle de d’Alembert.

(n—1)(n-1)"+n! 2 . . o .
12. 0 < uy < donc par comparaison de séries a termes positifs, la série
St S (n +2)! S i+ D) (n+2) P P P
Y. uy converge.
1
13. - Si a <0 tous les termes de la somme au dénominateur sont < 1 donc u, > - et la série diverge.
— Si & > 0, la fonction t — t* est continue et croissante sur R donc :
k k+1
Vk>1,/ t“dtgk“g/ i dt,
k—1 k
d’olt en sommant :
N n+1
/ L Rl L </ t*dt.
0 1
o . . . notl a+1
En calculant les intégrales, il est facile d’en déduire: 1% 2% 4 - - - +n* ~ donc uy ,
n—+oo & +1 n—s+oo nitl

et par comparaison a une série de Riemann, la série ) u, converge.

14. On sait que 1_15_1 {/n =1 donc par application du théoréme de Cesaro :
n [e]

i LT V24V

n——+oo n

1/

1 .
donc u;, ~ —,etla série diverge.
n—-+oco N
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. In(a"n* nlna Ina
15. —Sia>1,1+a"n* ~ a"n®* donc u, ~ g ~ _
n—-+o0o n——+oo }’[/S n——+oo }’[/S nﬂ_l

série de Riemann, ) u, converge si et seulement si § > 2.

donc par comparaison a une

an®

—-sia <1, lim"a"n* =0 donc u,;, ~

donc lim n%u, = 0 et la série converge par le critere de
n—too nb n—+o0

Riemann.
- Si a =1, il faut alors distinguer selon que « <0, ® =0 ou a > 0 (a finir).
16. On utilise les résultats sur les croissances comparées des suites usuelles vus en Sup.

-Sipg>0, hrﬂ uy = 400 donc la série diverge grossiérement.
n——+oo

- Sip<o, hrﬂ n?u, = 0 donc la série converge par le critere de Riemann.
n—-+oo

. 1 . .
-SiB=0,u, = — c’est une série de Riemann...
-

17. . Si @ = B, uy =0, celan’a pas d’intérét.

. Si a > B, on fait un développement limité, compte tenu du fait que 1/n* et 1/nf tendent vers 0 quand
n— 4o (car &, >0):

(o (e ) (0 ()
_"((lwl—a) “—(1+7j—ﬂ))_n((ua%ﬂ(%))_(Hﬁ%ﬂ(%)))

1 . . . .
~ ————, et par comparaison a une série de Riemann, la série de terme
oo an®1

général u, converge si et seulement si a > 2.

donc puisque & > B : uy

. .. . 1 . .
. Si a < B, le méme développement limité conduita: u, ~ — W , et par comparaison a une série de
n——+o0 nP—

Riemann, la série de terme général u, converge si et seulement si g > 2.

18. On commence par chercher un équivalent de Arccosx lorsque x — 17.

h2
En posant x = cosh avec h au voisinage de 0+ on a Arccosx = h et 1 —x = 1—cosh ~ > d’ott
h ~ +/2(1 —x) (car h > 0) donc
Arccosx ~ 41/2(1—x)
x—1-
P . 2 .
On en déduit facilement u, ~ 3 donc la série converge.
15) On connait la relation :
1
Vx>0, Arctanx—&—Arctan; = % .
Donc :
1 1 1 1 1 1
U; = COS E—Arctam——}—— =sin [ Arctan — — — ~ Arctan— — — -
2 n n* n n*) po4oo n n*
On peut alors conclure :
1
-Sia>1, u, ~ n et la série diverge (par comparaison a la série harmonique).
-Sia<l, uy ~ — por et la série diverge (par comparaison a une série de Riemann).
¥ 1
- Si @ =1, puisqu’on connait le développement limité Arctanx = x — 5 + 0(x3), onau, =0 (ﬁ) , donc
la série converge (absolument).
19. u, = exp (n1 1)) . Or pui li L 1 1) ol —1r — L
. Uy = exp n (cos . Or puisque n_l)rroo cos ~=1onaln{cos; cos 5, 72

On en déduit : n%1In (cos % puis :

) e
n—s+oo 2n*—2
- Sia>2, uy ne tend pas vers 0 lorsque n — +o0, et la série diverge grossierement.

-Sia<2, lil’E nu, = lil’E e?!n"y, = 0 puisque 2Inn est négligeable devant 7n%~*, donc d’apres le
n—+oo n——+oo

critére de Riemann la série de terme général u,, converge.
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& 1
20. Puisque a > 0, gﬂo % = % et tan% = e donc l'intérieur du In tend vers 1, ce qui permet d’écrire :

14
Uy ~ 2 Tn

3t -
n——+4o0o an 67’!“+1

5 mn® L 5 mn® a7
3 tan ot 1 1—3(tan ot 1 tan 6)
“atan ™ tan T (tan T tan
T\ enr 1 e ) \Mer 1 e

6 tan n tan —rm"‘ tan n
~ -~ - - .
n—+0o 6 6n* 41 6

Or par simple définition de la dérivée on a :

tanx—tan%r ~ (1+tanzg) <x_E> :§<x_f)

x—=7 6 6
donc : . .
™m T ™ T cste
u 3tan? ——— —1 8tan — - — —_—
A n 1 ot 6 (671“ 1 6) n e n®

et par comparaison a une série de Riemann a termes positifs, ) 1, converge si et seulement si & > 1.

n
21. - Si|a| > 1, uy A (é—‘) donc par comparaison a une série géométrique, la série de terme général uy,
est absolument convergente (donc convergente);
- Sila| <1, uy ~ |a|" donc par comparaison & une série géométrique, la série de terme général u, est
n—-+oo
absolument convergente (donc convergente) ;
- Si |a| =1, uy ne tend pas vers 0 quand n — +co : la série diverge grossierement.

Conclusion : la série converge si et seulement si |a| # 1.

Exercice 3: (%)
o 1 2 . . .
En admettant ) -z = 7, calculer les sommes des séries ci-dessous (aprés avoir prouvé leur
n=1
convergence) :
+00 (_1)}’1
a) b
Z 2n—|— 1)2 ) n;l n?
X Solution:

Toutes les séries écrites ci-dessous convergent, cela justifie les calculs.
w1 w1 1w ( 1)n2 4

)Z +1) Z;—ZW—ZMZ 4an -2

=1 n=1 4 6 8
b)f(‘”"—f LU O S S L
= nr = ()32 S (n+1)2 46 8 12

Exercice 4: (xx)

Soit la suite de terme général : u, = (n* +n?)1/4* — P(n)1/3 ot P est un polynome.

A quelle condition sur P la série ) u, converge-t-elle?

X Solution:
Déja, si l'on veut lirE uy = 0, il faut nécessairement que P soit de degré 3 et unitaire. Ensuite, on pose
n—-+oo

P(n) = n® +an? + bn + c et on fait un développement limité. Réponse : P(n) = n> + %n +c.
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Exercice 5: (%)

Pour quelles valeurs de a,b € R la série de terme général In(n) +aln(n + 1) + bIn(n + 2) est-elle
convergente ?

Calculer alors sa somme.

R Solution:
Uy :1nn+a(lnn+ln (1—1—%)) +b(lnn+ln (1—&—%)) =(a+b)lnn+ a—i;l2b —i—O(%).

La série de terme général O — | étant absolument convergente, la série ) u, converge si et seulement si
n

a+2b=0
Ensuite, u, =Inn —2In(n +1) + In(n + 2) et par télescopage on trouve S = —In2.

{a +tbh=-1 c'est-a-dire a = —2, b =1.

Exercice 6: (xx)

a) Ftablir, pour tout (a,b) € R2 tqab # 1,

b k=0 siab <1
Arctana + Arctanb = Arctan (ﬁ) +kmr avec < k=1 siab>1eta,b>0
k=—-1 siab>1letab<0.

—+o0
b) En déduire: Y

n=1

7T

Arctan | ———
rcan<n2+n+1> 4

Q Solution:

a) ATlaide de la formule d’addition pour tan on a

tan (Arctana + Arctanb) = 1aj—abb = tan (Arc tan (%) )

et deux réels ont méme tangente si et seulement si ils sont égaux modulo 7t d’ot1 'existence de k € Z tel que :

Arctana + Arctan b = Arctan (%) + k.

Ensuite, si par exemple ab < 1 on distingue deux cas :

a+b
— soit a,b sont tous deux positifs, dans ce cas, Arctana + Arctanb appartient a [0; 7| et Arctan ( + )

—_
|

b)

S

b
appartient a [0; 5 [ puisque 212 - 0 donc forcément k = 0 ;

1—ab
. L . . a+b
soit a,b sont tous deux négatifs , dans ce cas, Arctana + Arctanb appartienta |—7;0] et Arctan

—_
|

b)

S

appartient a |—7% ;0] puisque ath < 0 donc forcément k =0 ;

_|_
1—ab
— soit I'un est positif et ’autre négatif, et dans ce cas Arctana + Arctanb appartient a ] — g ; pisd[ ainsi que

1—ab
On raisonne de facon similaire pour les deux autres cas.

Arctan (ﬂ) donc on a encore k = 0.

b) En prenant a =n+1 et b = —n on obtient :

Arctan(n 4+ 1) — Arctann = Arctan (m) ,

donc les sommes partielles de la série proposée sont égales a :

n

7
= Arctan(k+ 1) — Arctank| = Arct 1) — Arctanl — —-
Sn I;[ rctan(k 4+ 1) — Arctank| rctan(n + 1) — Arctan WS 4
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Exercice 7: (xx)
(n—1)! '
1+VD(A+v2)- - (1+Vn)

n
a) Montrer que, pour tout n € N* : Y " =1 — /nuy,.

Pour n € IN* on pose : u, =

En déduire que la série de terme général u;, converge.

b) Etudier la nature de la série de terme général In (1 + ﬁ) et en déduire la somme de la série

Y up.

n=1

Q Solution:

a) L'égalité demandée se prouve facilement par récurrence sur n, ou bien en écrivant astucieusement :

U /1 = uy ((\/E"" 1) - 1) =vn—Tlup_1—uy

et en additionnant ces relations.

Les sommes partielles de la série a termes positifs Yu, étant majorées par 1, cette série converge.

b) In (1 + \/—> A \/_ donc la série de terme général In <1 + \/—) diverge par comparaison a une série de

Riemann. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, la suite de ses sommes partielles, que 1'on notera S;,
tend vers +oo

Or: .
e
T vk _
k=1 Sy
nu —— donc =e!l — Hoo
. ",1_’,\;wnﬁ1(1+ﬂ) \/_”nn—H"X’EI ( f) n—yoo
k=1

+:00
d’ott Vnu, — 0et up, = 1.
\/— n n—+oo ;g—l n

Exercice 8: (xx)

2

Montrer que la série —_—
q L T myp

Calculer une valeur approchée & 10~ pres de sa somme.

converge.

X Solution:
1
La convergence de la série ne pose pas de probleme puisque u; ~ T
+oc0

On approche alors sa somme totale par une somme partielle Sy, ott N est choisi de fagon que le reste Ry soit
inférieur en valeur absolue a 107%.

2
o g P . X P
On vérifie alors (calcul de la dérivée) que la fonction f: x — L est décroissante pour x > 1 :

x

0.259

0.201

0.151

0.104

0.054

0 T
0 2 4 6 8 10

On aura alors, par la méthode de comparaison série-intégrale (je ne détaille pas les calculs, et 'intégrale écrite
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ci-dessous converge) :

n=N+1 N (1 + x2)
Le calcul de cette intégrale peut se faire a 'aide d’une intégration par parties (poser u’ = ﬁ et v =x.),
mais plus simplement on a :
teo o y2 teo 241 +oo s 1 1
0<R </ 5 d </ s */ = — —Arctan N = Arctan — < —
NS [ 1522 r< [ 14227 1+x2 5 rc tan retan = <

Il « suffit > donc de calculer Sy pour obtenir la précision demandée.

Exercice 9: (%*) - (x%)

. . L In2  In3 Inn
Soit la suite de terme général u, = - + 3 +- -+ P
a) Donner un équivalent de u;, en +oo.

2
) L n-n
b) Montrer que la suite de terme général : v, = u, — > est convergente.

X Solution:
SN , o : Inx In”n
a) Comparaison série-intégrale, que I'on applique a la fonction x — —~ décroissante sur [3;+oo[ : uy, ~ 5
b) e leére méthode :
Cette méthode est dans la continuité de la comparaison série-intégrale faite avant.
_In(n+1) 1/, , 2\ In(n+1) n+l In ¢
Un+1—vn7n7+1—§(ln(n+1)—ln n)—ni_‘rl—/n Tdt 1
n+
Or pour n > 3 la fonction t lnTt est décroissante sur [n;n+ 1] donc / lnTt dt > % Il en
n
résulte que la suite v est décroissante.
n
Onav, = Z h;{k - / Int —— dt dong, a l’aide de la relation de Chasles :
S
In2  Inn Int "link lnt — Ink k+11nt
YR L T L L
2 n 1t =k ko =k ot
i (lnk k+1 lnt )
k+1

Puisque t — lnTt est décroissante sur l'intervalle [k;k+ 1] pour k >3 on a % - /k ln_t dt > 0 donc

(vy) est minorée, et par suite, elle converge.

o 2¢me méthode :

On utilise le lien suites-séries : la suite (vy,) converge si et seulement si la série de terme général v, — v,
converge.

Inn 12

1
Or vy, —vy_1 = -~ 3 +3 In?(n — 1), et on fait un petit développement limité :

2
vn—vn,lzan—%ln2n+% (1nn+1n (1—%))

o Inn\ . . . ., Inn L.
Ainsi, v, —v,_1 = 0O 2 ) puisque la série a terme positifs de terme général oz converge (série de

Bertrand, a savoir redémontrer, ici on multiplie par 1n*/2 et on utilise le critere de Rieman), par comparaison
la série de terme général v, — v,,_1 est absolument convergente, donc convergente, cqfd.
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Exercice 10: (%)
. N e . a
Soit (a,),en une suite a valeurs dans R ;. On définit la suite (u,),en par: ug > 0, Uy 1 = Uy + —.

Montrer que : la suite (u,) converge <= la série } a, converge.

n

Q Solution:

(un) est croissante. Si la suite (u,) converge alors elle est bornée et a, = (11,11 — uy) < M(tty41 — uy) donc
les sommes partielles de ) _a, sont bornées. Donc cette série (a termes positifs) converge.

[

. a N .
Si E ay converge, alors u, 1 — Uy = o < =2 donc E (441 — uy) converge d’ott la suite (u,),eN converge.
n Ug

Exercice 11: Utilisation de séries pour I'étude de suites (x*)
1. Soit (x,) une suite définie par: xg >0 et Vn € N, x,11 = X, + x2.
a) Montrer que lim x, = +oo.
n—r+400

b) On pose u, = 2 "Inx,. Montrer que la suite (u,) est convergente. (On étudiera la série

¢) En déduire qu’il existe & > 0 tel que x;, ~ «

2. On consideére la suite (u,) définie par: 0 <ug<1etVn €N, u, 1 = uy — u>
a) Montrer que la suite (u,) converge. Quelle est sa limite ?

b) Montrer que la série de terme général u2 converge.

¢) Montrer que les séries de termes généraux In <
1
d) Montrer que u, < -

! — vy, )
e) On pose u, = —— . Montrer que la série de terme général v, — v, converge.
n

1
f) En déduire que u, est équivalent a pl

Z Up41 — un)
2”
n—-+4o0o '

n-

u .
”—H> et u, divergent.

Un

1 et que la suite (nuy) est croissante. On note ¢ sa limite.

Q Solution:

1. a)

b)

c)

2. a)

b)

La suite (x,)enN est évidemment croissante. Si elle était majorée, elle convergerait vers un réel ¢ tel que
C>ug>0etl=0+02,ce qui est impossible.
Etant croissante non majorée, elle diverge vers +co.

Uy — Un = 2-n-1 In(xy41) =2 "Inx, = p—n-1 (ln(xn +x2) — 21nx,1) =211 (1 + xi) .
n

et puisque la série Z est une série

n—+oc0 Xn O\ i1 Tl
géométrique convergente a termes positifs, on en déduit que la série ) 1,1 — u, est absolument conver-
gente donc convergente.
D’apres un résultat bien connu, il s’ensuit que la suite u est convergente.

Or lim In (1—|—i) = 0 donc uy 1 —uy =

Le probleme ici est que, sil'on a un équivalent de In x;; on ne peut pas en déduire directement un équivalent
de x,. Il faut aller plus loin dans le calcul précédent : si 'on note « la limite de la suite (u,), on a, pour

+00 +oo 1
tout n , uy, —a = Z U — Ugyq = — Z k=11, (1 + x_) dong, la suite (x,) étant croissante, on en tire
k=n k=n k
1) &= 1 1
|ty — o éln(l—i——) 22—"—1 = —nln(l—i——).
Xn ) = 2 Xn
1 n n
Ainsi, puisque lirE In (1 + x—) =0, up = a+0(27") donc Inx, = 2"a+ o(1) puis x, = e2"*e?(V) ~ p2
n—+o0 n

avec f =e“.

La suite (u,) est évidemment décroissante. De plus, pour tout x € [0;1], x — x> = x(1 — x) € [0;1] donc
par récurrence, u, € [0;1] pour tout 7.
(un) est donc une suite monotone bornée, elle converge. Sa limite ¢ vérifie alors ¢ = ¢ — 22 donc ¢ = 0.

u% = uy — u,,1 donc par télescopage Y u2 converge.
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N
o In (@) =1In(uy+41) — In(uy) donc ) In (M) =In(uny1) —In(uy) — —oo; par conséquent, la
Un n—0 Up n—-+o0o

. L u .
série de terme général In ( ”H) diverge.
Un

u . u . L

Onaln( 221 ) = In(1 — u,) donc puisque u, — 0, In Intl ~  — uy.. Par comparaison de séries
Un Upn n——4oo

de termes généraux de signes constants, les deux séries sont de méme nature donc ) u, diverge.

1
d) e — La propriété u, < p—— est vraie pour n = 0.

- On < sait > que: Vx € [0;1], 0 < x(1 —x) < > (sinon, faire une étude de fonction rapide...). Donc

1
. 4
par récurrence u, € {0; ﬂ pour tout n > 1, et puisque la fonction x +— x — x? est strictement

. 1
croissante sur |0; 2| ona:

u <L:>u < L — ! = " < !
"+ ST n+ 12 (12 a2

ce qui établit I'hérédité, et démontre 1'inégalité demandée par récurrence sur #.

o (n+1l)uyp—nuy=uy— (n+ 1)u,21 > 0 d’apres le résultat précédent, donc la suite (nu,) est croissante.
Toujours d’apreés le résultat précédent, elle est majorée par 1, donc elle converge vers un certain réel £.
On remarque que [ > 0 puisque ¢ > nu, pour tout n (remarque utile pour la suite).

e v, ={—nuy, —+> 0; puisque la suite (v,) converge, on a immédiatement que la série de terme général
n— —+00

Up41 — Uy converge!

. 14
f) On calcule : v, — vy = —uy+ (n+1)u%. Or puisque v, — 0 on a uy ~oon (cela a un sens
n——+o00
. 2 ez . c .
puisque £ > 0) donc (n+ 1)u; ~ —.Si ¢ était différent de 1 on aurait alors v, 11 — v, ~ — ou
n—4oo 1 n——+oo M
C =1(>—1(#0, et la série de terme général v, ,| — v, serait divergente, contradiction.
1
Ainsi £ =1 donc u;, ~ — -
n—+ooll

Séries a termes quelconques. (ex. 12 a 16)

Exercice 12: (%) - (x%) - (x%x*)

Etudier la nature des séries de terme général :

1. (—1)"tan (l) —1)" i
( ) n 7. In|{ 1+ 7( ) 12. ne 4 (_1)nnﬁ
14 (~1)"/n n(n+1)
2, ——— (x>0, B>0etf #n)
"n o =204 4 (=1)"n!
G ‘ (n+1)! 5 (=D
n + sin(n) (2n+1)(3n+1)
=1)" +o0
(=" 9. S ) S (e >0) (et calculer alors Y uy)
4. - « n
Inn + sin(2nm/3) Vnt+(=1) n—=0
(=" (=1)" sin(Inn)
- \/ﬁ_|_ (_1)}’1 10. m (D( > O) 14. T
6. /1+ (=" -1 11. cos (mn?In (-25)) n (1
. NG n—1 15. (—1)"/nsin -
X Solution:
1. Le CSSA s’applique.
1 (=1)" . - . . - .
2. Uy = = + N donc la série est la somme de la série harmonique, divergente, et d’une série de Riemann
alternée, convergente, et par suite elle diverge.
(=" U . ,
Remarque : on peut cependant noter que u, ~ , terme général d’une série convergente : la régle de comparaison
n—+o00 \/ﬁ

avec les équivalents ne s’applique pas ici car le terme général n’est pas de signe constant !
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3. On fait un développement limité minimaliste :

_ =y =yt =Yt B
unin(l—i-ﬁ%”)in(l—i-O(%))i n +O(”2)

et la série converge comme somme de deux séries convergentes.

On pouvait aussi utiliser le CSSA en remarquant que la fonction x — x + sin(x) est croissante.

4. Pour tout n € N
=" =" ="
Uy = ——— , Uzp41 = B Uzn4+2 = A
lnl’l + -5 lnl’l -7
donc par application du CSSA, les trois séries ) u3z,, ) 3,41 et Y uz, o convergent.

On écrit alors les sommes partielles :

[N/3 | (N-1) /3 | (N-2)/3]
Yo ouzat+ Y, Uzpit Y, Usnio
1 n=0 n=0

N

), n =
n=1 n=
et puisque les trois sommes a droite ont une limite quand N — +co, il en est de méme de la somme partielle
N

Y. up c’est-a-dire que la série de terme général u, converge.
n=1

_1\n
5. On fait un développement limité : u, = "1 +0 ( L ) donc la série diverge : somme de deux séries

Vn n n’/2
_1)”

Vn

) qui est absolument convergente par comparaison a une série de Riemann) et

convergentes (celle de terme général qui est une série de Riemann alternée vérifiant le CSSA, et celle

- 1
de terme général O (n 7

d’une série divergente, celle de terme général — .
n

o . (—1)" ( <—1>")“2 (-n" 1 ( 1 )
6. On fait dével t limité : =,/1 —-1=(1 —-1= —— 4+ 0| —
n fait un développement limité : u, + \/ﬁ + \/ﬁ + "

donc la série diverge : somme de deux séries convergentes et d’une série divergente.

7. On fait un développement limité :

_ o\ _ 0\ oy GV (1)
un—ln<1+n(n+1)>—ln 1+m —ln<1+n(1+n) >

-1)" 1 -1)" 1
(1 E2 o (5)) = 2o (L)
n n n n
donc la série de terme général u, converge comme somme de deux séries convergentes.

=2+ 4 (=1)"n!

Q

8. Soit u, = - On écrit u, = v, + wy, + x, avec

(n+1)!
G e N G Vi _ (=)= (=1)"
i s T B R R T CE S VS
=204 (=) (n - 2)!
n = i+ 1)! '

11 est clair que les séries ) v, et ) w;, convergent (méthodes habituelles, non détaillées). De plus, on a

n—2

v Kl

= (n=2)(n=2)! _ (n—1)! 1
Jen] < (rkzil)! STl SE) oantD)

Puisque la série de terme général converge, on déduit des regles de comparaison pour les séries a

1
n(n+1)

termes positifs que la série de terme général x; est absolument convergente donc convergente.

Finalement, la série proposée converge, comme somme de trois séries convergentes.

9. On fait un développement limité :

10. On fait un développement limité (« > 0) :

_ = =D 1
= oy e o O )
n <1+T> ——r ,
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La série de terme général v, converge d’aprés le CSSA (série de Riemann alternée); et w;, . _r:_ . % donc
par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général w, converge si et seulement si celle de
terme général % converge c’est-a-dire 2« > 1.
En conclusion, la série proposée converge si et seulement si & > 1/2.

11. On fait un développement limité :

12. On fait un développement limité en distinguant les cas & > et a < B.

(=1)"n

13. Soit 1ty = —— 2L
3. Soit tn = ST G 1)

- Par une décomposition en éléments simples rapide on a :

La série de terme général u, est donc convergente comme somme de 2 séries alternée vérifiant le CSSA donc
convergentes.

Pour calculer la somme de la série, on va plutét calculer, plus généralement, la somme de la série

5
—oan+1

oll 4 est un entier naturel non nul. Pour cela on suit exactement la méme méthode que celle vue en cours pour
la série harmonique alternée. On considere les sommes partielles;

n (_1)k
S, =
" kg%)ak+1

1
et en remarquent que = / t% dt on obtient, par linéarité de l'intégration :
0

1
ak +1

1 n 11— (_ta)n—H 1 4t
_ _ gk 3p — - _
5"*/0,;)( ey e /0 T N e

1 (_tu)n+1
ol ry = / -————dt. Puis la majoration
0

1+1t2
1 (_ta)m—l 1 pan+ta 1 1
< —_ = < UL [ —
ml < ||| 4= ) s [ et =
‘ lim 7, =0d I s—/1 at
montre que lim r, =0 doncque lm S, = e
= (=1 1 dt = 1o at 1 dt
Ainsi; - d -/ - .
st annﬂ /o 14 O“C,EO”" 0 1+2 Jo 146
o . 1 dt 1 T L L
11 est facile d’obtenir : /0 i [ Arctan t]o =4’ la seconde intégrale est un peu plus compliquée a
calculer, voir le prochaiﬁ chapitre sur l'intégration....
in(1
14. Soit u, = M

. . 1
Puisque sinx > 2 pour tout x € [—% +k7r;%+kn] o k € Z, on a u, > - pour tout n tel que

In(n) € [—F +km; & +kn|,soit n € [ag;by] ot a = {e_%*'k”J +1letb= {e%"'k"J avec k € IN.

b by—ar+1 1 a 1
On a alors u 2%:7(1_l+f).
,,:Zak " 2b; 2 be ' by

. ay e stk n ) b 1—¢"3 ) , .
Mais — ~v — g — €3 donc lim Z uy | > ——=—— =~ 0.324... Or si par l'absurde la série
bkk—H—OO e6 TKT k— o0 2

n=ay
de terme général u, étant convergente de somme S, en notant S, les sommes partielles, on devrait avoir
by
Z = Sp, — Sgp—1 — S —§ =0, contradiction.
n=ay k—+o0

En conclusion, la série proposée diverge.
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Exercice 13: Série des restes de la série harmonique alternée (x*)

oo (1)K
On pose R, = ), (=1)
k=n+1 k

a) Justifier 1'existence de R, .

pour tout n € IN.

b) Montrer que, pour tout n € IN,
1 n
_ (_1\n+1 X
Ry = (~1) /0 S dx.

¢) Montrer qu’il existe B € N* et A € R* tels que

B (_1)n+1 1

En déduire la convergence de }_R;,.

d) Calculer E R;.
n=0

Q Solution:

a) Critere de Leibniz.

b) Intégrons sur [0,1] la relation

1-(=x)"
1— 2 (mxl=
x+x +(—x) T+«
on obtient
—m@)+ (- [
50 =)+ (-1 [ dx
Le dernier terme est majoré par / K dx = 1 e qui montre que nlgrgo Sy = —In(2), résultat que l'on

connaissait depuis longtemps. On en déduit par ailleurs que

1
Rp=S—Sy=—In(2) — Sy = (—1)"*1/ X

c) On effectue une intégration par parties, il vient

1 41 d 1 1 -1 xn+1 4
/01+x x_2n+2+n+1/0 1+x2 o

Cette derniere intégrale est clairement majorée par el donc
n

1 T yntl 1
n+1./0 (1+x)2 dx*o(ﬁ)'

_ (_1)11—1 1

On en déduit la convergence de la série ) R;, comme somme de deux séries convergentes.

On en déduit que

d) Enfin, si on remplace R, par son expression intégrale, on a

N N 1(_x)n 1 N (—x)"
I I A il PV s
n=0 n=0"0 0 n=0
1 —(—\N+1
_/ 1 1-(-x) dor
Jo 1+x 1+x
1 1 1(_x)N+1
*_./o 1+x)? dx_./o A2 &
—

e

<1/(N+2)

ce qui montre que

+o0 -1 1 1
=0 0 (1+x)
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Exercice 14: (%)

In x
Notons f: x — -

a) Etudier la nature de Y f(n) et Y.(—1)" f(n).
n

b) Notons w;, = f(n) — / f(t) dt (n > 2). Montrer que la série ) w, converge absolument.
n—1

¢) Calculer la différence :

n 2n
2) f(2k) =) f(k).
k=1 k=1
—+o0
En déduire la valeur de ) (—1)" f(n) en fonction de la constante d’Euler.
n=1

R Solution:
a) f(n)> % pour n > 3 donc par comparaison a la série harmonique, la série ) f(n) diverge.

La fonction f est décroissante pour x > e donc la suite ((—1)"f(n)) vérifie le CSSA pour n > 3 et la seconde
série converge donc.

b) Minorer f(n) par [ H f(t) dt et sommer, on trouve que w, < 0 et donc |wy| < la différence de deux
intégrales. En sommant, ¢a se télescope, la suite des sommes partielles de ) |w;| est donc majorée par une
constante.

2n

o) Cela vaut Z(—l)kf(k).

k=1
n

La série de terme général w, converge donc on peut écrire que, si L est sa somme : Z wr =L+ 0(1), donc:
k=2

n n n n 2
Y £ = ¥ £ = Yowr [ =1+ ™20 o)
k=1 k=2 k=2 1 2
On remarque alors que :
F(2k) = ln2;;(lnk,
soit 12
2f(2k) = nT + f(k),
d’our: )
2y f@) =n2) LY ) =n2) L Ly Ty o)
=1 P | -k 2
On utilise alors : ) X
Y (=Dfflk) =2 ) f(2k) = Y (k)
k=1 k=1 k=1

et
=Inn+y+0(1)

==

n
D
k=1

pour trouver finalement :
2

(=DF f(k) = yIn2 — 1“72 + o(1).

»
Hl‘ B
—_

Exercice 15: Permutations de termes (x*)

(="

en écrivant dans I’ordre

On considere la série ) v, déduite de la série harmonique alternée )

n=0 n-+ 1
un terme positif, puis deux termes négatifs; ainsi :
vg =1 01:_—1 02:_—1 03:1 04:_—1 05:_—1 vg = = etc...
’ 27 47 3’7 6 ' 8’ 5

Montrer que la série de terme général v, est convergente, et calculer sa somme.
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X Solution:
3n—1 n 1 2n 1
On calcule les sommes partielles V3,1 = kg%) v = Z T Z: %
Puis on utilise le développement asymptotique 1 + % + -+ % =Inn+ v+ o(1) qui conduit a
Lo a1 &1 1
k;ﬁ :k: e g 55 = @)+ +0(1) = S(Inn+ v+ o(1))
et
2 1
k; 55 = 5 In@n) +7+0(1)
donc

1
V3n—l = Elnz—&- 0(1)
Ainsi lim V- *lan t puisque V3, = V- —&—i naaussi lim V- *lan t de la méme facon
15,1%003”‘1_2 €t puisque V3, = V31 2n+10 SSTH+OO3n—2 et de eme raco

1
ngl’j:l V2n+1 2 ~In2.

: NET L 1
Il en résulte que la suite (V)N converge, ¢’est-a-dire que la série ) v, converge, et elle a pour somme 3 In2.

Morale de cet exercice : on peut modifier la somme d'une série si I'on change I'ordre de ses termes!!!

Exercice 16: Produit de séries (xx*)

1. Montrer que, si & et B sont deux réels strictement positifs tels que « + < 1, la série produit

de Cauchy des séries ). (=1)" et ) (=1
Y iso (n+ 1% S0 (n+1)P

1 n
2. Montrer que la série produit de la série ). (=1)
n>02n +1

est divergente.

par elle-méme est une série convergente.

X Solution:
1. La série proposée est celle de terme général
L Vi y 1
Uy, = .
! kgo(kﬂ)“ (n—k+1)F k; k+1)%(n—k+1)P

Pour x € [0;1] posons f(x) = (x +1)%(n — x + 1)P. On calcule
i) =ax+1)* T n—x+1)P - Blx+1)*(n—x+1)F 1= (x4+1)* T n—x+1)F Y an+a—p— (a+p)x)

an+oa—p

ce qui montre que f est d’abord croissante puis décroissante, son maximum étant atteint en x = y;
o

«gp
Un petit calcul montre ensuite que ce maximum est égal a % (n+2)%+h.

n+1 a+p
(n+2)%+th anph
finalement, lorsque «a + beta < 1, cette quantité ne tend pas vers 0 lorsque n — 400, ce qui montre que la
série de terme général u, diverge grossierement.

«gp
On aura donc : Vk € [0;n] , (k+1)%n—k+1)P < zfﬁ(n—i—Z)’”ﬁ d’ou |uu| = et

1 1 1
2. Ici la série proposée est celle de terme général u, = (—1)" )

1

d’ou

B (_1)71 n 1 n 1 7(_1)71 1n 1
””_2(n+1) k;2k+1+k§62n—2k+1 on+1 k;)2k+1

sommes égales (changement d’indices k'=n—k)

— On remarque déja que la suite (u,) est alternée. Nous allons montrer qu’elle vérifie les hypotheses du

CSSA.
n 1 27l+21 H+11 1 1
= - — — = (In(2 2 1)) — = (L 1 1 ~ =1 d
kE)Zk—s—l Lo Lo (In(2n 4+ 2) + v + 0(1)) 2(n(n—i— )+ 9+ of ))1H+002 nn donc
ln] ~ =— et lim |u,|=0
n—
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.O =
E kD@ —2k+ 1) 2kt 1)2n—2k+1)

2n+2

(5



FEUILLE D’EXERCICES N°9 — SERIES NUMERIQUES PSI* 22-23

— Démontrons enfin que la suite (|u,|) est décroissante.

1

n 1 ntl  q
gl = —— (4 L ey
fual = lunnr| = G 2) <(”+ )kg)zk+1 (n+ )k;)zkﬂ)

1

w 1 n+1
CEICE ([(”H)_(”H)]kzozkﬂ _2n+3>

B 1 < Z”: 1 _n+1 )
(n+1)(n+2) k:02k+1J 2n+3
n+1 termes tous
supérieurs & 5.1

1 n+1 n+1
> — >
/(n+1)(n+2)(2n+1 2n+3>/0

En conclusion la série ) u, vérifie les hypotheses du CSSA, elle converge.
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