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EXERCICES : INTÉGRALES SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Exercice 1: (⋆)- (⋆⋆)

Étudier l’existence des intégrales suivantes (que l’on ne demande pas de calculer) :

1.

∫ +∞

0
xαe−x ln x dx

2.

∫ +∞

0

sin x

1 + ex + cos x
dx

3.

∫ 1

0

ln x

(xα − 1)(x + 1)3
dx

4.

∫ 1

0
tα−1(1 − t)β−1 dt

5.

∫ +∞

0

e−x

√

x ln(1 + x)
dx

6.

∫ 1

0
(− ln x)α dx

7.

∫ +∞

0

ex

√
sinh αx

dx

8.

∫ +∞

0
cos(ex) dx

9.

∫ +∞

1

√
ln x

(x − 1)
√

x
dx

10.

∫ +∞

0

sin t√
t + cos t

dt

11.

∫ +∞

0
sin

(

1

x2

)

dx

12.

∫ +∞

0
ln

(

1 +
sin x

xα

)

dx (α > 0)

Exercice 2: (⋆)- (⋆⋆)

Justifier l’existence et calculer les intégrales suivantes :

1.

∫ b

a

dx
√

(x − a)(b − x)

2.

∫ +∞

0
xe−x sin x dx

3.

∫ 1

0

dx

(1 + x)
√

1 − x2

4.

∫ +∞

2

dx

x2
√

x2 − 4

5.

∫ π/2

0

√
tan x dx

6.

∫ 1

0

ln(1 − t2)

t2
dt

7.

∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)(1 + xα)

(poser t = 1
x ) )

8.

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 1)
√

x2 + 4

9.

∫ 1

0

tn − 1

ln t
dt

(couper en deux...)

10.

∫ +∞

0

(

∫ +∞

x
e−t2

dt

)

dx

11.

∫ +∞

1

x − ⌊x⌋
x2

dx

Exercice 3: (⋆⋆)

On pose : I =
∫ π/2

0
ln(sin t) dt et J =

∫ π/2

0
ln(cos t)dt .

a) Montrer que les intégrales I et J sont bien définies et égales.

b) Calculer I + J et en déduire les valeurs de I et J .

Exercice 4: (⋆⋆)

a) Justifier l’existence de I =
∫ +∞

0

sin3 t

t2
dt .

b) Pour x > 0, on pose : I(x) =
∫ +∞

x

sin3 t

t2
dt . Établir que I(x) =

3

4

∫ 3x

x

sin t

t2
dt .

(on rappelle : sin 3a = 3 sin a − 4 sin3 a .)

c) En déduire la valeur de I .

Exercice 5: (⋆⋆)

Justifier l’existence et calculer : I =
∫ +∞

0
t

⌊

1

t

⌋

dt .
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Exercice 6: (⋆⋆)

Soit a ∈ R . Étudier l’intégrabilité de fa : x 7→ sin2 x

xa
sur ]0 ;+∞[ dans le cas a > 3 et dans le

cas 1 < a < 3.

On suppose a 6 1. Étudier l’intégrabilité de fa en utilisant la série de terme

général un =
∫ (n+1)π

nπ
fa(x) dx .

Exercice 7: (⋆⋆⋆)

a) À l’aide d’un changement de variable bien choisi, montrer que, pour a > −1 :
∫ π/2

0

dt

1 + a sin2(t)
=

π

2
√

1 + a
.

b) En discutant selon les valeurs de α > 0, étudier la nature de l’intégrale
∫ +∞

0

dt

1 + tα sin2(t)

(Indication : utiliser la série de terme général un =
∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tα sin2(t)
) .

Exercice 8: Intégrale de Dirichlet (⋆⋆)

a) Pour tout n ∈ N , soit In =
∫ π/2

0

sin nx

sin x
dx . Justifier l’existence de In et calculer, par récurrence,

I2p et I2p+1 .

b) Montrer que : lim
p→+∞

(I2p+1 − I2p) = 0. Qu’en déduit-on ?

c) En déduire la valeur de
∫ +∞

0

sin x

x
dx (on utilisera la fonction ϕ : x 7→ 1

x
− 1

sin x
).

Exercice 9: (⋆⋆⋆)

Soit f ∈ C(R∗
+, R) . On suppose que lim

x→0+
f (x) = λ et lim

x→+∞

f (x) = µ .

a) Soient a, b ∈ R
∗
+ . Montrer que

∫ +∞

0

f (bx)− f (ax)

x
dx existe, et vaut (µ − λ) ln

( b

a

)

.

b) En déduire l’existence et la valeur des intégrales :

∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx ;

∫ +∞

0

arctan 2x − arctan x

x
dx ;

∫ 1

0

xα − 1

ln x
dx (α > −1)

Exercice 10: (⋆⋆⋆)

Montrer que :
∫ +∞

x
e−t2

dt ∼
x→+∞

e−x2

2x
(on pourra utiliser une intégration par parties).

En déduire, pour 0 < a < b , la valeur de : lim
n→+∞

(

∫ b

a
e−nt2

dt

)

1
n

.
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