FEUILLE D’EXERCICES N°11 — INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE  PSI* 22-23

EXERCICES : INTEGRALES SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE, AVEC CORRIGES I

Exercice 1: (%)- (x%)

—+o0
1. / x*e ¥ Inxdx
0

—+o0 efx
s [T
0 /xIn(1+x)

+oo sin x .
2. d
/ T+e fcosx 6. / —Inx)"
1 00 X
3. / nx dx va <
(x+ 1) Jo sinh ax

—+o0
t)P1de 8. / cos(e*) dx

4 /tﬂ(l

Etudier I'existence des intégrales suivantes (que 'on ne demande pas de calculer) :

—+o0
9. / Vinx dx
x—l

+o0 int
10. _ P g
0 \/f + cost

+00 1
11. / s1n< ) dx
x2
+oo
12. / ( Slr}f) dx («

X Solution:

Tous ces exercices ont été corrigés en classe.

Exercice 2: (x)- (x%)

Justifier I’existence et calculer les intégrales suivantes :

/2
5. / vitan x dx
0

1 _ 42
. [0,
0 t

b dx
L /a V(x—a)(b—x)

—+o0
2./ xe
0

3 /1 dx
"o (14 x)v1 =2

4 /+°° dx
T ox2yx2 4

“*sinxdx

Feo dx
7 /0 (14 22)(1+ x%)

(poser t = l) )

8.
/oo (9(24—1)\/x2

o1
9/ Int

(couper en deux...)

+oo /oo,
10. / ( / e ! dt) dx
0 Jx

11. /+°°x_LxJ

Q Solution:

Dans le corrigé, les intégrales a calculer seront notées I, ol x est le numéro de l'exercice.

1. Fait en classe.

2. Lafonction f: x — xe™*

(la fonction sin étant bornée), donc f(x)

il en est de méme de f.

sinx est continue sur [0; +oo[ ; de plus, lim x?f(x) = 0 par croissances comparées

= o ( ) la fonction x +— z étant intégrable au voisinage de +-oo,
{e]

Pour le calcul, on remarque que, pour les mémes raisons que ci-dessus, la fonction x — xe *e¥ est intégrable

+o0 .
sur Ry, donc I, = Tm (/ xe(_l'“)xdx) .
0

. 1 .
En posant u(x) = x et v/(x) = e(~1t)¥ ¢’est-a-dire v(x) = ﬁe(‘”‘)x, puisque 11111 u(x)v(x) =0 (la
— X—r+00
fonction x  el¥ étant bornée), on peut faire une intégration par parties :
+o0 1 1 1 T 1 Hoo
/ xel 1Y gy = { _xel— “)x} - , / el71H)x gy
Jo —1+i 0 —1+iJo
=0
— 1 —x x| T _ 1 —_ i
T (—1+41)2 [e € ]0 C(-1+419)2 2

1
et finalement : I, = 3
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1
(1+x)V1—x2

1
x) ~ ——=—— - La fonction x —
) x=1- 2v2/1T—x
de 1, il en est de méme de f.

3. La fonction x —

1
(1—x)'2

est continue sur [O ; 1[ ; et en écrivant V1—ax2 = /1 —x4/1+ x on obtient

étant une fonction de Riemann intégrable au voisinage

Pour le calcul, on pose x = sin(t) avec t € [0; 5[ (ce changement de variable est licite puisque f — sin(t) est
une bijection de classe ¢ strictement croisante de [0; % [ sur [0;1[). On obtient :

I _/% dt
8= 0o 1+sint

; — £
puis en posant u = tan 5 :

2du 2du

-2

) :/(;1 (1+u)?

/1
") (14

|

14+u

1
J,=
0

1
4. La fonction x — ———— est continue sur |2; +oo[. On a les équivalents :
W) ] [ q
1 1
X — et X —
W U

donc f est intégrable en 2 et en +oco par comparaison a chaque fois a une fonction de Riemann.

Pour le calcul, on fait le changement de variable x = 2cht, qui réalise une bijection de classe ¢! strictement

croissante de ]0; +oco[ sur ]2;+oo| :

e dt 1 1
14:/ T:*[tht}a—oo:*'
0 4ch*t 4 4
5. La fonction x — +/tanx est une application de classe ¢! sur ]0; [ et réalise une bijection strictement
croissante de cet intervalle sur R* . L'intégrale proposée est donc de méme nature et a méme valeur que celle
+oo 942
obtenue par le changement de variable = \/tan x, soit x = Arctan(t?) d’ou I5 = / T8 dt. Il est alors
0
. i o , . 22 2
facile de vérifier que cette intgérale est bien convergente (puisque ~ =)
1+t too £2

Pour le calcul, on effectue une décomposition en éléments simples :

V2

2 V2
1+#4 2

t t
(tz—\/it+1 2+ 2t +1

)

Attention, les deux fonctions obtenues ne sont pas séparément intégrables sur [0; +oo[ ! On calcule donc, par

les méthodes habituelles (voir cours chapitre précédent) :

262 ﬁ( ln(

X
= _di=-*1Z
/0 1+ 2
2
puis quand x — +o0 ;on trouve I5 = % .

1
2

x2—V2x+1
2 4+2x+1

. (changeons un peu de méthode!).
In(1 — £2)
12
par intégration par parties :

La fonction t —

) + Arctan(v/2x + 1) + Arctan(v/2x — 1))

est continue sur ]0;1[. Elle y posséde donc une primitive F que 'on peut calculer

"In(1 — £2) In(1 — %) dt
F(t) = dt = — —
® / 2 t 1-12
(-t (1 1 ~ In(1-#2) 1+t
T _/(1—t+1+t)dt__ Ty
Puisque In(1 —#?) ~ —t2,ona lim F(t) = 0.
t—=0+ t—=07*
En écrivant, pour t € |0;1[ : F(t) = —M —In(1+¢)— w, on obtient lir? F(t) = —2In2.
t=1-

Finalement, Iy = tlir{l F(t) — lim F(t) = —2In2.
g

t—0+
1

. Pui b
uisque x EEOREED)

est continue sur [0;+oo[, et équivalente en +o0 a

W (+1e cas a4 = O),

I'intégrale proposée existe pour tout « € R par comparaison a une fonction de Riemann.
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Le changement de variable ¢ = p réalise une bijection de classe ¢! strictement décroissante de R* sur R*.

et donne :
I /+°° dt /+°° t dt
;= = L
o g (1+}7) (1+t%) Joo (B+1)(t+1)
oo 14t oo dt T T
d 21:/ A :/ % _ T ot finalement : I = = -
onc 217 A 1+ 2)(1 + 1) o 2 2 et finalement : Iy 1

8. L'intégrabilité ne pose pas de probleme (comparaison a une fonction de Riemann en +o0).

271\/5
9

9. On supposera n € IN* pour la suite (le cas n = 0 étant immédiat).
n

La fonction t — Y est continue sur ]0;1[, tend vers 0 lorsque t — 07 et tend vers n lorsque + — 1~
n

Pour le calcul, poser x = 2sht puis u = e*. On trouve : Iy =

(car Int ~ t —1), donc la fonction se prolonge par continuité sur [0;1] et l'intégrale existe.
1

X
Par définition d’une intégrale convergente, on a donc Iy = lirr11 I(x) ou I(x) = / T dt
x—1- 0
Or on peut écrire (les intégrales sont bien convergentes) :

X h X dt
I(x)f/o mdt—/o =

Le changement de variable u = #"+1 donne :

X t” d 1 Pan du Pian’ du
/0 Int tin-i-l/o In (u'/n+1) 7./0 Inu

,xn+1
I(x) = / dt

=/ e

donc :

Or le développement limité au voisinage de 1 : Int ) (t—1) + O((t — 1)?) permet d’obtenir
—

Int 1 (t—1) (14 0(t—1)) :t_1+o(1):—+§0(t)

oll ¢ est une fonction bornée dans un voisinage V de 1. On en tire :

xn+1 dt xn+1 xn+1 _ 1 ,xn+1
xn+1 v xn+1 _ 1 n
Or lim @(t)dt = 0 (majorer |¢(t)| par ||¢|  , classique), et ——— = Zxk — n+1 donc
x—1-Jx o x—1 = =l

finalement : Iy =In(n+1).

+0c0
10. Déja, I'existence de / e_"L2 dt est classique et a été faite en classe (a revoir).
X

x
En notant, pour x > 0 : F(x) = / e ¥, F estla primitive de t — e~ ’annulant en 0 (existe car...),
0

. +oo 2 \/E 1
puis en notant G(x) = / e "dt ona G(x) = 5 = F(x) donc G est de classe €' sur Ry et
JX
G'(x) = —F/(x) = —e~ pour tout x > 0.

Pour X > 0, une intégration par parties donne alors :

/O.XG(x) dx = [xG(x)]é( - /(;X xG'(x) dx = XG(X) + /OX xe * dx

e x 1 e X
- X _ — L
G(X) 3 } XG(X) + 2 >
0
o _p e X
Orpour X >1,0 < G(X) = / e "dt < / e 'dt =e * donc Xlirr+1 XG(X) = 0. Il en résulte que
X X — 400
I'intégrale proposée existe et vaut :
. X 1
110 = Xl~1>r}:oo 0 G(x) dx = E

x— |x]

. s . 1
5 est continue par morceaux sur [1;+oo[, est positive et majorée par x — ") donc
X

11. La fonction x —

est intégrable.
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Par définition d’une intégrale convergente on peut écrire :

n —
111 = lim Md
n—-+oo J1 X
Or, par la relation de Chasles :
/nx_ /k+1X—LxJ Z:l/k+1x_kdx
J1 K2 =t x2
mdy =11
[T e
I
=Inn— =In— + 1
= k+1 k:0k+1

En faisant n — +00, on en déduit I1; = 1 — 7, out -y est la célébrissime constante d"Euler.

Exercice 3: (xx)
/2 T/2
On pose: I = / In(sint)dtet ] = / In(cos t) dt.
0 0

a) Montrer que les intégrales I et | sont bien définies et égales.
b) Calculer I + | et en déduire les valeurs de [ et J.

Q Solution:

a)

b)

La fonction t — In(sint) est continue sur ]0; %], et équivalente en 0% a t — Int qui est intégrable au
voisinage de 0 (intégrale de référence du cours), donc est intégrable sur ]0 ; 2]

La fonction  — In(cost) est continue sur [0; 7 [, et le changement de variable affine t — 7 — t, qui réalise
une bijection strictement décroissante de classe ¢! de 10; %] sur [0; %[ montre directement que l'intégrale
| existe et est égale a I.

NS

s 1 i
I+] = /2 In(sintcost)dt = /2 In (E sin(2t)) dt = —gan +/2 In(sin2t) dt (cette intégrale existe
0 0 0
puisque I et | existent!).
7 . 1 1. 17 . .y .
Or: / In(sin2t)dt = —/ In(sinu)du = =1+ —/ In(sinu)du ('intégrale obtenue est bien conver-
0 (u=2t) 2 Jo 2 2)z
gente puisque le changement de variable t — 2t est ¢! -bijectif de ]0; Z [ sur ]0; 7[).
s
Et par le changement de variable u — 7 —u, on voit que /7T In(sinu)du = I. Donc finalement

V2

I+]=—-FIn2+Idoul=]=—-FIn2.

Exercice 4: (xx)

a) Justifier 1'existence de I = /
JO

b) Pour x > 0, on pose : I(x) = /
JX

¢) En déduire la valeur de I.

+0 gjn3 t

dt.

+o0 t 3 33X Qf t
sin’ dt. Etablir que I(x) = 1 / P ar.
JX

(on rappelle : sin3a = 3sina — 4sina.)

Q Solution:

a)

b)

:.3
sin” ¢
La fonction t — 2

En 0, elle peut se prolonger par continuité (puisque sin® t ~ t3), donc y est intégrable.
0

est continue sur ]0; +oo|.

s 1 N . .
Au voisinage de +o0, ona |f(#)| < 2 donc f y est’ par comparaison a une fonction de Riemann.

t2 t2
et intégrables au voisinage de +oco pour les mémes raisons que ci-dessus, on peut écrire :

+o00 +oc0
I(x) 4/ 3s1ntdt__/ sin( 3t

1+ 3sint — sin(3¢ in ¢ in(3t
Ona I(x) = Z/ smtizsm() dt . Les fonctions f > S et t — sin étant continues sur [0; x[+co
X
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Dans la seconde intégrale on pose u = 3¢ (changement de variable affine donc licite) :

du

o sin(3t T sinuy
/ COITI 2
x t 3x u
et le résultat demandé s’ensuit grace a la relation de Chasles.
c) Déja, puisque l'intégrale I est convergente, on a [ = lir101+ I(x), par définition d'une intégrale impropre
xX—

convergente.

Puis on écrit au voisinage de 0 : sint = t + O(t3) =t + t3¢(t) oi1 @ est une fonction bornée. On en déduit :

3x -3x -3x
I(x) = Z (/ $ + [ttt dt) - %1n3+ Z/ tp(t) dt.
X X X

3x 3x
¢ étant bornée dans un voisinage V de 0, on a, pour x € V : ’/ to(t) dt’ < ollv / tdt donc
Jx © Jx

3x

lim te(t)dt = 0 et finalement : I = Zln3.

x—0 X

Exercice 5: (xx)

oo |1
Justifier I'existence et calculer : I = / t {;J dt.
0

Q Solution:

L1
Déja, pour t > 1, HJ = 0 donc l'intégrale proposée est égale a /0 t {?J dt.

Ensuite, la fonction t +— t HJ est continue par morceaux sur ]0;1] et bornée (car % -1< HJ < %) donc est
intégrable.

11
Par définition d’une intégrale convergente, on a donc I = lim t {—J dt.
n—4o Jis, |t

Or pour n > 2, par la relation de Chasles :
1 1J noo/k-n | n 2 /k-1) 18 2k—1
tyld= ) tH dt = (k—l){f} Ly 2=l
car pour t € [%,ﬁ[ ona HJ =k—1.
Or on a la décomposition en éléments simples (je ne détaille pas les calculs, a savoir faire) :

2X —1 1 l_i_i
X2(X —1) X-1 X X2
donc . \
1 1 1 1 1 1
bl =] di= = — - )+2Y 5
Lli =38 (1) 31w
etenfaisantn—)—i—ooontrouve'I:1<1+<”—2—1>):n—2'
’ 2 6 12

Exercice 6: (xx)

2

. - . e i, et sin“ x
Soit 2 € R. Etudier l'intégrabilité de f, : x — wa Sur 0;+oo[ dans le cas a > 3 et dans le
cas 1 <a < 3.
On suppose a < 1. FEtudier lintégrabilité de f, en utilisant la série de terme
(n+1)m
général u, = / fa(x)dx.
nr
X Solution:
2
e f, est continue sur |0, +oo[ comme quotient, composée de telles fonctions, et f5(x) ~ % =2 on conclut :
x—0

si a >3, f, estnon intégrable sur ]0,1] etsi a < 3, f, est intégrable sur |0,1].

1 1
De plus, Vx € |0, +oo], f[,(x)| < ot et x —> w7 est intégrable sur [1,+oo[ si 2 > 1, on en déduit que f; est
intégrable sur [1, +oo[ lorsque a > 1.
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Finalement : ‘ sil<a<3, f, estintégrable sur |0, +oo[, et si a > 3, f; n’est pas intégrable sur |0, +oo|. ‘

(n+1)m
e On suppose a < 1, et on pose Vi € N, u, = fa(x) dx. Par relation de Chasles, si f; est intégrable
nrt
N

(N+1)
sur ]0,4oo[, la série }_u;, doit étre convergente (car Z Uy = /0 fa).
n=0 k
1
> -
(n+1)m)e

1
Ainsi u, > 27["(77—}- 1) or Z CESIE diverge car a < 1, on conclut :‘ si a <1, f, n'est pas intégrable sur |0, +oof. ‘

).

((n+1)7 ((n+1)7 T 1— 2t
/ sin® tdt et / sin?tdt = = (en linéarisant sin? f = L()
nrw nrw 2 2

Exercice 7: (%x*x)

a) A l'aide d’un changement de variable bien choisi, montrer que, pour a > —1 :

/2 dt 7
/0 1+asin?(t) 2y1+a’
dt

—+o0
b) En discutant selon les valeurs de « > 0, étudier la nature de 'intégrale / ———
0 1+ t*sin“(t)

o i . (nt+1)m dt
(Indication : utiliser la série de terme général u, = / — ).
ni 1+ t* sin“(t)

Q Solution:

a) Changement de variable x = tant.
b) On encadre u,, :

(n+1)7 dt (n+)7 dt
I Y T
nm 1+((n—|—1)r[)“sin2(t) Jn X sj

Or par le chgt de variable t — t — n7r puis par symétrie :

/(HH) dt /ﬂ dt /E dt T
= =2 =
nm 1+ (n7m)* sin®(t) 0 14 (nmm)*sin®(t) 0 1+ (nm)*sin?(t) 1+ (nm)®

Lo, . cste
d’ott'on tire u;,, ~ 5"
n—s+oon®/

La série de terme général u, converge donc si et seulement si a > 2.

Enfin puisque la fonction a intégrer est positive, I'intégrale impropre proposée est de méme nature que la série
(détailler ...).

Exercice 8: Intégrale de Dirichlet (x%)

/2 gin nx

a) Pour tout n € IN, soit [,, = / dx. Justifier I’existence de I, et calculer, par récurrence,
0

sin x
IQP et I2P+1‘

T _ — ’ sduit-on ?
b) Montrer que : ng}rloo<I2p+1 L) = 0. Qu’en déduit-on?
® sinx 1 1

dx (on utilisera la fonction ¢ : x = — — ——).
x sinx

+
¢) En déduire la valeur de /
0

Q Solution:

sinnx
sin x

est continue sur ]0; ¥] et se prolonge par continuité en 0, donc I'intégrale existe.

)

a) La fonction x —

Pour n > 2 on calcule, en utilisant la formule < bien connue > sinp —sing = 2sin (%) Cos <

[SIE]

7 2sinx cos(n — 1)
— o=
sinx

:/E2cos(n—1)x: 2lsin(n—1)x} __2 sin(n—l)g.
Jo

o n-1

Donc :

— si n estimpair, Iy — I, =0, d’ot1 'on déduit I, 1 = I; = 7 pour tout p.
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2(=1)r1
- si n est pair, on aura Iy — Iy 2 = (2;7721 - Puisque Iy = 0 on en déduit
P p (_1)k71
Ly =Y (Ix—lxo)=2) =1
k=1 k=1

est de classe ¢!

oy [P () e)
— = . X = —— 7 dx, et puisque x
2p1 T Tap 0 sin x 0o cos(3) pisq os (3)
sur [0; 5], le résultat découle du lemme de Lebesgue.
On en déduit lim by = z et ensuite lim I, = E.
p—r+oo 2 n—4oo 2

/2 sinnx

o) 1l est facile de vérifier que l'intégrale / dx converge, donc on peut écrire
J0

TT/2 Qi -
Iy :/0 SIUIY gy — /02 ¢(x) sin(nx) dx

X

Or on montre grace au théoréeme de prolongement de la dérivée que l'application ¢ se prolonge en
T

une fonction de classe ¢! sur [0;%], donc par le lemme de Lebesgue, E].’E /7 ¢(x)sin(nx)dx = 0
n——+o0 Jo

, m/2 sinnx T , , . .
et donc lim dx = —. Mais par le changement de variable affine t = nx on obtient
n—+4o0 JQ X 2
/2 gin nx sint sint
/ dx:/ : —— dt, donc hm / : —dt
Jo x 0 . 2

Exercice 9: (*x%)

Soit f € C(R*,R). On suppose que lit%)1+f( x)=Aet lim f(x)=
X—

X—r+00

+oo0 _
a) Soient a,b € R . Montrer que / M dx existe, et vaut (x — A)In (Z) .
0

b) En déduire I'existence et la valeur des intégrales :

+oo gmax _ g—bx +° arctan 2x — arctan x Tyr—1
[T wei [ B0 s
0 X 0 X 0 Inx

Q Solution:

a) Soient X > ¢ > 0. On calcule :

/fbx

/ x—/gx@d
/ T f—/,;ZX&f)d*
/ tw+/wf

Au voisinage de 0, on peut écrire f(t) = A+ ¢(t) ot %irr& ¢(t) = 0. On a alors
—

“ft) t_/bas)‘dw/ag(” dt = Al(
) 4

a ae (P
5 8 5) ) ar.

ag ag
§0 ag;be] (t f( ) a

t l T t, final t, 1i =Aln(-).
‘/b ’ ( )’ H(pH I ce qui montre que m T = 0 et, finalemen lim | n (b)

bX
On montre de méme que _lim f(t) =uln (é) , d’ot1 le résultat demandé.
X—+oJax ¢t a

b) Les deux premieres intégrales se déduisent immédiatement du résultat précédent.
Pour la derniére, faire le changement de variable t = —Inx.

Exercices — © T.LEGAY - Lycée d’Arsonval 7/8 27 décembre 2022



FEUILLE D’EXERCICES N°11 — INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE  PSI* 22-23

Exercice 10: (*x%)

2
too e ™
Montrer que : / e " dt

~Y
¥ x—4oo0 2X

(on pourra utiliser une intégration par parties).

b n
En déduire, pour 0 < a < b, la valeur de: lim </ eﬂqt2 dt) .
a

n——+00
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