FEUILLE D’EXERCICES N°17 — VARIABLES ALEATOIRES PSI* 22-23

EXERCICES : VARIABLES ALEATOIRES, AVEC CORRIGES I

Variables aléatoires, généralités (ex. 14 4)

Exercice 1:
Soit X une variable aléatoire réelle, et A une partie de R telle que :

Vxe A P(X=x)>0.

Montrer que A est au plus dénombrable
(pour n € IN*, considérer les ensembles A, = {x €A ‘ P(X=x)> %})

Q Solution:
1

On pose pour n € N*, A, = {x €A ’ P(X=x)2> E}-
P(X € Ay) = ) P(X =x) et P(X € Ay) <1 donc le cardinal de A, est inférieur ou égal & n (car dans la
xeA,

somme les IP(X = x) sont tous > 1).
Puis A = U Ay est la réunion dénombrable d’ensembles finis, donc est au plus dénombrable.
nelN*

Exercice 2: Inégalité de Tchebychev-Cantelli

Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que X admet une espérance E(X) = m et une
variance V(X) = ¢2. On fixe « > 0.

a) Soit A > 0. Démontrer que P(X —m>a) =P(X —m+A>a+A).
b) Vérifier que E((X —m + A)?) = 02 + A2.
) A laide de linégalit¢é de Markov, montrer que, pour tout A > 0,

2132
o+ A
PX—m>a) 5—5—F—-
(X—m>a) a2+ A2+ 27
2
o
d) En dédui P(X-m>a) < — -
) En déduire que P( m>a) P

202
e) Démontrer que P(|X —m| > a) < 212 Quand obtient-on une meilleure inégalité que
> +o
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ?
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Q Solution:

a) Evident (les événements écrits sont identiques).

b) On développe + linéarité de I'espérance :

E((X —m+A)%) = B((X —m)?+ A% +2A(X — m))
=E((X—m)?)+20 E(X-m) +E(A?).
~— N—— N——
=V(X)=02 =E(X)-E(X)=0 =A?

o P(X—mza)=P(X—-m+Aza+A)< ]P((X —m+A)? > (a+ /\)2) puis on applique I'inégalité de Markov
a (X—m+A)2.

d) On étudie la fonction A +— % et on en trouve le minimum (atteint pour A = a2/ w).

e) P(|IX—m|>a)=P(X—m>a)+P(X—m< —a). En reprenant les calculs précédents en remplagant X — m
par m — X on trouve encore P(X —m < —a) =P(m— X > a) < #202 ce qui donne l'inégalité voulue.
Cette inégalité est meilleure que B.T si et seulement si :

202 <
a2 402 a2

S

ce qui équivauta o > «.

Exercice 3: Ecart a la moyenne

(Q, A,IP) désigne un espace probabilisé, et X,Y, (X;);>1 des variables aléatoires réelles définies sur

(OQ,ATP).
a) Soit A > 0. On suppose que E(e'Y) est finie. Démontrer que, pour tout a € R,

P(Y >a) <e ME(e!).
b) On suppose de plus que E(e~*Y) est finie. Déduire de la question précédente que
P(|Y] > ) <eME (') + e ME(e™)
¢) i) Démontrer quesi A >0 et x € [—1;1], alors
Y<chA+xshA< o +xshA.

ii) Démontrer que si la variable aléatoire X prend ses valeurs dans [—1;1] et est centrée (c’est-
a-dire si E(X) = 0), alors on a pour tout A >0

2 2
E (eAX) < eA7 et E (efAX) < eAT.

iii) Montrer que si les variables aléatoires indépendantes X; prennent leurs valeurs dans [—1;1]
et sont centrées, alors on a

pour tout n > 1 et tout a > 0.

Q Solution:

a) Y>a<=e
) ([Y[>a)=(Y

AY Aa AY

> e puis on applique I'inégalité de Markov a la variable aléatoire e
>a)U (=Y >a) et ces deux événements étant disjoints, on obtient :

P(|Y|2a)=P(Y>a)+P(-Y>a)
et le résultat découle de la question précédente appliqué a Y et —Y.
o) i) — L'inégalité de gauche peut se démontrer en étudiant la fonction différence.
A2
— Celle de droite équivaut a démontrer ch A < e ce qui peut se faire en écrivant les développements en

série entiere de ces deux fonctions :
+oo /\Zn

2= AZ\"
)= o <F =15 (%)
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et il suffit de démontrer que, pour tout n € N, 2"n! < (2n)!, ce qui est quasi immédiat puisque

2n)!
% = (n+1)(n+2)---(2n) est le produit de n termes tous supérieurs a 2 (considérer a part le
cas n = 0).

ii) Pour tout w € Q) on a donc
M) < oF + X(w)shA
donc en utilisant la croissance puis la linéarité de l'espérance et puisque X est centrée (c’est-a-dire
E(X) = 0), on trouve E(e!¥) < e
L’autre inégalité s’obtient en considérant —X.

iii) On applique le résultat de la 2éme questiona Y = =1

P(|Y|>a)<e ME |e | e ME [e

Or les X; étant indépendantes, il en est de méme des variables aléatoires % donc :

Aé Xi nooax; n AX;
E (evrl) =E (Hen) = H]E (eT)
i=1 i=1

AX A2
D’apres la question ¢)ii), E <eTI) <e2? donc finalement :

n
rE 2\" A2
Ele = < | e2? =en

On fait pareil avec l’autre quantité et 1’on trouve :

2
P(]Y| 2 4a) < 2e M2

puis on obtient le résultat demandé en prenant A = na.

Exercice 4:

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans [a;]].

a) Montrer que X admet une espérance m et que celle-ci est élément de [a;b].

La variable X admet aussi une variance ¢ que I'on se propose de majorer.
On introduit la variable aléatoire Y = X — m et les quantités

t=Y yP(Y=y), s=Y yP(Y=y) et u=P(Y>0).
y=0 y=0

b) Vérifier : 12 < su.

¢) Calculer espérance et variance de Y. En déduire : t* < (¢ —s)(1—u).

d) En exploitant les deux majorations précédentes, obtenir : > < %2.

_\2
e) Conclure : 02 < & 4”) )

X Solution:
a) X est bornée donc admet une espérance. De plus
m=EX)= ) xPX=x)> ) aP(X=x)=a
reX(Q) xeX(Q)
et de méme m < b.

b) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les vecteurs (y /P(Y =y)) et (/P(Y =y)) :

2
(ZyP(Y—y)) <Y VP =y) Y P(Y =y) =su.

y>0 y=>0 y=>0
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¢) De facon immédiate E(Y) =0 et V(Y) = ¢2. On en déduit

t=—) yP(Y =y) et ZyZIP(Y:y):(TZ—s.
y<0 y<0

En appliquant a nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient : 2 < (62 —s)(1 — u).
d) Ce qui précede implique : #* < min{su, (¢? —s)(1 —u)}, pour u € [0;1] et s € [0;0?].
Ona:su<(0?—s)(1—u) & s+c?u<oc? donc:
— si s+ 0%u < o2 alors min {su, (62 —s)(1 —u)} =su<o?>(1—uw)u<o?/4.
- si s+ 0?u > 0%, méme principe.
e) Ona

P =EY?) =Y yP(Y=y)+ Y y¥*P(Y=y)
y=0 y<0

Puisque Y est & valeurs dans [a —m, b —m], on a

Y PP(Y =y) < Y (b—myP(Y =y) = (b—m)t

y=>0 y=0

et

Y PP(Y=y)< ) (a—myP(Y =y)=—(a—m)t

y<0 y<0
On en déduit : 0 < (b —a)t .
En élevant au carré : o* < (b —a)?t? = (bz’)zaz.
Enfin, que ¢ soit nul ou non, on obtient :

2 < (b— ﬂ)z
sS4

Notons que cette inégalité est une égalité lorsque X suit une loi de Bernoulli de parametre p = 1/2.

Loi d’une variable aléatoire (ex. 5 a 20)

Exercice 5:

Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On en tire n en effectuant des tirages avec remise.
On note X et Y les plus petit et le plus grand des nombres obtenus.

Déterminer les lois de X etde Y.

Q Solution:

Déja, X et Y prennent leurs valeurs dans [1; NJ.
Il est bien plus facile de calculer P(X > k). En effet, on a X > k si et seulement si tous les tirages ont donné un

nombre > k. La proba qu'un tirage donne un nombre > k est N_Tk—i_l donc
(N—k+1)"

Dot :
P(X=k)=PXzk)-PXzk+1)=---

Pour Y méme démarche mais on calcule cette fois P(Y < k).

Exercice 6: Loi triangulaire

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la méme loi uniforme U([1;n]). On
pose S=X+Y.

Déterminer la loi de S, son espérance, sa variance.

Q Solution:

Déja, S est a valeurs dans [2;2n].

. Pour tout k € [2;n+1],

]p(s:k):i]P(X:z)]P(Y:k—i):%P(X:i)H’(Y:k—i): _21
i=1 i=1 "
etsi ke [n+2;2n],
]P(S:k):ilP(X:z)]P(Y:k—i): i IP(X:z)IP(Y:k—i)Zzn;I;H'
i=1 i=k—n
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(on pouvait aussi utiliser la symétrie : si k € [2;1n+42], P(S =2n+2 —k) = P(S = k), puisque a tout couple
(i,7) tel que i+ j = k correspond le couple (n —i+1,n—j+1) telque (n—i+1)+(n—j+1) =2n+2—k).

On peut remarquer que :

n
2n n Y (k—1)
= —1)+n
P(S—K=2) P(S=k +P(S—nt1)—2k2 1 _nln _
k:Zl (S=k) k:Zl (S=k+P(S=n+1) St .

ouf!

. Evidemment, pour calculer espérance et variance on ne calcule pas des sommes horribles mais on utilise les
propriétés du cours.
Par linéarité :
n+1
E(S) = E(X) +E(Y) =27~ =n+1

et puisque X et Y sont indépendantes :

Exercice 7: Loi hypergéométrique

Une urne contient N boules dont une proportion p de boules blanches (c’est-a-dire Np boules
blanches).

On effectue un tirage sans remise de n boules dans 1'urne, et on désigne par X le nombre de boules
blanches obtenues.

a) Déterminer la loi de X.
Cette loi s’appelle la loi hypergéométrique, et on note X — H(N,n,p).

b) En utilisant, apres 1’avoir démontré, la formule de Vandermonde :
n
a2 a\ (N—a\ (N
v et B0 (76) - ()

déterminer E(X) et V(X).

& Solution:
a) X(Q) C [0;n]; plus précisément, X(Q)) = [max(0,n — Ngq) ;min(n, Np)], et

Vke X(Q), P(X =k) = (Z\’]‘p) (zfll—_kp))
()

(avec les conventions habituelles pour les coefficients binomiaux). Il serait facile de vérifier, a l'aide de la
n

formule de Vandermonde, que I'on a bien ) P(X =k) =1.
k=0

b) X ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, son espérance existe et vaut :

E(X) = ké)k]l’(x —k) = é é@ (Nn—_lzp)

" Y e N
- mEw () (Y

B )

On calculerait de la méme fagon la variance de X, en calculant d’abord E(X(X —1))...
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Exercice 8: Loi de Pascal

On lance une piece de monnaie ot la probabilité de tomber sur Pile vaut p € ]0;1].

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de lancers nécessaires pour obtenir r fois
pile (r € N¥).

Quelle est la loi de X ? Calculer E(X) (utiliser le développement en série entiere de x — m )-

Q Solution:

X(Q)={rr+1,...}.
Soit k > r. Pour que X = k il faut que l’on ait obtenu r — 1 fois Pile dans les k — 1 premiers lancers et Pile au

dernier. Donc r1 1
P =0 = ({1 )@= pt = (5 -

Le développement en série entiere indiqué s’obtient en dérivant r fois celui de x — ﬁ et on obtient :

1 oo 7+k k

Sous réserve (d’absolue) convergence on a, par définition :

+o0 +oo k—1 . _
E(X) = ,E,HP(X =k) _kgk(r_ 1)p (1-p).

k-1 k
Or k(r _ 1) =r (r) donc (toujours sous réserve de convergence) :

Puisque 1 — p < 1, on reconnait la série du développement en série entiére précédent; elle est donc effectivement

convergente et :
1 r
E(X)=rmp' x ——— = —.
A R ) L

Exercice 9: Loi binomiale négative (= loi de Pascal)

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale négative de parametres n et p si

k—1

X(Q)={nn+1,..} etP(X=k) = (n—l

) pra—p)

a) Soit Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi géométrique de

parametre p.
Montrer que Xj + - - - + X;; suit une loi binomiale négative de parametres n et p.

b) En déduire espérance et variance d’une loi binomiale négative de parametres n et p.

Q Solution:

a) Raisonnons par récurrence sur n € IN*.
Cas n =1. Si X suit une loi binomiale négative de parametres 1 et p alors

Pk = (“ 3 )pa -t

On reconnait une loi géométrique de parametre p.
Supposons la propriété vraie au rang n > 1.
L'évenement X; + - - - + X;,41 = k peut se décomposer en la réunion des évenements incompatibles suivants :

X1+ +Xp=0)N(Xyp1=k—"L)pour £ € [n;k—1]

On en déduit par indépendance (lemme des coalitions) et en utilisant ’hypothese de récurrence :

k—1

-1 B .

IP(X1+~'-+Xn+1:k):Z(n_1)P”(1—P)’ "p(1 — p)*11 puis :
I=n

B L=
P(Xi+ -+ Xy = k) = p"(1-p) D L (n—l)
I=n
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Or par la formule du triangle de Pascal
i -1\ (k-1
Z\n-1) \ n

P(Xi+ - +Xy41=k) = (k;l) (1 - p)k—(n—H)

et donc

Cela acheve la récurrence.

1—p.
P2

b) Par linéarité de l'espérance : E(X) = % et par indépendance des variables sommeées : V(X) =n

Exercice 10:

Soit n € IN et X une variable aléatoire a valeurs dans IN telle qu'il existe 2 € R et p € |0;1[ vérifiant

VkeN, P(X = k) :a<n;:k>pk.

Calculer 'espérance et la variance de X.
1

(Indication : commencer par déterminer le développement en série entiere de x — ———— )
(1 — x)n+l

Q Solution:

En dérivant n fois :

1 g
= Zxk pour x € |—1;1]
1-x /=
on obtient :
n-+ k xk 1
= k (1 _ x)n—H
La propriété
Y P(X=k=1
k=0
implique alors :
(1 _ p)n+1

De plus, une nouvelle dérivation donne

7’l+k k-1 _ (7’!+1)
Vxe]-1;1], Zk( ) = a2

1 _x)n+2
donc ( | ( |
n+k k_ n+l)p  (n+1)p
=a D" ) =g e = 5
De méme ( 2 ) )
_q)) = r 2t Dp?
B(X(X~1) = "= 70
puis
V(X) = E(X(X — 1)) + E(X) - E(X)* = ((’1’ - ;;f
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Exercice 11:

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule rouge.

On effectue des tirages successifs d'une boule dans 'urne suivant le protocole suivant : apres chaque
tirage, la boule tirée est remise dans l'urne et on rajoute dans l'urne, avant le tirage suivant, une boule
de la couleur de la boule qui vient d’étre tirée.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X;, le nombre de boules blanches obtenues au cours des

n premiers tirages.
a) Déterminer la loi de X;.
b) Déterminer la loi de X5.

c) Conjecturer la loi de X, et démontrer ce résultat par récurrence sur #.

Q Solution:

On note B; 1’'événement <« on obtient une boule blanche au i-iéme tirage > et R; I’événement < on obtient une
boule rouge au i-iéme tirage > .

a)

b)

)

X, (Q) = {01}, P(X; = 0) = % et P(X; = 1) = %

X2(Q) ={0;1;2}.

P(X; = 0) = P(Ry N Ry) = P(Ry)Pr,(R) = 5 x 3 =

P(Xa = 1) = P(B (1Rs) + P(Ry 1 Ba) = P(By )Py, (Ra) + P(R))Pr, (Br) = 3
P(X, = 2) = P(By N B,) = % x % :%

Montrons par récurrence que la propriété P(n) : < X, (Q) = [0;n]] et P(X, =k) = > est vraie pour

n+1
tout entier # non nul.
¢ La propriété est vraie pour n =1 et n = 2.
® Soit n un entier non nul fixé. Supposons que P(n) est vraie.
Apres le n-iéme tirage, d’apres le protocole de I'expérience il y a au plus n + 1 boules blanches dans 1'urne
donc X,,11(Q) =[0;n+1]. (Au total il y a n + 2 boules dans 1'urne)
1 L 1 1
n+1 " n+2 n+2
— Soit k € [1;n]. Pour que 1'on obtienne k boules blanches au cours des n + 1 premier tirages, il faut avoir
obtenus soit k — 1 soit k boules blanches au cours des n premier tirages. Donc :

- P(Xy1=0) = P((Xn = 0) N Ry11) = P(Xn = 0) X P(x,_0)(Rpy1) =

]P(Xn—H = k) = ]P((Xn =k— 1) N Bn+1) ‘HP((XH = k) mRn+1)
=P(Xn =k —1)Px,—k—1)(But1) + P(Xn = k)P (x,—)(Ru+1)
1 o k 1 ><n+2—(k+1)
n+1 n+2 n+l n+2
1 y n+1 _ 1
n+1l n+2 n+2

1Loont1 1
n+1" " n+2 n+2

— P(Xy1 = n+1) = P((Xn = 1) N Byyr) = P(Xn = 1) x Py (Bys1) =

Donc P(n+1) est vraie.
e Grace au principe de récurrence on a montré que pour tout entier n non nul, X,(Q) = [0;n] et

P(X,=k) = ) : Xy suit la loi uniforme sur [0;n].
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Exercice 12:
On joue a pile ou face avec une piece non équilibrée. A chaque lancer la probabilité d’obtenir face est
égale a 3
Les lancers sont supposés indépendants. On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de
lancers nécessaires pour 1’obtention pour la premiere fois de deux piles consécutifs. Soit n un entier

naturel non nul. On note p, la probabilité de I'événement (X = n).
On note de plus F; 'événement <« obtenir face au i-eme lancer >.

a) Expliciter les événements (X =2), (X =3), (X =4), (X =5) al'aide des événements F; et F;
Déterminer la valeur de p1, pa2, p3, pa, p5.

b) A l'aide de la formule des probabilités totales, en distinguant deux cas selon le résultat du
premier lancer, montrer que :

2 1
Vn>3, pn= gPn—2+ 3Pn-1-

¢) En déduire l'expression de p, en fonction de n, pour n > 1.
d) Calculer E(X).

D Solution:
. 2 2 4 s
a) - (X=2)=FnNE donc pp = 3 X 3=9 (car les lancers sont indépendants)
4
- (X=3)=FNFKNE donc p3 = 5
. _ 11 2 2 2 1 2 2 4
—(X 4) ( szmF3mF4) (FlﬁFzﬁFg,ﬁE;)doncp4—§><§><§><§+§><§><§><§fﬁ
- ( ) (F10F20F3QF4QF5) (FlszmF3mF4ﬁF5) (fﬁFzﬁFg,ﬁEﬁE)
dOnC 1 1><lxzX%+1x%x1xzxz+gxlxlxgxz—£
P573333333333333337243

b) (Fy, F1) est un systéeme complet d’événements donc d’apreés la formule des probabilités totales, on a
pn =P(F)Pp (X =n) + P(F)Pg (X = n).

Or, sachant que F; est réalisé, obtenir (X = n) revient a obtenir deux piles consécutifs au (n — 1)-iéme lancer
(I'obtention de face au premier lancer n’influence pas la suite) donc P, (X =n)=P(X=n—-1) =p,_1.
De plus, sachant que F; est réalisé, on doit nécessairement obtenir F, et ensuite cela revient a obtenir deux

1 1
piles consécutifs au (n — 2)-iéme lancer. Donc Pg(X = n) = E]P(X =n-2)= 3P

On a donc bien p, = %pnq + %pn—2~

¢) (pn) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 telle que p; =0 et pp = g
p 1 2 2 1
Equation caractéristique : x¥2 — Zx — = =0 de solutions x; = 3 et x, = —3
n n
Onadonc p, =A (%) +B (—%) et on calcule A et B gracea p; et p;.
2 n+1 4 1\"
E lusi =(z il (i I
n conclusion on a py (3) +3 ( 3)
d) X admet une espérance car la série ) np, est la somme de deux séries dérivées premieres de la série
géométrique de raison % et — 3 Ona:
+o00 2 n+1 4 1 n 4 +oo n—1 4 +00 1 n—1
- £ (02 () S50 5B O
= 3 3 9.~ 9.5 3
41415
S 9(1-2/3)2 9(1+1/3)2 4
(on a utilisé la formule : Vx € | Z nx"t = ;2 , Obtenue par dérivation de série entiere).)

(1-x)
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Exercice 13:

Une piste rectiligne est divisée en cases, numérotées 0, 1, 2, ...... de gauche a droite. Une puce se
déplace vers la droite, de 1 ou 2 cases au hasard a chaque saut. Au départ elle est sur la case 0. Soit
Xy la variable aléatoire égale au numéro de la case occupée par la puce apres n sauts.

a) Déterminer la loi de probabilité de Xj, et calculer E(X;) et V(X3).

b) On appelle Y, la variable aléatoire égale au nombre de fois o1 la puce a sauté d’une case au
cours des n premiers sauts. Déterminer la loi de Y;,, puis E(Y;) et V(Yy).

o) Exprimer X, en fonction de Y}, et en déduire la loi de probabilité de X,,, puis E(X;) et V(Xy,).

X Solution:
a) Apres 1 saut, la puce est soit sur la case 1 soit sur la case 2, donc X1(Q)) = {1,2}. De plus d’apres 'énoncé
P(X; = 1) = P(X; = 2) = %
Donc X suite la loi uniforme sur [[1;2]] et ainsi E(X;) = % et V(Xq) = % = %

b) Y, est la variable aléatoire qui compte le nombre de réalisations de 1'événement <« la puce saute d'une

case » (qui est de probabilité 5) au cours de n expériences (n sauts) qui se réalisent dans des conditions

1
identiques. Y, suit donc une loi binomiale de parametres n et 3

On a donc Y, (Q)) = [0;n] et pour tout k € Y, (Q), P(Y, =k) = (Z)zln
De plus d’apres le cours E(Y;) = g et V(Y,) = Z .

~

o) Lorsque Y, = k cela signifie qu’au cours de ses n sauts la puce a fait k sauts d’une case et n — k sauts de 2
cases donc elle est arrivée a la case numéro k + 2(n — k) c’est-a-dire X, =k +2(n —k) =2n —k.

On a donc X, = 2n — Y, et on peut en déduire que X, (Q) = [n;2n] et pour tout k € X,(Q),

1 n
P(Xy=k)=P(Y,=2n—k) = 2_”(2n—k)

De plus E(Xy) = 211 — E(Y,) = 37” et V(X,) = (~1)2V(¥,) = 7.

Exercice 14: (%)

Trois joueurs lancent, chacun leur tour, un dé, puis recommencent dans le méme ordre, jusqu’a ce
qu'un joueur amene un 6. La partie s’arréte alors, le joueur qui a amené un 6 a gagné. Le dé est
truqué et la probabilité d’obtenir 6 est p, avec 0 < p < 1. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de lancers effectués lors de la partie.

a) Quelle estla loi de X ?

b) En déduire la probabilité de gagner de chacun des joueurs. Montrer qu’il est quasi certain que
le jeu s’arréte.

Q Solution:

a) X correspond au rang du ler succes dans une suite d’épreuves de Bernouill, donc X < G(p).

b) L'évenement A=< le ler joueur gagne > est la réunion disjointe des évenements (X = 3k + 1) pour k € IN.

= ennotant g =1 —p.
—¢® 14q+4? I P
q q
=1 epC)=-—T .
1+q+492 © 1+q+42
On remarque que P(A) +P(B) + P — C) = 1, ce qui signifie que, presque stirement, 1'un des trois joueurs
gagne, ou encore qu’il est quasi certain que la partie se termine.

—+o0
Donc P(A) = Z p(1— p)3k =7 P
k=0

2
On trouve de la méme maniere IP(B)
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Exercice 15:

On tire un nombre entier naturel X au hasard, et on suppose que X suit la loi de Poisson de parametre
a > 0.Si X est impair, Pierre gagne et regoit X brouzoufs de Paul. Si X est pair supérieur ou égal a
2, Paul gagne et recoit X brouzoufs de Pierre. 5i X = 0, la partie est nulle. On note p la probabilité
que Pierre gagne et g la probabilité que Paul gagne.

a) En calculant p+q et p — g, déterminer la valeur de p et de g.

b) Déterminer 1'espérance des gains de chacun.

R Solution:
a) Si r estla probabilité que la partie soitnulle,ona p+g+r=1donc p+g=1-r=1-P(X =0) =1—e7".
D’autre part :

+oo +oo
p—qg=Y P(X=2n+1)—-) P(X=2n)
n=0 n=1

+oo  2n+1 too 21 oo (1 )kl gk
=e" ( S P u_') =e (G Vi )k' 2= e (1—e™)
= @n+1)t = on! = !
On en déduit :
_ 1— e—Za ot _ (1 _ e—a)Z
T2 =7
b) Notons G le gain de Pierre. Si X est pair non nul alors G = —X sinon G = X.

G admet une espérance si la série de terme général nlP(G = n) est absolument convergente, ce qui équivaut
a dire que la série de terme général nlP(X = n) l'est ce qui est le cas puisque X suit la loi de Poisson donc
son espérance existe. On a donc :

E(G) = Y (-20) o b ¥ ana 1) e
=Y (2 Y 20l e
= (2n)! = (2n+1)!
+oo —1)"q" +oo —a)"* B B B
:—Zni( n)' =-) (i_)l)'e = _(—a)e " =ae .
n=0 : n=1 :

L'espérance de gain de Paul est évidemment égale a -E(G).

Exercice 16:

Soient p € ]0;1] et r € IN*.

Une bactérie se trouve dans une enceinte fermée a l'instant ¢ = 0.

A chaque instant a partir de t = 1 on envoie un rayon laser dans l’enceinte qui, a chaque tir et de
fagon indépendante, a une probabilité p de toucher la bactérie.

La bactérie meurt lorsqu’elle a été touchée r fois.

On note X sa durée de vie.

Déterminer la loi de X puis calculer son espérance si elle existe.

Q Solution:

X(Q)={r,r+1,...} U{4o0}.
Pour n > r, 'événement (X = n) correspond au fait que la bactérie a été touchée r — 1 fois lors des n —1
premiers tirs et a été touchée au n-iéme.

Donc: P(X =n) = ((Z : 11) pr‘lq”‘r) p= (:1:11) p'q" " enposant g =1—p.

On a alors : N N
S P k1),
P(X=n)= .
n; ( ) (r—1)!k§J 1

Cette derniére somme s’obtient en dérivant r — 1 fois la série entiere Zx” (classique) et permet de trouver

+00
Y P(X =n)=1 doulon déduit P(X = +o0) = 0.
n=r

. 1
La série de terme général nlP(X = n) converge car son terme général est un o (—2) et
n

= /m-1 P (k+r)! 4 r! r
E(X)= n i — k D,
0= Ln(0 T )rr = G B = g =
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Exercice 17:

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0. Calculer [E (XLH)

X Solution:
Par le théoreme de Transfert
]E( 1 )*f 1 Ak _A+Z°:° AK
X+1 k:0k+1 k! = (k+1)!
Or + k
S
Par (k+1)! A
1 1—e?
dOI‘lC : ]E(ﬁ) = /\

Exercice 18:

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques de parametres p
et g respectivement.
Calculer I'espérance de Z = max(X,Y).

Q Solution:

On a
(Z>n)=(X>n)U(Y >n)

donc
P(Z>n)=PX>n)+P(Y>n)—-P(X>n, Y >n)

Par indépendance :
P(Z>n)=P(X>n)+P(Y>n)—P(X>n)P(Y>n)

Puisque les lois de X et Y sont géométriques

PZ>n)=1-p)"+(1-q)"—1-p)"(1-9)"

donc :

Exercice 19:

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques de parametres p
et g respectivement.
Calculer P(Y > X).

Q Solution:

L'événement (Y > X) est la réunion disjointe des évenements (X = k) N (Y > k) lorsque k décrit IN*.
Par indépendance, P(X = k) N (Y > k) = P(X = k)P(Y > k) = p(1 — p)*~1(1 —g)k.

p(l—q)
p+a—pq

On somme et on trouve que la probabilité demandée vaut

Exercice 20:

Chez un marchand de journaux, on peut acheter des pochettes contenant chacune une image. La
collection complete comporte en tout N images distinctes. On note X le nombre d’achats ayant
permis l'obtention de k images distinctes. En particulier, X; = 1 et Xy est le nombre d’achats
nécessaires a ’obtention de la collection compléte.

a) Par quelle loi peut-on modéliser la variable X1 — Xj ?

b) En déduire I'espérance de Xy .
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Q Solution:

a) On a Xj,1 — X; = n si et seulement si on tire n — 1 images déja obtenues puis une image nouvelle. La
proportion du nombre d’images déja obtenues est k/N et donc

P(Xj1 — X =n) = (;)nl (NZ\—[k) = knilg\ll\,{_k) :

On identifie une loi géométrique de parametre p = (N —k)/N et d’espérance N/ (N —k) .

b) Par télescopage

N-1 N 1
E(Xy) = ), E(Xep1 = Xe) +E(X1) =N} ¢
k=1 k=1

On remarque que [E(Xy) ~ NInN...
N—+o0

Couples de variables aléatoires (ex. 21 a 25)

Exercice 21:

Soit un dé équilibré comprenant 1 face blanche et 5 faces rouges. On lance ce dé indéfiniment et
on s’intéresse aux longueurs des séries successives de B ou R : par exemple si les lancers donnent
les résultats BBRRRRRRBBBRR... alors la premiere série (BB) est de longueur 2 et la deuxieme
(RRRRRR) est de longueur 6.

Soient X; et X, les variables aléatoires égales aux longueurs de la premiére et deuxieme série.

a) Déterminer la loi de X;. Montrer que X; admet une espérance et la calculer.

b) Déterminer la loi du couple (X3, X»).

¢) En déduire la loi de X5.

d) En considérant P((X; =1) N (X, = 1)) montrer que X; et X, ne sont pas indépendantes.

Q Solution:

a) On a X;(Q) = IN* car on lance le dé indéfiniment donc la premiere série peut étre de n'importe quelle
longueur non nulle.
De plus soit k € N*,ona [X; =k] = (ByN---NBNRg 1) U(RyN -+ NR;NBgyq) donc comme on a une
union d’événements incompatibles et que les lancers sont indépendants, on a

k k
1 5 5 1
Sila série ) KkIP(X; = k) est absolument convergente, X; admettra une espérance. En cas de convergence on

+co 1 k  +4oo 1 5 k
I;lkxx(6) +¥k><6><(6)
5 1 +o0 k-1 1 5 k—1

=— k — k
k() e ()

- . . . . . . 1 5 .
On voit ici deux séries dérivées premieres de série géométrique de raison 3 et 3 donc ce sont deux séries

aura :

convergentes.
Ainsi X; admet une espérance et

#_A'_lx
(1-1/6)2 " 6

b) Ona X,(Q) = IN*. Soit k € X1(Q) et j € Xp(Q). On peut écrire :

5 1 2%
6(1-5/6)2 5

N =

(X1 =k N[X2 =]l :<Blﬁ"'ﬁBkﬂRkHﬂ"'ﬁRkﬂﬂBkﬂH)
U<R1m'“r\ler\lB;H,lﬁ~'~ﬁBk+jﬁRk+]'+1)

donc comme on a une union d’événements incompatibles et que les lancers sont indépendants :

. 1 5 1 58 1 5 AN AV AN A R
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o) D’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ((X; = k))ren: Ona:

—+o0
P(Xy=j)= ) P((Xi=kN(X2=j))
k=1
D GEG) (B ER)
=|=] xX= - +=x{= Z -
(6 6 /= \6 6 6) = \6
—\6 6 1-1/6 6 6 1-5/6
5y s 1y
“\6 36 36 6
30 5 5 13 65
d)Ona]P((Xlzl)ﬂ(Xzzl)):f)—:%etIP(Xlzl)xIP(Xzzl):ﬁxE:@.

Onadonc P((X3=1)N(Xp = ); #IP(

>

1 =1) x P(X; = 1) donc les variables ne sont pas indépendantes.

Exercice 22:

Un individu joue avec une piéce truquée, pour laquelle la probabilité d’obtenir pile est p €]0;1], de
la fagon suivante :

- Il lance la piece jusqu’a obtenir pile pour la premiére fois. On note N la variable aléatoire égale au
nombre de lancers nécessaires.

- Si n lancers ont été nécessaires pour obtenir pour la premiére fois pile alors il relance #n fois sa piece.
On appelle alors X le nombre de pile obtenu au cours de ces n lancers.

Question préliminaire : Montrer que pour tout x € |—1;1[;
£ (0
= k (1 — x)k—H
a) Déterminer la loi de N.
b) Pour tout n € IN* déterminer la loi de X sachant (N = n).
¢) En déduire la loi de X.

d) On considere B et G deux variable aléatoire indépendantes suivant respectivement une loi de
Bernoulli B(1,p’) et une loi géométrique G(p').

i) Déterminer la loi de la variable aléatoire BG.
ii) Montrer qu’il existe p’ (a déterminer) tel que X a la méme loi que la variable BG.
iii) En déduire E(X).

Q Solution:

a) La variable aléatoire N correspond au rang d’apparition pour la premiere fois de I'événement <« obtenir
pile > , qui est de probabilité p, au cours d'une succession d’épreuves identiques. N suit donc la loi
géométrique de parametre p :

N(Q)=N* VneN* P(N=n)=(1-p)"p

b) Ona X(Q) =N et on chercher a calculer pour tout entier k P(y_,)(X = k).

Lorsqu’on sait que (N = n) cela signifie que X compte le nombre de réalisation de I’événement < obtenir
pile > , qui est de probabilité p, au cours de n réalisations identiques d"une épreuve. La loi conditionnelle de
X a (N = n) est donc la loi binomiale de parametres n et p :

ny k n—k i
sik<n
VkeN P(N:n)(x =k) = {((Jk)p ! sinon

o) D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((N = n)),cN+ on a pour
tout entier k > 0 :

+oo +oo 0 n e o “+o00 n \
P(X =) = L PN = n)Pen(X =0 = L0 ()it = 1 X (1))
n=1 n=k n=k

_ Pk+1 8 qZk _ pk+1qk—1 _ qk—l
qk+1 (1- qZ)k—H (1— q)k+1(1 + q)k+1 (1+ q)k—H
+o0 +oo 2
et ]P(XZO): n—1 n:E ( Z)n: Pq _ q .
ngllpq 7 qn;q q(l_qz) 1+gq
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d) 1) Ona BG(Q) =N.
e P(BG=0)=P(B=0)=1—p
e Soit k € IN*,

P(BG=k) =P((B=1)N (G =k) = P(B=1)P(G=k) = p/ x (1 - p)"1p' = p2(1 - /)

2) On choisit p/ = 1-— # = ﬁ On a bien alors P(X = 0) = P(BG = 0) et de plus
Pyt e L AT T P(X = k) = P(BG = k).
(I+g) (gt (14+q)!

3) Comme X et BG ont la méme loj, elles ont la méme espérance. On a donc [E(X) = [E(BG). Or B et G sont
indépendantes donc

E(BG) = E(B)E(G) = ' % _1

etdonc E(X) =1.

Exercice 23:

Un insecte pond des ceufs. Le nombre d’ceufs pondus est une variable aléatoire X suivant une loi
de Poisson P(A). Chaque ceuf a une probabilité p d’éclore, indépendante des autres ceufs. Soit Z le
nombre d’ceufs qui ont éclos.

a) Pour (k,n) € N?, calculer P(Z = k|X = n).
b) En déduire la loi de Z ?

o) Quelle est 'espérance de Z ?

Q Solution:

a) Sil'on sait que X = 1, le nombre d’ceufs qui ont éclos suit la loi binomiale de parametre p donc

(Z) pPr(1—p)" % sio<k<n

0 sinon .

IP(Z_kX_n)_{

b) On applique la formule des probabilités totales :

+
3

P(Z = k) P(Z=k| X =n)P(X = n)

n e
(k) Pk(l _ P)n kS

NgbRlng

- [
= n!

ef’\pk)\k +0oo (/\(1 _ p))nfk

ko= (n—k)!
_ e Mpkak E:" AQ=p))' _ e A Gy _ e AR
ki TR TR

i=0
Z suit donc la loi de Poisson de parametre Ap.

¢) Formule du cours : E(Z) = Ap.

Exercice 24:
Soit (X;);en une suite de variables aléatoires de Bernoulli de parametre p, indépendantes. Soit
Yi = XiXit1-
a) Quelle estla loi de Y;?

n
b) Soit S, = ) _Y;. Calculer E(S,) et V(S,).
i=1

Q Solution:

1. Ona Y;(Q) = {0;1} et P(Y; = 1) = P((X; = 1)N(X;11 = 1)) = p x p = p? car les variables X; sont
indépendantes. Donc on a P(Y; = 0) = 1 — p?.
Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre p?.

n
2. D’apres la linéarité de l'espérance, E(S,) = ) E(Y;) = np?.
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n
On sait aussi que V(S Z V(Y;) +2 Z cov(Y;,Y; )
i=1 1<i<j<n

Or E(Y,Y;) =P(Y;Y; =1) =P((X; =1)N(Xi11 =) N(X; =1) N (Xj11 =1)).
Doncsi j #i+1 alors E(Y;Y}) = ptetsij=i+1, E(Y;Y;) = Pe.

Doncsi j#i+1 alorscov(Y;Y;) =0etsij=i+1,cov(Y; Y1) =p (1-p).
On a donc V(S,) = np*(1 — p?) +2(n—1)p*>(1 — p) = p*(1 — p)(n +3np — 2p).

Exercice 25:

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans IN et p € |0, 1].
On suppose que la loi conjointe de X et Y vérifie

n
n _a\n :
P(X=kY=n)= <k>ap(1 p)t sik<n aveca € R

a) Déterminer la valeur de a.
b) Déterminer la loi marginale de Y.

¢) Démontrer que :

n=k

. w (7 n—k 1
Vxe]—l,l[, Z k X :m,

puis reconnaitre la loi de X.

d) Les variables X et Y sont elle indépendantes?

& Solution:
—+00 400
a) La loi conjointe de X et Y déterminant une probabilité: ) Y P(X =k Y =n)=1.
k=0n=0
En réordonnant les sommes et en simplifiant les zéros
IR )= ¥ ploalt —p)” 1
P(X=k Y=n)= 2a(1 — =p——
pEpE: D T ()
On est donc amené a résoudre 1'équation
1-2a(1-p) = p
ce qui conduit a la solution a = 1/2.
b) Pour n € ]N
- 3 P Y (F)pa-pr=pa-pr
P(X = — 1-p
Toon = \k
¢) Pour k € IN
= n 1—p 1
P(X = L e e
nzk k 2 7 (1- 1Tp)k+1
En simplifiant
L—pyl-p
PX=k=(1-—=)(——
(X=h=0- 106G

d) Les variables ne sont par indépendantes car I'on vérifie aisément
P(X=k Y=n)2P(X=kP(Y =n)
pour k=n =0.

Fonctions génératrices (ex. 26 a 33)

Exercice 26: (#)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a et k pour que la suite (p,) définie,
n
a . . Tirz A7 . PSRRI
pour n >0, par p, =k —1) soit la loi de probabilité d"une variable aléatoire & valeurs dans IN.

onner alors la fonction génératrice d’une telle variable aléatoire.
D lors la fonct t d’ tell ble aléat

Q> Solution:
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—+00
On écrit que py > 0 pour tout n et Z pn =1.Cela équivauta: a>0 et k = a_ll .
n=0
On trouve ensuite que la fonction génératrice est 'application t ﬁ (banals calculs sur les séries

géométriques).

Exercice 27:
Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p € |0, 1].

a) Calculer
E(X(X—1)...(X—r+1)).

b) Retrouver ce résultat par les fonctions génératrices.

& Solution:

a) Par la formule de transfert

E(X(X—1)...(X—r+1)) :fk(k—l)...(k—r+1)(1—p)kflp
k=r

Or N
g a1 r!
— — k—r = — =
;k(k 1)...(k—r+1)x dxr(l—x) 1=
k=r
donc \
1!
E(X(X—-1)...(X—=r4+1))=(1—-p) 1?
b) La fonction génératrice de X est
pt p p

Cx() =E(%) =y = po1 TS Ao

Celle-ci est indéfiniment dérivable sur R et

GY(1) = E(X(X —1)... (X —r+ 1)1¥) = 1 . p(1 —r!((ll—_if))fr)r“

En particulier
_ ,\r—1
GU(1) = B(X(X—=1)...(X—r+1)) = r!% :

Exercice 28:
On considere une expérience aléatoire ayant la probabilité p de réussir et 1 — p d’échouer.

d’essais nécessaires a ’obtention de ces m succes.
a) Reconnaitre la loi de X lorsque m = 1.
b) Déterminer la loi de X dans le cas général m € IN*.

. . L . N 1
c) Exprimer le développement en série entiere de =

d) Déterminer la fonction génératrice de X et en déduire 'espérance de X.

On répete 'expérience indépendamment jusqu’a obtention de m succes et on note X le nombre

Q Solution:

a) X suit la loi géométrique de parametre p.
b) Notons (Xy),en+ la suite des variables de Bernoulli testant la réussite de chaque expérience.

L'événement (X = n) est la réunion des événements (X;+...+ X, = m) et (X, = 1) soit encore

(Xi+...+Xp1=m—1) et (X, =1).
Par indépendance
P(X=n)=P(Xj+...+ Xp_1 = m—1)P(X, = 1).
Puisque X + ...+ X,,_1 — B(n—1,p) et X, = B(p), on obtient
n—1Y\ , _
1—p)*—m
m_l)P 1=p)

]P(X:n):(

et cette écriture vaut aussi quand n < m car le coefficient binomial est alors nul.

Exercices — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 17/21 23 février 2023



FEUILLE D’EXERCICES N°17 — VARIABLES ALEATOIRES PSI* 22-23

o) En exploitant le développement connu de (1 + u)“, on obtient

d) Par définition

d’ot1 apres chgt d’indices

On en déduit

Exercice 29:

Deux joueurs lancent deux dés équilibrés. On veut déterminer la probabilité que les sommes des deux
jets soient égales. On note X; et X, les variables aléatoires déterminant les valeurs des dés lancés
par le premier joueur et Y7 et Y, celles associées au deuxieme joueur. On étudie donc l'événement
(X1+X=Y1+Y2).
a) Montrer que
PX1+Xo=YV1+Y)=P(4+X1+Xp— Y1 — Y, =14)

b) Déterminer la fonction génératrice de la variable aléatoire :
Z=U+X1+X-1-Y

¢) En déduire la valeur de

P(X1+Xo=Y1+Ys).

X Solution:
a) Les évenements (X1 + X = Y1 + Y2) et (14 + X7 + Xp — Y7 — Yo = 14) sont identiques.

b) Puisque X; est uniformément distribuée sur [1;6]

1 5 o t1—1t°
Cx,(t) = c(t+ 174+ 1) = -5 = Gx, (1)

De méme, 7 — Y; est uniformément distribuée sur [1;6] et par somme de variables aléatoires indépendante

t1—10
= (-
Gz(t) ( 61-1¢ )
¢) 1l ne reste plus qu’a déterminer le coefficient de t14 dans le développement en série entiére de Gz (t) . Pour

cela, on écrit
#(—t)t 6 412 > (n+3
Gy(t) = 4w~ = (1 —4t 6t — . .- "
20) = g\ = 14+ ("))

4

Le coefficient de 4 est

1 //13 7 146
P(Xi+X=Y1+Y2) = ((3) —4(3)) = ~01

Un calcul direct est aussi possible en évaluant

P(X;+ Xp = ) = min(i — 1,13 — 1)

2 pour i € [1;12] auquel cas

12
]P(Xl +X2 = Yl + Yz) = 61_4 me(l - 1, 13 — 1)2
i=2
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Exercice 30:
On veut montrer qu’il n'est pas possible de truquer un dé de fagon que, en le langant deux fois de
suite, la somme des numéros obtenus suive la loi uniforme sur [2;12].

Pour cela on raisonne par 'absurde, et on note p; pour 1 <i < 6 la probabilité que le lancer de dé
donne le numéro i. On note aussi Xj (resp. X;) la variable aléatoire donnant le résultat du ler lancer
(resp du 2eme).

En considérant les fonctions génératrices de X;, X, et Xj + Xy, aboutir a une contradiction.

Q Solution:

6 .
Les fonctions génératrices de X; et X, sont toutes deux égalesa f:x — ) p;x’.
i=1
L2 12
Cellede X7 + Xp est g: x +— ﬁ(x + o4 xt9).
On ne peut pas avoir ¢ = f2 car les racines de ¢ dans C, excepté 0, sont toutes simples alors que celles de f2

sont au moins doubles.

Exercice 31:

On considere une expérience aléatoire ayant la probabilité p de réussir et 4 = 1 — p d’échouer
définissant une suite de variables de Bernoulli indépendantes (X )1 .-
Pour m € IN*, on note S, la variable aléatoire déterminant le nombre d’essais jusqu’a 1'obtention de
™M succes :

Sp=k<=Xi+ - +Xp=metXg+-- - +X_1<m

a) Déterminer la loi et la fonction génératrice de S; .

b) Méme question avec S;; — S;;,—1 pour m > 2.

c) Déterminer la fonction génératrice de S;; puis la loi de S;.

X Solution:

_ Pt
T 1—gt’

a) Sp suit une loi géométrique de parametre p et Gg, (t)
b) Sy — S;,—1 suit aussi une loi géométrique de parametre p.
) Or ces variables aléatoires sont indépendantes car la probabilité d’un évenement de la forme

(51—5021’11,52—51 :nz,...,Sm—Sm_lznm)

est celle de I’événement
Xy = Xngany = . = Xy, = 1

et ces variables sont indépendantes.

m
Donc puisque Sy = Y Sx— Sk_1 (So =0) ona
k=1

RSN 1
d’ot1 avec le DSE de m

et

Exercices — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 19/21 23 février 2023



FEUILLE D’EXERCICES N°17 — VARIABLES ALEATOIRES PSI* 22-23

Exercice 32: (*x%)

Soit Xj,Xp,... des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une méme loi
de Bernoulli de parameétre p € ]0;1[. Soit aussi N une variable aléatoire a valeurs dans IN
indépendantes des précédentes.

On pose :

N N
X=) XeetY=) (1-Xp)
k=1 k=1

a) Pour t,u € [—1;1], exprimer a I'aide de la fonction génératrice de N
G(t,u) =E (tqu)

b) On suppose que N suit la loi de Poisson de parametre A > 0.
Montrer que les variables X et Y sont indépendantes.

o) Inversement, on suppose que les variables X et Y sont indépendantes.
Montrer que N suit une loi de Poisson.

X Solution:
a) Par définition
—+00 +00
E(tXu¥) ZZH‘ "P(X=k Y=1
k=01=

En regroupant par paquets selon la valeur de X +Y

E(tXuY) ZZtk "kp(X =k, Y=n—k)
n=0k=0

X=k Y=n—k =X+ +Xy=kn(N=n)

donc

E(HXuY) = Zitknk(ﬂ)pan]l)( n)

n=0k=
en notant ¢ = 1 — p. On obtient ainsi

+00
E(*u¥) = Y P(N = n)(pt + qu)" = Gn(pt + qu)
n=0
b) Si N suit la loi de Poisson alors Gy (t) = e*(f=1) puis
G(t, u) = (=1 x rlu=1)
En particulier
Gx(t) = G(t, 1) = eM(t=1) et Gy(t) = G(1, u) = eM=1)

La variable X suit une loi de Poisson de parametre Ap tandis que Y suit une loi de Poisson de parametre Ag.
De plus

G(t, u) = etP(t=1) o Z Z —?\P e—Ha\M) (/\‘1) k!

En identifiant les coefficients (ce qui est possible en c0n51derant une série entiere en u dont les coefficients
sont des séries entieres en ), on obtient

P(X=k Y=10)=e ()‘k’f) —Mq ()‘k‘f) =P(X = k)P(Y = 0)

Les variables X et Y sont bien indépendantes.

~

¢) Si les variables X et Y sont indépendantes alors tX et u¥ aussi donc

G(t, u) = E(F)EWY) = G(t, 1)G(1, u)

puis
Gn(pt +qu) = Gn(pt+49)Gn(p +qu)
Posons f(t) = Gn(t+1) définie et continue sur [—2;0] avec f(0) = Gy(1) =1. On a

f(pt+qu) =Gn(p(t+1) +q(u+1)) = Gn(pt +1)GN(1 +qu) = f(pt)f(qu)
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ce qui donne
fx+y) = f(x)f(y)
pour x € [-2p;0] et y € [-24;0]. Pour y € [-2;0]

foety) = f&x) _ 0 fy) = £(0)
y f(x) y

On choisit x € [—2p;0[ tel que f(x) # 0 (ce qui est possible par continuité car f(0) = 1) . Le premier membre
admet une limite finie quand y — 0 car f est assurément dérivable sur]|—2;0[. On en déduit que le second
membre admet la méme limite et donc f est dérivable en 0 avec la relation

flx) = f0)f(x)

Posons A = f’(0) et sachant f(0) = 1, on obtient f(x) = e™ sur [—2p, 0] puis Gy(t) = eV sur
[1-2p;1]

Si p>1/2, ceci détermine Gy au voisinage de 0 et 1’on reconnait la fonction génératrice d"une loi de Poisson
de parametre A.

Sinon, g > 1/2 et il suffit de raisonner en la variable y plutét que x.

Exercice 33: Somme aléatoire de variables aléatoires (xxx)

Soit N et Xj,Xp,... des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans IN. On suppose que les
variables Xj, Xy, ... suivent toutes une méme loi de fonction génératrice Gx et on pose :

N(w)
VweQ, S(w) = Z Xi(w).
k=1

a) Etablir Gs(t) = Gy (Gx(t)) pour |t| < 1.

b) On suppose que les variables admettent une espérance. Etablir 1'identité de Wald :

E(S) = E(N)E(X1)

Q Solution:

a) Par la formule des probabilités totales
—+00
P(S=n)=) P(N=kP(X;+...X;=n)
k=0

donc
Gs(t) =) Y P(N=KP(X; +... Xy = n)t"
nok

11 s’agit d’une famille sommable donc on peut permuter :

Gs(t) = Z]P(N =k) Z]P(Xl +... X =n)t"= Z]P(N = k)GXH—A,A—«—Xk(t)
k n k

Par indépendance des variables Gx,+ 1 x,(t) = Gx(t)¥, ce qui donne le résultat.

b) Si N et X admettent une espérance alors Gy et Gx sont dérivables en 1 donc Gg aussi et

Gs(1) = Gx(1)Gy(Gx(1)) = Gx(1)Gy(1).
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