EXERCICES DE REVISIONS — ALGEBRE PSI* 22-23

EXERCICES DE REVISIONS - ALGEBREI

I. ALGEBRE LINEAIRE (sans réduction)

I.1. Sous-espaces vectoriels, familles de vecteurs, dimension

Exercice 1: X ESPCI 2015

Soit (v1, vp, v3) une famille libre de vecteurs de R3. Est-ce encore une famille libre si on voit les
vecteurs dans C3?

Q Solution:

La réponse est oui. Soient en effet Ay, A, et A3 € C tels que (1) : Ajoq + A20z + A3v3 = (0,0,0). En conjuguant il
vient (puisque les vy sont réels) (2) : Ay + Ayvp + Azvz = (0,0,0). La combinaison (1) + (2) donne

(A1 + A1)v1 + (A2 + A2)v + (A3 + A3)v3 = (0,0,0)
et, puisque les coefficients de cette combinaison linéaire sont réels et que la famille (v, v, v3) est libre dans R3 :
MAAM =M +A=A3+A3=0

Par suite, Vk € {1,2,3}, Re (M) = 0. De méme, la combinaison —i(1) 4 i(2) donne Vk € {1,2,3}, Tm (A;) = 0.

Exercice 2: MINES-PONTS PC 2002

Soient «aq,...,a, n réels distincts deux a deux, et de méme pour fB1,..., 5. Montrer que la famille
(fij)ij définie par f;(x,y) = e** ePi¥ est une famille libre de .« (R?,R).

Q Solution:

On commence par démontrer le résultat classique :

Soient g1, ..., gn des fonctions telles que g; = 0 (g;+1) pour touti € [1;n—1].
Lemme : Foo
Alors la famille (g1, ...,8n) est libre.

(ce résultat se démontra aisément par récurrence sur #, en étudiant, si une combinaison linéaire est nulle, le
comprotement en +co0).
Soit alors (A;j);; une famille de réels telle que Z/\ij fij=0(x).

1]
On choisit ¢ € R tel que la famille («; + uf;); ; soit une famille de réels distincts. Pour montrer qu’un tel y existe,
il suffit de noter que la famille est composée de réels distincts si et seulement si y n’est pas racine du polynéme

P(X)= 1 [(@—an)+(gi—pi)X],
(L) #(@j")

qui est un polyndme non nul car produit de polynémes non nuls. On peut évidemment choisir de plein de
manieres différentes un p qui ne soit pas racine du polynéme P.
Alors, on évalue I'équation (x) en tout (x, ux), ce qui donne

VyeR Y Ajelttrb)x =o,
ij

On conclut alors par le lemme.

Exercice 3: CENTRALE MP 2003

On considere la famille {X" + X"*1, n € IN}. Est-elle libre ? Est-elle génératrice de R[X] ?

Q Solution:

Elle est clairement libre (polynémes de degrés distincts) mais non génératrice puisque X* n’en est pas combinai-
son linéaire, et ce pour tout k € IN !
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Exercice 4: CCP PSI 2014
Soient n € N* et a € C.
a) Montrer que si (Py)ke[o;s] est une base de Cy[X] alors (P(X + a))ke[[on}] aussi.

b) Soit a # b. Montrer que la famille ((X —a)*(X —b)"~¥) est une base de C,[X].

ke[0;n]

Q Solution:

a) Il suffit de vérifier que la famille est libre, ce qui est immédiat en écrivant la définition.

b) 11 suffit de démontrer que la famille est libre. Ecrire la définition, puis faire X = a etc...

Exercice 5: MINES-PONTS PC 2017

Soient (Xy,...,X;) et (Y3,...,Y,) deux familles libres d’éléments de M,, 1(C). Montrer que la famille
(Yi'X;)1<i<p,1<j<q €st une famille libre de M,,(C) (on pourra d’abord traiter le cas p = q = n).

X Solution:
Cas p=q=n
Dans ce cas, les deux familles sont des bases de M,,1(C), que nous noterons respectivement Bx et ABy.
Notons aussi %, = (Ej, ..., Ex) labase canonique de M,,1(C), P la matrice de passage de %, & #x (matrice

dont les colonnes sont X1,...,X,) et Q celle de A, a By (matrice dont les colonnes sont Y7,...,Yy).

Pour tout (i,j) € [1;n]*> ona Y; = PE; et X; = QE; d’'ou Y{’X; = PE/E{'Q. Mais E;E; n’est autre que la

matrice E;; de la base canonique de M, (C), et ainsi Y;'X; = PE; ;'Q.

Soit alors (/\irj)(i,j) e[ Une famille de scalaires tels que Z/\,-,]»Y,-th = 0. D’apres le calcul précédent, cela

L]

donne P - Z/\,-,jEi,]- -0 = 0. Or les matrices P et Q sont inversibles et donc Z)‘i,]'Ei,]’ = 0. Par liberté de la
i,j if

famille (Ei/]-) , on en déduit que tous les /\i,j sont nuls, d’ot1 le résultat cherché.

Cas général

Par le théoreme de la base incompléte, on peut trouver des vecteurs colonnes X1/ Xn et Ypy1,..., Yy

tels que les deux familles (Xy,...,Xy) et (Yy,...,Y,) soient des bases de M, 1(C). Pour montrer que la

famille (Yi'X;) (i je; pJx[1;q) st libre, il suffit de prouver que (Y,-tX]-)(l.,ﬁ cfi;np ©stlibre, et cest ce qui a été

fait ci-dessus. CQFD

Exercice 6: MINES-PONTS PSI 2018

Soient ag, - - -, a, des scalaires 2 a 2 distincts et P € ]R[X} un polynéme de degré n.

Montrez que la famille (P(X + ax))o<k<n €st une base de R, [X].

X Solution:
n
1l suffit de démontrer que la famille est libre. Supposons que ) A;P(X +4;) = 0. On écrit toutes les dérivées
i=0
successives en 0, et on obtient ainsi un systtme MX = 0 ou M est la matrice de coefficients P{/)(a;) pour
O<ij<netX=HA A1 ... An).

11 reste donc a prouver que M est inversible, c’est-a-dire que son déterminant est non nul.

Or la derniére colonne de cette matrice ne contient pas de 0 puisque P est exactement de degré n donc on peut
retrancher un multiple de C, aux autres colonnes pour enlever les constantes, puis un multiple de C,_; aux
précédentes pour enlever les a; etc... de sorte qu’a la fin il reste un déterminant de VDM avec une constante
multiplicative non nulle dans chaque colonne; les 4; étant distincts, ce déterminant est non nul.

Exercice 72 MINES-PONTS PSI 2017

Soit (a1, az, a3) € R3. Déterminer le rang de la famille (f1, f», f3) dans RR, oi1 f; est la fonction
x — cos(x +a;).

Q Solution:

Pour tout i € {1,2,3}, f; s’écrit f; = cosa;cos —sina; sin donc fi, fo, f3 € Vect(cos, sin), ce qui donne

rg(fl/f21f3) <2
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Et le rang vaut exactement 2, sauf si fi, fp, f3 sont proportionnelles, donc égales, ce qui implique en particulier
que ces trois fonctions s’annulent aux mémes points, c’est-a-dire que a;,ap et a3z sont congrus modulo 27.
Réciproquement si cette condition est vérifée alors f; = fo = f3 et le rang vaut bien 1.

Exercice 8: MINES-PONTS PSI 2016 2017

Montrer que les fonctions de R dans R :

X+ cosx, X — sinx, x — cos(2x), x — sin(2x), ..., x — cos(nx), x — sin(nx)

sont linéairement indépendantes.

Q Solution:

On raisonne par récurrence sur # € IN*. Pour n = 1, il s’agit de montrer que la famille (sin, cos) est libre : en
effet, si A et u sont des réls tels que Vx € R, Asin(x) + ptcos(x) = 0, la substitution de x par zéro donne u = 0,
puis A = 0 car la fonction sinus n’est pas la fonction nulle.

On suppose que la propriété est établie au rang n — 1 avec n > 2. Soit (Ay,..., An, pi1,..., fn) € R?" tel que

Vx €R, f(x Z A cos(kx) + py sin(kx) = 0. En dérivant deux fois, on obtient
i=1
VxeR, f"(x)+n?f(x) Z ) (Ag cos(kx) + py sin(kx))
k= \_\6—/
#

et on conclut grace a I'hypothése de récurrence que Ay = pp = 0 pour tout k € [1;n —1]. Il reste alors
Vx € R, f(x) = Aycos(nx) + uy sin(nx) = 0, et on conclut comme a l'initialisation.

Exercice 9: CCP PC 2005

On pose F = {P € R3[X] tq P(1) = P(2) = P(3) = 0} et G = {P € R3[X] tq P(0) = 0}. Montrer
que F et G sont supplémentaires dans R3[X].

Q Solution:

Utiliser FNG = {0} puis les dimensions, puisque F étant ’ensemble des multiples de (X —1)(X —2)(X —3)
dans R3[X] est de dimension 1 et G ensemble des multiples de X est de dimension 3.

Exercice 10: MINES-PONTS PSI 2013, CCP PSI 2014, CENTRALE PSI 2015, ...

Montrer que si deux sous-espaces vectoriels admettent un supplémentaire commun, ils sont iso-
morphes. Etudier la réciproque.

X Solution:
Si E=F®G = F &G considérer la projection sur F parallelement a G. D’apres le théoréme d’isomorphisme,
elle induit un isomorphisme de F’ sur F.

La réciproque est vraie en dimension finie (exercice classique, procéder par récurrence), mais pas en dimension
infinie. Exemple : considérer E = R[X] et F = {P € E tq P(0) = 0}. Alors E est isomorphe & F par X +— XP
mais...

I.2. Applications linéaires

Exercice 11: CCP PSI 2017

Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On suppose que, pour tout vecteur x
de E, x et f(x) sont colinéaires.

Montrer que: 3A € K, V x € E, f(x) = Ax.

Q Solution:

L'hypothese fait que Vx € E\ {0g},3Ay € K, f(x) = Axx, et ce Ay est unique pour x # Og. Il s’agit de montrer
que Vx,y € E\ {0}, Ax = Ay.

- Si (x,y) estlibre : f(x4+y) = Avpy(x +y) = f(x) + f(y) = Axx + Ay et, par liberté de (x,y),
Ay = Ax = Ay
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- Si (x,y) estliée, Ja € K, y = ax. Alors f(y) = Ayy = af(x) = aAyx = Ay et comme y # 0p, Ay = Ay.

Si A est la valeur constante de x — Ay, on a donc Vx € E\ {0}, u(x) = Ax, et cette égalité reste vraie pour
x = 0, donc u est une homothétie.

Exercice 12: CCP PSI 2018
Soit ¢ € Z(R[X]) défini par ¢(P) =P(X+1)+P(X—1) —2P(X) .
a) Comparez le degré de P avec celui de ¢(P) .

b) Déterminez le noyau de ¢.

¢) Ftudiez la surjectivité de ¢.

X Solution:
a) si deg(P) <1, ¢(P) = 0. Sinon, si deg(P) = n, on écrit P = a, X" + - - - avec a, # 0, et on vérifie facilement
que deg ¢(P) < n puis que les termes en X" et X"~ s’éliminent mais que le terme en X" 2 n’est pas nul.
Donc deg(¢(P) = deg(P) — 2.

b) si deg(P) > 2, ¢(P) # 0. Ainsi Ker ¢ = Ry [X].

o Soit Q € R[X] # 0, de degré n. Si ¢(P) = Q, deg(P) = deg(Q) +2 = n+ 2. On considere alors
I'endomorphisme 1 induit par ¢ sur R,»[X]. Im(¢) C R,[X] et le théoreme du rang donne l'égalité
donc ¢ surjective de R, 42[X] sur R,[X] donc tout Q € R,[X] a un antécédent par ¢ donc par ¢ et ¢ est
surjective.

Exercice 13: MINES-PONTS PC 2013

Soient E, F G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E,F) et w € L(E,G).
Montrer : Keru C Kerw <= 3Jv € L(F,G), vou =w.

Q Solution:

On raisonne par double implication.

e Supposons qu'il existe v € L(F,G) tel que vou = w. Alors, si x € Keru, ona w(x) = v(u(x)) = v(0) =0,
donc x € Kerw.

e Réciproquement, supposons que Keru C Kerw. Soit H un supplémentaire dans F de I'image de u (on sait
que H existe car F est de dimension finie). Soit x € F s’écrivant x = y+z avec y = u(t) € Imu et z € H.
Montrons que w(t) ne dépend pas du vecteur t choisi dans E tel que u(t) =y :si on a aussi u(t') = y, alors
u(t—t)=y—y=20,donc t —t € Keru, donc t+ —t € Kerw donc w(t) = w(#). Il est alors légitime de

poser
v(x) = w(t).

Par construction, on a vo u = w, et la vérification de la linéarité de v n’est qu'une formalité.

Exercice 14: X ESPCI PC 2012

Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € Z(E,F) et v € Z(F,G).
Montrer que rg(vou) = rgu si et seulement si Imu N Kerv = {0}.

Q Solution:

On pose w = vjpy,,,, et on note que

Imw=Imovou

Kerw = Imu N Kerwv.

— La premiere égalité se prouve ainsi : si z € G, il appartient a Imw si et seulement sil existe y € Imu
(I'ensemble de départ de w) tel que z = w(y) = v(y), c’est-a-dire si et seulement s'il existe x € E ('ensemble
de départ de u) tel que z = v(u(x)), ou encore si et seulement si z € Imv o u.

- La deuxiéme égalité se prouve ainsi : Kerw est ’ensemble des vecteurs y € Imu tels que w(y) = v(y) =0,
c’est-a-dire tels que y € Kerv.

On déduit de la premiere égalité que rg(vou) = rgu si et seulement si le rang de w est égal a la dimension
de I'espace de départ de w, qui est Imu. Or la formule du rang affirme que rgw = Imu si et seulement si
dimKerw = 0. Comme Kerw = Imu N Ker v, la démonstration est terminée.
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Exercice 15: CCP PSI 2013
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E.
Montrer que si Im f = Im f2 alors E = Ker f + Im f. Etudier la réciproque.
Que peut-on dire de plus si E est de dimension finie ?

R Solution:
Si Imf = Im f2 pour tout x € E on a f(x) € Imf? donc il existe y tel que f(x) = f2(y). On écrit alors

x=(x—=f) + f(y).

Réciproquement si E = Ker f +Im f alorssi y € Im f on écrit y = f(x) avec x = x; + x; etc.. donc Im f C Im f2,
et I'inclusion inverse est toujours vraie.

En dimension finie, la somme est de plus directe d’apres le théoréme du rang.

Exercice 16: CCP MP 2010
Soient f et ¢ deux endomorphismes d'un espace vectoriel E sur R ou C vérifiant f o g = Id.
a) Montrer que Ker(go f) = Ker f et Im(go f) = Img.
b) Montrer que E = Ker f @& Img.
¢) Dans quel cas peut-on conclure g = f~1?

d) Calculer (go f)o(go f) et caractériser go f

Q Solution:

a) Kerf Cc Ker(gof) et Im(gof) CImg.
Pour x € Ker(go f),ona f(x) = f(g(f(x)) = f(0) =0 donc x € Ker f.
Pour y € Img, il existe x € E tel que y = g(x)) etalors y = g(f(g(x)) = g(f(a)) € Im(go f).

b) Si x € Ker f NIm g alors on peut écrire x = g(a) et puisque f(x) =0, a = f(g(a)) =0 donc x = 0.
Pour x € E, on peut écrire x = (x — g(f(x)) + g(f(x)) avec x — g(f(x)) € Ker f et g(f(x)) € Img.

) Si f estinversible alors f o ¢ = Id entraine g = f~!.
Cette condition suffisante est aussi évidemment nécessaire.

d) (gof)o(gof)=go(fog)of=gof etdonc gof estun projecteur.

Exercice 17: CCP MP 2004

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u,v € Z(E) tels que uov =0 et u 4+ v est
inversible.

Montrer que n = rg(u) 4+ rg(v).

X Solution:
— Une remarque utile : on a toujours Im(u +v) C Imu +Imov. En effet, si y € Im(u + v), il existe x tel que
y=(u+v)(x) dott y = u(x)+v(x) € Imu +Imo.
— Ici, u+ v est inversible donc Im(u +v) = E donc E C Imu +Imov ce qui implique E = Imu + Imo. Donc
n=dmE =rgu+rgv—dim(Imu NImv) d’apres la formule de Grassmann, d’ott n < rgu +rgv.
— Enfin, uov = 0 implique Imv C Keru donc rgv < dim(Keru) soit rgv < n —rgu ce qui donne l'autre
inégalité rgu +r1gv < n.

Exercice 18: CCP 2003, 2005

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2. Soit f un projecteur de E. Trouver une condition
nécessaire et suffisante sur t € K pour que f + tId soit inversible. Trouver alors son inverse.

Q Solution:

Il faut que t ¢ Sp(f) donc t ¢ {0, —1} dans le cas out f n’est pas un projecteur trivial.

On cherche bien stir ¢! sous la forme pf + Ald et donc, en injectant, on obtient
1 1
-1 _ - -
(f+1td)™ = t(Id t+1f)'
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Exercice 19: classique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit f € .Z(E). Montrer que f est un projecteur si et
seulement si rg f +rg(Id — f) = n.

Q Solution:

Si f est un projecteur, c’est évident.

On suppose rg(ld — f) + rgf = n. Le théoreme du rang donne dimKer(Id — f) = dimIm f. Mais comme
Ker(Id — f) est’espace propre associé a 1, Ker(Id — f) C Im f donc il y a égalité donc (Id — f) o f =0 et f est
un projecteur.

Exercice 20: classique

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g € Z(E) telsque fof =f, gog=g et
fog=gof.Onpose h = f+g—go f.Déterminer Kerh et Imh.

Q Solution:

— On commence par noter que h est un projecteur par calcul direct.
Soit x € Kerh, alors f(x) + g(x) — gf(x) = 0 donc, en composant par f, ona f2(x)+ fg(x) — fgf(x) =0
soit en simplifiant f(x) = 0. De méme, en composant par g, on trouve g(x) = 0. Donc Kerh C Ker f NKerg.

- Soit x € Ker f NKer g, alors clairement (x) = 0. Donc Ker f NKer g C Kerh.
En conclusion : Kerh = Ker f NKerg.

Soit x € Imh. Alors x = f(y) +g(y) +g(f(y)) = f(y) + gy + f(y)) ce qui montre que x appartient a
Imf +Img. Donc Imh C Im f +Img.

- Soit x € Im f +Img. Alors il existe donc y € Imf et z € Im g tels que x = y+z, et de plus f(y) = y et
g(z) =z. Alors h(x) = - - - =x donc x € Imh. Donc Im f +Img C Imh.

En conclusion : Imh =Im f +Img.

Exercice 21: MINES-PONTS PC 2000

Soi u € Z(E) tel que u" =1dg. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u et p un projecteur

1 ¢ _
sur F.Posons: g =~ Y ufopou"F.
=

a) Montrer que uog=gqgou.

b) Montrer que que gop = p.

¢) En déduire q est un projecteur.

X Solution:
a) Réorganiser un peu les termes.
b) Utiliser la stabilité de F par u : pou"*op=u"kop.

¢) Immédiat.

Exercice 22: MINES-PONTS PSI 2018
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n>1 et u € Z(E) .
a) Montrez que si u est un projecteur, alors rg(u) = tr(u). La réciproque est-elle vraie?

b) On suppose qu'il existe m € IN* tel que u™ = Idg et on pose p = L(Idg +u+ - - - +u""1) .
m—1
Justifiez que p est un projecteur puis montrez que o ) tr(u*) = dim Ker(u — Idg).
k=0

Q Solution:

a) Question de cours. Réciproque fausse pour n > 2 : Ex: diag(—1,3,0,0...,0).

m—1
b) pou=p puis pouk = p puis pop = % Y p=p, donc p projecteur.
k=0

m—1
) tr(uf) = tr(p) = rg(p) = dimKer(p — Idg). Montrons que Ker(p —Idg) = Ker(u —Idg).
k=0
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— L'inclusion Ker(u —Idg) C Ker(p —Idg) est facile car u(x) = x = u¥(x) = x pour tout k donc p(x) = x.

— Lautre inclusion est tout aussi facile car p(x) = x => x = — (x + u(x) +... + u" 1(x)) = u(x) = x.

p

Exercice 23: MINES-PONTS PC 2002

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient p,..., p, des projecteurs des E tels que :
p1+ - - -+ pn = Idg. Montrer que :

V(i j) € [L;n]*  piop;=dijp;.

Q Solution:

11 suffit de montrer la formule pour i # j. On commence par noter que Id = p; + - - - 4 p, est un projecteur.
Donc n =rgld =trld =Y trp; =Y rgp;.

n
Or E=1d(E) C Y p;(E) donc E = Y p;(E) ; puisque dimE = n = }_dim p;(E) d’apres ce qui précede, la somme
i=1
est directe : E = é pi(E).
i=1

Soit alors i € [1;n].

M-

Soit x € Imp;. Alors x = p;(x) mais on peut aussi décomposer x = Idg(x) = ) p;(x). Par unicité de la

j=1
décomposition, on a nécessairement p;(x) = 0 pour tout j # 1.

Cela montre que pjo pi =0 pour tout j#I.

Exercice 24: CCP MP 2003
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie 7.

a) Soient u,v € Z(E) tels que uov —vou = u. Montrer que;
VpeN  uPv—ouf = pub.

Z(E) — Z(E)

, montrer que u est nilpotent.
w — WU — oW

En utilisant ¢ : {

b) Soit u € .Z(E). Pour k € N*, exprimer tr(u¥) en fonction des valeurs propres non-nulles de u
et de leur ordre de multiplicité.

¢) Montrer que, si tr(uX) = 0 pour tout k € [1;n], alors u est nilpotent. Retrouver ainsi le résultat

du a).
X Solution:
a) Récurrence. Si u non nilpotent, tous les u* sont vecteurs propres de ¢ avec la valeur propre k, or Sp(¢) est
fini.
P
b) classique : on trigonalise u et on obtient tr uk = Z Ak = Z mi/\f en notant A; les valeurs propres non

A€Sp(u) i=1
nulles et m; leur ordre de multiplicité (1 <i < p).

P
c) Les relations Z mi/\f =0 pour 0 < k < p—1 forment un systeme de Vandermonde de déterminant non nul
i=1
ayant une solution (my,...,my) non nulle, c’est impossible, donc la seule valeur propre de u est 0.
On en déduit que X, = X" puis u nilpotent d’apres C.H.

I.3. Matrices
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Exercice 25: X PSI 2021

n—1
Soit M € M,(C). Montrez que I'on peut écrire : M = Y D;C*

k=0
01 0 ... 0
avec Dy diagonaleset C = | : ST
0 1
1 0 0

Q Solution:

Le calcul des CK est classque : les « 1 > se décalent, a justifier proprement en considérant 1'endomorphisme
canoniquement associé.

Puisque multiplier un matrice M a gauche par diag(dy,...,d,) revient a multiplier sa i-eme ligne par d;, il suffit
de prendre Dy = diag (11,42, ..., am) , D1 = diag (a12,a23,...,a41),...,Dy_1 = diag (a1, 421, ..., pn—1)-

Exercice 26: CCP PSI 2007, 2014, 2018

Soient A et B deux matrices carrées réelles d’ordre n. On suppose qu'il existe P € R[X] tel que P
soit de degré non nul , et vérifie P(0) =1 et AB = P(A) . Etablir que A est inversible et en déduire
que A et B commutent.

X Solution:

P =XQ+1 donne AB = P(A) = AQ(A) + I, donc A(B— Q(A)) = I, ce qui implqiue A inversible a droite
donc inversible, d'inverse B — Q(A).
On a donc aussi (B— Q(A))A =1, donc BA=1,+Q(A)A=1+ AQ(A) = P(A) = AB.

Exercice 27: CCP MP 2010
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2.

a) Indiquer des endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la méme dans toutes
les bases de E.

b) Soit (eq,...,e,) une base de E. Montrer que pour tout i € {2,...,n}, la famille
(ey +ej,ep,...,en) est une base de E.

c) Déterminer tous les endomorphismes de E dont la représentation matricielle est diagonale dans
toutes les bases de E.

d) Quels sont les endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la méme dans toutes
les bases de E ?

Q Solution:

a) Les endomorphismes Aldg ont la propriété voulue.

b) Les familles (ey, ..., en) et (e; +e;, €3, ..., en) engendrent le méme espace vectoriel. Ftant toutes deux
formées de n vecteurs, si I'une est libre, I’autre aussi.
(on peut aussi écrire la matrice de la famille dans la base et il est facile de voir que cette matrice est inversible).

¢) Soit u un endomorphisme de E dont la matrice est diagonale dans toutes les bases de E.
La matrice de u dans la base (eq, ..., ;) est de la forme diag(A1, Az, ..., Ay).
Puisque la matrice de u dans la base (e; +e;, ez, ..., ey) est aussi diagonale, il existe « € R tel que

u(er +e;) = ale +e).

Or par linéarité
u(ey +e;) = uler) +u(e;) = AMeg + Ae;
Par liberté de la famille (e1, ¢;) on identifie les scalaires et on peut affirmer

)\1:& :/\i

Ainsi, si un endomorphisme a une représentation matricielle diagonale dans toutes les bases de E, sa matrice
est de la forme A, et donc cet endomorphisme est de la forme Aldg.
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d) Soit u un tel endomorphisme. Si A = (a;;) est sa matrice dans une base (ey, ..., ex) alors sa matrice dans la
base (eq,2ey, ..., ney) a pour coefficient général

j

Lo

i

et comme cette matrice doit étre égale a la précédente, on obtient
Vijje{l,...,n}, i#j=a;;=0

Ainsi, cet endomorphisme a une matrice diagonale dans toute base de E et en vertu de ce qui précede, il est
de la forme Aldg avec A € R.

Exercice 28: CCP PC 2000

Calculer l'inverse de la matrice A = (ﬂz‘j)z’j avec a;; = 1 pour tout i € [1;n] et a;;,1 = —a pour tout
ie[l;n—-1].
D Solution:
1 —a
Ona A= R .On pose A =1—a], avec | nilpotente, donc
. —a
1

(I—a])(I+a] +a*)?+ - +a" "1 = L.

Exercice 29: CCP 2016

On considere I'espace vectoriel R?> muni de sa base canonique %. On note P le plan d’équation

y

x+y+z=0 et D la droite d’équations x = 3= %, et p la projection sur P parallelementa D.

1. Montrer que P& D = R3.

2. Soit u un vecteur de R® de coordonnées (x,y,z) dans 2. Calculer p(u) et déterminer la matrice
de p dans £.

Q Solution:

1. Directement, P est un plan (noyau de la forme linéaire (x,y,z) — x +y +z, cf cours) et D est la droite de
base (1,3,2). Puisque D n’est pas incluse dans P (car (1,3,2) ne vérifie pas I'équation de P), P et D sont
supplémentaires (cf cours sur les hyperplans).

2. Classique et fait en classe : on écrit simplement p(u) = (x,y,z') € P, cest-a-dire x' +y' +z = 0 et
p(u) —u € D c'est-a-dire qu'il existe A tel que p(u) —u = A(1,2,3)....:

WIN NI= Q=

On doit trouver (sauf erreur de calcul..) : M gz(p) =

W= NI= NG ”

Wl= NI—= Q=

On peut vérifier M2 = M et aussi tr(M) = dim(P) (le rang d’un projecteur est égal a sa trace).

Exercice 30:

Soit A € My(R) telle qu'il existe A > 0 avec A3 = —AA.
Montrer que le rang de A est pair.

Q Solution:

Soit u I’endomorphisme de R” canoniquement associé a A. Montrons que R" = Keru @ Imu. Pour cela, d’apres
le th. du rang, il suffit de montrer que Imu NKeru = {0}. Soit donc y € ImuNKeru; u(y) =0 et y = u(z)

donc u3(z) = u?(y) = 0 mais aussi u3(z) = —Au(z) d'ott u(z) =y = 0.
Soit alors v l'endomorphisme induit par u sur Imu; d’aprés un th. célebre, v est un automorphisme de
Imu. On a également, si y = u(x) € Imu, u?(y) = ud(x) = —Au(x) = —Ay, donc v* = —Aldp,,. D'ou

(detv)2 =det(v?) = (—A)" ott r = rgu = dimImu. On en déduit (—A)" > 0 et r est pair.
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Exercice 31: CCP PSI 2018

Soit u un endomorphisme non nul de R? tel que u> = Id et u # Id.
a) Montrez que 1 est valeur propre de u.
b) Montrez que Ker(u —Id) @ Ker(u? 4+ u +1d) = R3.

¢) Montrez qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est

O = O
—_ O O
SO =

Q Solution:

a) Sppr(u) C {1} et dimension impaire donc au moins une valeur propre réelle.
b) Ker(u —Id) NKer(u? + u +1d) = {0} est facile, donc la somme est directe. Pour démontrer que cette somme
est égale a R3, deux méthodes :
— Onécrit: 3= (X2 +X+1)— (X +2)(X —1) donc pour tout x € R3, x = %(uz—ku—}-ld)(x) - %((u—|—21d) o(u—1Id))(x)
avec %(u2 +u+ Id)(x) € Ker(u — Id) et idem pour l'autre.
— Analyse-synthése: x = y+z avec y,z € ... = u(x) = y+u(z) = u?(x) = y+u?(z) =y = J(x+u(x) +u?(x))
etz=x—y.
¢) on prend e; ¢ Ker(u —Id) UKer(u? 4+ u +1d), eo = u(ey) , e3 = u(ey) . On vérifie (e1, ea, e3) libre :
En effet, e; = x +y avec (x,y) € Ker(u —Id) x Ker(u? + u +1d) et x,y non nuls. On ne peut pas avoir
u(y) = Ay puisque cela impliquerait A valeur propre donc A =1 et y € Ker(u —1Id) ! Donc la famille (y, u(y))

est libre dans Ker(u? + u + Id) (qui est donc forcément de dimension 2), et la famille (x,y,u(y)) est par
concaténation une base de R3. Puisque u(ey) = u(x) +u(y) = x +u(y) et u?(e;) = x +u?(y) = x —y —u(y),

1 1 1
la matrice de la famille (eq,ey,e3) dans cette baseest |0 1 —1 | inversible, cqfd.
0 0 -1

Conclusion : (eq, €3, e3) est une base de R3, et dans cette base la matrice de u a la forme voulue.

Exercice 32: CCINP PSI 2021
1. Soit u € .Z (R*") tel que u?> =0 et rgu = n.

a) Montrez Ker u = Imu.

b) En déduire il existe une base de R"” dans laquelle la matrice de u est [8 16’] .

2. Soit u € £ (R%") tel que u®> =0 etrg u = 2n.

a) Montrez Ker u = Im u2.

0 I, O
b) En déduire il existe une base de R*" dans laquelle la matrice de u est |0 0 I,
0 0 0
& Solution:
1. a) On a facilement Imu C Keru puisque u? = 0, et le théoréme du rang permet d’avoir 1'égalité des
dimensions.

b) Soit F un supplémentaire de Keru : F @ Keru = R?". On sait que u est un isomorphisme de F sur Imu
donc si l’on considere une base (f1,...,fn) de F etsil’on pose e; = u(f;) pour tout i € [1;n], (e1,...,en)
est une base de Imu = Keru puis (e1,...,en, f1,-.., fn) est une base de R?" dans laquelle la matrice de u
est de la forme voulue.

2. a) Imu? C Keru découle facilement de I'hypothese u® =0.

On voudrait calculer la dimension de Tm u? ; cela se fait par une méthode classique (voir d’autres exercices
de cette feuille) : on considere la restriction u’ de u a Imu et on lui applique le théoréeme du rang :

dim(Imu) = dim(Im «") + dim(Ker #’) = dim(Im u?) 4 dim(Ker u N Im )

donc dim(Imu?) = rgu — dim(Keru NImu) > 2n — n = n et finalement on obtient bien Im u? = Ker u.

(et on déduit aussi du calcul précédent dim(Keru NImu) = n = dim(Keru) donc Keru NImu = Keru
C’est-a-dire Keru C Imu.)

b) Soit S un supplémentaire de Imu ; dim S = n ; et soit (eq,...,e,) une base de S.
Montrons que la famille 2 = (ey, ..., e, u(ey),...,u(en), u*(e1),..., u*(en) estlibre :
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n n n

Siona Y wei+ Y Biu(e)+ ) viu?(e;) = 0, alors, en appliquant u? a cette égalité, on obtient, puisque
i=1 i=1 i=1

ud=0:

n 1n
u? (Z uciel-> =0 ie Y e €Keru?
i=1 i

i=1

n n n
Donc } wje; € Imu; or ) aje; € S, done Y ae; =0 d’ott a; = 0 pour tout i € [1;n].

i=1 i=1 i=1
n n
Onadonc Y_ Biu(e;) + Y viu*(e;) = 0, puis, en appliquant #, on en déduit de la méme fagon que les g;
i=1 i=1
sont nuls, et ensuite que les 7; sont nuls.
Finalement, 2 = (u%(e1),...,u%(en), u(eq),...,u(en),e1,...,en (dans cet ordre) est une base de E, et il est
facile de vérifier que la matrice de u dans cette base est bien de la forme voulue.

Exercice 33: CCP PSI 2016

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base # et f 1'endomorphisme de E dont la

1 1 -1
matrice danslabase Zest: A=| -1 3 -3
-2 2 =2

1. Montrer que E = Ker(f?) @ Ker(f — 2Idg).
2. Donner un élément de Ker(f?) \ Ker f.

3. Montrer qu'il existe une base %' de E telle que Maty (f) =

o o O
SO
N O O

X Solution:
a) - Déja, Ker f2NKer(f —2Idg) = {0} car f?>(x) =0 et f(x) = 2x impliquent x = 0.

z
droite vectorielle engendrée par le vecteur eé =(1,1,0).

x
- Soit X = (y) . En résolvant le systeme AX = 2X on trouve x = y et z = 0 donc Ker(f —2Idg) est la

2 2 =2

A2= (2 2 -2 doncrgA? =1 d’ott dimKer f2 = 2.
0 0 O

— Cela prouve que les deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

b) Le calcul ci-desus montre que Ker f? est le plan d’équation x +y —z = 0. Le vecteur ¢, = (1,—1,0) (au
hasard!) appartient donc bien a Ker f2 et il est facile de vérifier qu’il n’appartient pas a Ker f puisque

1
Al-1]=#0.
0

) enposant e = f(ey) = (0, —4,—4), la famille &' = (¢}, ¢}, ¢}) convient (vérification facile).

Exercice 34: CCP PSI 2018

On se donne une matrice A = (a;;) € Mu(R) telle que Vi >2,a;; = 1,Vi<n—1,a;,, =1 et des 0
ailleurs.

a) Donnez le rang de A puis le rang de A2,

b) Montrez que Ker A et Im A sont supplémentaires.

0 B
d) Calculez tr(B) et tr(B?). Donnez le spectre de A. A est-elle diagonalisable?

¢) Montrez que A est semblable a A’ = [O O] avec B € GL(R) .

Q Solution:

a) rg(A) =2.0na Aey =ep+---+e, =uet Aey =e1+---+e,-1 =v puis A(u) =v et A(v) =u.La
matrice A% est A avec les colonnes C; et C, inversées. rg(Az) =2.
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b) ImA = Im A? donc KerA@ImA = R" (résultat classique). Sinon, plus classiquement, on peut vérifier
directement Ker ANImA = {0} + théoréme du rang, ou bien utiliser Ker A = Vect(ep,..., €,_1) et
Im A = Vect(u, ).

o) On prend la base (ey,...,e,_1,14,0). B= ((1J (1)) .

d) trivial

Exercice 35: CCP PSI 2010 2011 2013 2017 2018
Déterminer les M € M,,(R) telles que M'MM = 1I,,.

Q Solution:

MMM = I, = 'MM'MM = 'M.

Mais aussi en transposant M'MM = I,, = ‘MMM = I, = 'MM'MM = M.

Donc M =M : M est symétrique, puis vérifie M®> = I, donc Sp(M) C {1}. Etant diagonalisable on en déduit
M=1,.

Exercice 36:

a) Soit A € M, (R). Montrer que A est de rang < 1 si et seulement si il existe C € M, 1(R) et
L € Mj,(R) telles que A = CL.
En déduire une relation entre A et A2 lorsque rg A < 1.

b) Caractériser les matrices A € M (R) telles que A2 = A.
¢) Caractériser les matrices A € M3(RR) telles que A2 =0.

Q Solution:

a) — Supposons rg A <1;sirgA =0 il suffit de prendre C = L = 0 et c’est fini. Sinon A posséde une colonne
non nulle, disons la j-éme, que l'on notera C;, et toutes les autres colonnes lui sont proportionnelles :
Cr = axC; pour k # j. En posant L = (ay,. iy, 1,ai,,. ..,4y) onabien A = CiL.
— Réciproquement, si A = CL toutes les colonnes de A sont proportionnelles a C donc rg A < 1.

b) On classe les matrices concernées selon leur rang.
SirgA=0, A=0.
Si rg A = 2 alors A est inversible et en multipliant I'égalité proposée par A~! on obtient A = I,.
Sinon, il existe C colonne et L ligne, non nulles, telles que A = CL. La relation A% = A g’écrit alors
CLCL = CL et puisque LC est un réel, elle équivauta LC = 1. Donc A = CL avec LC =1.

¢) Si A2 = 0 alors InA C KerA. Il n'y a donc que deux cas possibles (compte tenu du th. du rang,
dimKer A +dimIm A =3):

— Soit Ker A = R3, donc A = 0.

— Soit dimKer A = 2 et alors rg A = 1. Donc il existe C colonne et L ligne, non nulles, telles que A = CL.
La relation A2 = 0 s’écritalors CLCL = 0 et puisque LC est un réel, elle équivaut a LC = 0. Donc A = CL

avec LC = 0.
Exercice 37:
1 1 0 0
01 1 O 0
Soit A= |[: ¢ ¢ ¢ 1 1| € My(R). Déterminer le rang de A et calculer son inverse si
00 1 1
1 0 0 1
elle existe.
R Solution:
Déja rg A > n — 1 puisque l'on peut en extraire une matrice inversible d’ordre n — 1 (le bloc en haut a droite par
exemple).
De plus si n est pair la combinaison C; — Cy + C3 — ... — C;, donne une colonne nulle, donc les colonnes sont

linéairement dépendantes et A est de rang n — 1.
Supposons donc n impair. Posons | = A — I;. | est la matrice de 'endomorphisme e; — ¢,, ep — €1, e3 = €2,
..., ey — e,_1 (matrice de permutation), donc " = I,.
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Oncalcule: (Iy+J)(In —J+J? — - - -+ (=1)""1"=1) = [, + (=1)""1J" = (1 + (—=1)""1)I,, donc pour n impair
on aura A(I, —]+]2 — . —|—]”*1) = 21, ce qui prouve que A est inversible et que son inverse est
1 -1 1 -1 ... 1 -1 1
-1 1 -1 1 "~ 1 -1
1 -1 1 -1 . e 1
1 1
71—7 i 2_ n71:7
AT == +] +H) =,
1
-1 -1 1
1 -1 -1
-1 1 -1 1 1 -1 1

Exercice 38: CENTRALE PC 2001
: : ATt 0 ]]A
1. On suppose A inversible. Calculer . On suppose que A et B commutent;

-B —A||B
A C
montrer que det { B D

T 0

} = det(AD — BC).

2. Ftendre ce résultat au cas o1 A n’est pas inversible.

Q Solution:

1. Un calcul par blocs donne :
A7t 0] [A C]_ I A~IC
-B A] |B D| |-BA+AB -—BC+AD
-1
On obtient le résultat en prenant le déterminant des deux membres, puisque det {Ii B 2} =detA-det(A™1) =1
etc...

2. Si A n’est pas inversible, il existe une infinité de scalaires A tels que la matrice Ay = A — Al soit inversible
(il faut et il suffit que A ¢ Sp A). Ay commute avec B, on peut donc lui appliquer le résultat précédent :
det {f}g/\ lg} = det(A)\D — BC). Le déterminant d’une matrice étant une fonction polynomiale en les
coefficients, on obtient donc ici une égalité de deux polynémes en A, valable pour une infinité de valeurs

de A, donc aussi pour A = 0.

Exercice 39: CCP MP 2002
cos 1 0 e 0

1 2cosa 1

Soient n € N et « € R. Montrer que D, = | 0 1 2cosa - 0 | =cos(na).
: 1
0 0 1 2cosa
Q Solution:

Par récurrence. Le résultat est vrai pour n = 1,2. Pour n > 2, en développant par rapport a la derniére colonne,
il vient Dj,41 = 2cosaD;,, — D, _1, les formules de trigonométrie font le reste.

Exercice 40: MINES-PONTS PC 2017
1 2 3 1 3 2
Soit A=(3 1 2]etB=|2 1 3
2 31 3 21
Ces matrices sont-elles semblables sur C ? Le sont-elles sur R ?

Q Solution:
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Notons % = (ey,ea,e3) la base canonique de R® et f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base %
est A.

Alors f(e1) = e1 +3ep +2e3, f(e2) =2e1 +ex+3e3 et f(ez) = 3ep +2ep +e3.

La famille (e3,e;,eq) est aussi une base de R, notée %'.

1 3 2
Alors la matrice de f dans la base %’ est B = (2 1 3) .

3 21
A et B sont donc les matrices d'un méme endomorphisme dans deux bases différentes.
Ainsi A et B sont semblables sur R et sur C.

Exercice 41: TPE PSI 2013, MINES-PONTS PSI 2010, etc...

Soient A et B deux matrices de M, (R), semblables dans M, (C). Montrer que A et B sont aussi
semblables dans M, (RR).

Q Solution:

On écrit A = P71BP avec P € GL,(C). Donc PA = BP. Onnote P = R +1iJ, avec R,] € My(R) et on montre
aisément que RA = BR et JA = BJ. On définit ¢ : A — det(R+ AJ), alors ¢ est un polyndme non nul (car
R +1i] est inversible donc (i) # 0); il existe donc Ay réel tel que (Ag) # 0 (car si i polynome était nul sur R
il serait identiquement nul) soit R + ApJ inversible.

On note alors Py = R+ AgJ et on vérifie que PyA = BPy donc A = Py 1BP, ce qui permet de conclure.

Exercice 42: ENSEA PSI 2021

o

Trouvez toutes les matrices A € M;3(R) telles que A2 = [ 0

o
o OO
O O =

Q Solution:

Notons | la matrice de 1’énoncé.

=
- A

a
Si A est solution, alors nécessairtement A commute avec | ; on pose A = (d ) puis on écrit A] = JA,

)

~

[oe)

o O O
oo

ontrouveg—h—d—Oeti—apuisAZ—]conduitaa—e—Oetf—l17avecb;tOdoncA—(

OTI= O

avec ¢ quelconque et b # 0.

Exercice 43: TPE MP 2002
Soit n € IN. Soient « > 0 et A, B € M, (R). Discuter de 'existence de X € M;(R) tel que

aX + (tr X)A = B.

Q Solution:

En prenant la trace de cette équation, on trouve

(x+trA) tr X =trB.

- SitrB#0 etque a = —tr A, alors I'équation n’admet aucune solution.
trB
- Sia#+—trA,alors tr X = donc on peut écrire
a+trA
1 tr B
X=-|B-— .

o a+trA

—~SitrB=0eta=—trA,alors X = a 1B convient manifestement. De plus, si Y vérifie la méme équation,

alors Z = X — Y vérifie «Z = (tr Z) A donc Z est proportionnel a A.
En prenant Y = a~'B + AA, on s’apercoit que cette solution marche tout le temps. Ainsi, les solutions sont
les a7 !B+ AA pour A € R.
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II. REDUCTION

Exercice 44: IMT PSI 2018
Montrez que si M € M, (R) vérifie M3 + M? + M = 0, alors tr(M) € Z.

Q Solution:

M annule le polyndéme X (Xz + X +1) scindé a racines simples dans C donc M diagonalisable dans M, (C) et
Sp(M) C {1,j,j2}. De plus X 1 est a coefficients réels donc la multiplicité p de j est la méme que celle de j2. En

notant g = n — 2p la multiplicité de 0, on a tr(M) = g x 0+ p(j + j?) = —p, cqfd.

Exercice 45: CENTRALE PSI 2018

Soit A € My(R). On suppose que P = (X +3)(X?+ X + 1) est annulateur de A. Montrez

tr(A) < 0.
R Solution:
P est scindé a racines simples dans C donc on diagonalise dans C. A étant a coefficients réels les deux valeurs
propres complexes (éventuelles) j et j> ont méme ordre de multiplicité m’ donc tr A = —3m+m'(j+ %) = —3m—m’ < 0.

Exercice 46: CCP PSI 2013
Soit A € M5(R) inversible telle que A% —3A%2+2A =0ettrA =6.

Déterminer le polyndéme caractéristique de A.

X Solution:
A est diagonalisable car annule le polynome scindé simple X(X —1)(X —2). Sp(A) C {0,1,2} mais 0 est exclu

car A inversible.
Si 1 est la seule valeur propre, A = I5 : ne convient pas; si 2 est la seule valeur propre, A = 2I5 : ne convient

pas.
Donc Sp(A) ={1,2} et 114 = (X —1)(X —2).Sil'on veut tr A = 6 il faut 1 valeur propre d’ordre 4 et 2 simple

dott X4 = —(X—-1)%(X-2).

Exercice 47: NAVALE PSI 2016
Soit M une matrice de M,,(C) telle que M est semblable a 2M.

Montrer que M est nilpotente.

Q Solution:

Si A est valeur propre de M alors 2A l'est aussi et par récurrence 2XA 'est aussi pour tout k € IN. La seule valeur
propre de M est donc 0. II ne reste alors plus qu’a trigonaliser (ou utiliser Cayley-Hamilton).

Exercice 48: TPE PSI 2016
Montrer que toute matrice de M, (C) est limite d’une suite de matrices diagonalisables.

R Solution:
En trigonalisant (possible dans M, (C)), on est ramené & démontrer le résultat pour une matrice triangulaire
supérieure (en utilisant aussi la continuité de I’application M +— P~ MP, linéaire en dimension finie.)

Si T est triangulaire sup, on pose alors T, = T + diag(1/p,2/p,...,n/p). Alors & partir d’'un certain rang les

termes diagonaux de T}, sont tous distincts donc T, est diagonalisable et lim T, =T, cqfd.
p—+oo

Exercices — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 15/30 8 juin 2023



EXERCICES DE REVISIONS — ALGEBRE PSI* 22-23

Exercice 49: TPE MP 2001
Soit n € IN* et soient A, B € M,;(C). Montrer 1'équivalence

X 4(B) € GL,(C) < Sp ANSpB = @.

Peut-on généraliser a M, (R) ?

X Solution:
11 suffit d’écrire que X 4 estscindé: X 4 =[(X — A;),

X A(B) € GLy(C) <= (B —Aily) € GLy(C) pouri=1,...,n <= SpANSpB = Q.

0
Cayley-Hamilton, donc on ne peut pas généraliser !

En prenant les matrices réelles A = B = (2 _1) , on voit que Spy(A) = Spr(B) = @ mais X o(B) = 0 par

Exercice 50: CCP PC 2001
Soit f € Z(C"). Soit b € C tel que (f —bld)®> = 0. On suppose que f n’est pas une homothétie.
a) Montrer que f n’est pas diagonalisable.

b) Soit P € C[X]. Montrer 1'équivalence
(P(f) € GL(C")) <= (P(b) #0).

Q Solution:

a) Si f était diagonalisable, en écrivant sa matrice dans une base propre on aurait f = bId.

b) L'endomorphisme f n’admet que b comme valeur propre : Sp(f) = {b}. On trigonalise f dans M,(C) et
c’est fini.
Ou bien : on scinde P dans C : P(f) = (f —aId)o - - - o (f — a,ld). Alors

P(f) injectif ou bijectif <= chaque produit est bijectif <= «; ¢ Sp(f) pour tout i € [1;n] <= P(b) # 0.

Exercice 51: CCP PSI 2019 2021
Soit X #0 € M, 1(R) et A= X'X.
1. Déterminez le rang et le spectre de A.
2. Calculez le polynéme caractéristique de A.
3. Montrez l'égalité : det (I, + A) = 1+ 'XX.

Q Solution:

1. Ennotant X =(x; ... x,), A estlamatrice parblocs [x1X xX ... x,X] doncrgA =1 (car X #0).
Donc Ker A est de dimension n —1 : 0 est donc valeur propre d’ordre > n — 1. L’autre valeur propre est donc

trA=Y x?='XX.
2. Comme on en connait les racines on a directement : y 4(A) = A"~1 (A —1XX).
3. det(I, + A) = (=1)"det(—I;, — A) = (=1)"X 2(=1) = (=1)"(=1)"" (-1 - XX) = 1 + IXX.

Exercice 52: CCP PSI 2013 2016
Montrer que g : P+ n?XP(X) — (X? + X)P'(X) — X*P”(X) est un endomorphisme de R, [X].
Est-il diagonalisable ? injectif ?

Q Solution:

g linéaire est facile.
Si degP < n alors degg(P) < n etsi degP = n 'examen du terme dominant montre que 'on a degg(P) < n

encore. Donc g est bien un endomorphisme de R, [X].

n
Posons P =) _ 2, X*. La résolution de g(P) = AP amene a
k=0

Vke[o;n—1], (n? —k*)ap = (A +k+1)ag, 1 et 0 = Aag.
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Pour A = 0 on trouve une droite de solution (on exprime les a, en fonction de ag). Pour A +k+1 # 0 on trouve
tous les coefficients nuls donc P = 0.

Donc nécessairement il existe k € [0;n — 1] tel que A = —(k+ 1). Pour cette valeur, on obtient g9 = ... =a; =0
et a, en fonction de a1 pour p > k+ 1 donc encore une droite de solutions.

Conclusion : les valeurs propres de g sont les nombres —n,...,—1,0; g est donc diagonalisable et puisque 0 est
valeur propre il n’est pas injectif.

Exercice 53: IMT PSI 2016
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et s une symétrie vectorielle. Pour tout u € .Z(E), on
pose ¢(u) = 3(sou+uos).
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Z(E).
b) Donner un polynéme annulateur de ¢.

¢) ¢ est-il diagonalisable ? Préciser les éléments propres de ¢.

Q Solution:

Corrigé en classe

Exercice 54: CCP PSI 2010 2014 2015 2017 2018
Soit ¢ : M € M, (C) — Tr(M)IL, + M.
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (C).
b) Trouver Ker(1) et rg(¢).
¢) Trouver un polynéme annulateur de .

d) L'application ¢ est-elle bijective? Si oui, trouver 1.

e) Trouver les éléments propres de 1.

Q Solution:

a) (M) est évidemment une matriceet VA, M, N, p(AM + N) = Tre(AM+ N)I, + AM+ N = Ap(M) + p(N).
C’est donc un endomorphisme de M, (C).
b) On résout (M) = 0 soit Tr(M)I, + M. Donc M = —Tr(M)I,.
Si on applique de nouveau la trace, on obtient Tr(M) = —nTr(M). Comme n est un entier, Tr(M) = 0 et
M = 0 grace a la relation précédente.
¢ est donc injective. D’apres le théoréme du rang, rg(y) = n?.
o) P*(M) = Tr(p(M)) I + (M) = Tr(Te(M) L, + M) L, + Te(M) I, + M = (n +2)Tr(M) I, + M = (n+2)p(M) — (n+1)M
Finalement $? = (n +2)p — (n+1)I,
d) Comme le rang est égale a la dimension de 'ensemble d’arrivée, i est surjective donc bijective.
En utilisant le polynéme annulateur, on compose par ¢~ : ¢ = (n+2)I; — (n + 1)L,
P 1 Tr(M)
1 — _ —M)=M—
Ainsi p~H(M) = —— (n+2)M -Tr(M)I, — M) =M | I
e) Tr(M)I, + M = AM soit (A —1)M = Tr(M)I,.
Soit A =1 et Tr(M) = 0. On obtient donc un sous-espace propre de dimension n? — 1.
Soit A = n 41 en appliquant la trace sur I'égalité et M = I;; est un vecteur propre associé.

Exercice 55: CCP PSI 2017 2018
Soit A € M;(R) non nulle. On définit ¢: M € M, (R) — tr(AM)I,.
a) Calculez ¢?.

b) Donnez une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalisable.
Déterminez alors les sous-espaces propres.

& Solution:
a) ¢?*(M) = tr(AM) tr(A)I, = tr(A)p(M) .

b) Donc le polyndéme X(X — tr A) est annulateur de ¢, et ¢ est diagonalisable si et seulement si tr A # 0 (sinon,
la seule valeur propre étant 0, si ¢ était diagonalisable il serait nul).
Pour la valeur propre 0, le sous-espace propre est 'hyperplan {M | tr(AM) = 0}.
Pour la valeur propre tr(A) le sous-espace propre est Vect(I,).
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Exercice 56: CCP PC 2016
1. Déterminer, pour a € R, une base de 'image et une base du noyau de la matrice
a a a a
1 111
M= 111 1 € My(R).
a a a a
2. La matrice M est-elle diagonalisable dans My (IR) ?
Exercice 57: CCP PSI 2018
1 a a
CNS pour que la matrice A= | —1 1 —1| soit diagonalisable?
1 0 2

Q Solution:

Xa=(X-2)(X~-1)2. A diagonalisable si et seulement si dim E;(A) = 2 ce qui équivaut a rg(A — I3) = 1. On
trouve facilement que la CNS est 2 = 0

Exercice 58: ENSIIE 2003

3—a —5+a «
Trouver les réels « tels que la matrice Ay = [ —a  a«—2  a | soit diagonalisable dans M3(RR).
5 -5 -2

Dans ce cas la diagonaliser.

Q Solution:

5—a —5+a «
Le polyndme caractéristique est (3 — x)(2+x)?. A est diagonalisable ssi A +2I3 = ( —u o tx) est de
5 -5 0
rang 1ie. a =0
Si @ = 0 : base de vecteurs propres pour A =3 V3 =(1,0,1) A =2 V, =(1,1,0),V3 = (0,0,1).

Exercice 59: CCP PSI 2018

1 1 O
SoitA=[-1 0 O
2 0 -1

a) Montrez que A n’admet pas de polyndme annulateur non nul de degré < 2.
b) Déterminez un polynéme annulateur de A.

¢) En déduire que A est inversible et précisez A1

d) Explicitez 'ensemble des polynémes annulateurs de A.

X Solution:
a) Par calcul on vérifie que 1A +bA +cl3 =0=a=b=c=0.
b) X4 = X3 +1 est annulateur de A par Cayley-Hamilton.
¢) A3 = —1I; prouve que A est inversible et que A=l = —A?.

d) tous les polyndomes multiples de (X3 + 1) sont annulateurs de A.
Réciproquement, si P non nul annule A, il est de degré > 3 et la division euclidienne de P par X 4 s’écrit :
P = (X3+1)Q+ R donc R annule A mais comme deg(R) <2 ona R =0 et P multiple de X 4.
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Exercice 60: CCP PSI 2018

010 a c b
Onpose K=|1 0 1] etM=|c a+b c
010 b ¢ a

a) Diagonalisez K.

b) Ecrire M a l'aide de puissances de K.

¢) Diagonalisez M et calculez M".

Q Solution:

a) K est symétrique réelle donc diagonalisable. X g = X(X? —2)

1 1
= Vect ( ) ; (A) = Vect (ﬁ) ; E_ j5(A) = Vect (— \/E) .
1 1
1
b) K?= (o

) donc M = (a —b)I5 + cK + bK>.
¢) Calcul: K = PDP~! avec D = diag(0, v/2, — v/2) donc M = P((a — b)I + cD + bD?)P~! puis M" = PA"P~!.

,_\
oN o
[

A
11 vaut mieux choisir P orthogonale c’est-a-dire normer les vecteurs propres (orthogonaux) trouvés précédemment :

V2 1 1
2 2 2
P = 0 % — % de sorte que P~! = 'P et il faut ensuite faire le calcul de PA"P~!... Passionnant!

—2 1 1

2 2 2

Exercice 61: ENSEA PSI 2016
0 3 00

. ~1)j0 1 2 . . . n
Soit A = 310 0 2 1] Déterminer ngrﬂwA .
0 0 0 3
X Solution:

A étant triangulaire supérieure, Sp(A) = {0,3,3,1} Donc A est diagonalisable et si A = PDP1 avec

D = diag(0, %, %, 1), on aura A" = PD"P~! ce qui par continuité de l'application M +— PMP~! (linéaire en

dimension finie) permet déja de dire que E].’E A" existe et vaut P diag(0,0,0,1)P~.
n [e]

Comme je n’ai pas envie de calculer P et encore moins P~! soyons astucieux.
La division euclidienne de X" par X 4 s’écrit

X" = X AQ +a, X3 + b, X2 + X +dn(x)

d'ott A" = 0, A3 4+ b, A2+ cA+dyly. Puisque la limite de A" existe, il en est de méme des limites des suites
(an), (bu) (cu) et (dn). Notons a, b, ¢ d leurs limites. En remplacant X par 0, 1, £ et 1 dans () onale

systeme
Ozdn
N\" a, by,
- ==+ —= d
(3) 27+ 9 -‘r 3 L+ dy
2\"  8ay | 4b, | 2cy
) =—+—+—+d
(3) 27 T g Tz T
l=ay+by+cn+dn

ce qui en passant a la limite donne le systéme :

0=d
0——+b+ +d
27 9 3

81 4b 2c
0_§+5+§+d

l=a+b+c+d

qu'il < suffit > de résoudre, puis lirr A" = aA® + DA%+ cA +dly...
n—+o0
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Exercice 62: CCP PSI 2010

1 3 0
Soit A=1(3 -2 -1
0 -1 1

a) Calculer le polynome caractéristique X 4 de A.
b) Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X 4.

c) Calculer A" pour n € IN.

Exercice 63: CCP PSI 2016 2018

1 1 -1
Soit u l'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice [ -1 3 —3]. On pose
-2 2 =2
010
T=(0 0 O
0 0 2

1. Montrer que R3 = Ker(u?) @ Ker(u — 2Id).
2. Montrer que Keru # Ker(u?).

3. Montrez qu'il existe une base dans laquelle la matrice de u est T.

4. Déterminez les endomorphismes v qui commutent avec u.

Q Solution:

1. Xy = X?(X —2) . On calcule la matrice de u? et on trouve que Ker u? est le plan d’équation x +y —z = 0.
Puis E1(u) = Ker(u —2Id) = Vect(1,1,0) . Ce vecteur n’appartient pas au plan précédent donc les sous-espaces
sont bien supplémentaires.

2. rg(u) =2, donc dimKeru =1, et dimKer u?2 =2.

3. On choisit e, € Ker(u?)\ Keru, puis e; = u(ey et e3 € Ex(u).

QU
=0 ¢

~ = A
~

4. En considérant la matrice de v dans la base précédente, on est ramené a chercher les matrices M = (
g

qui commutent avec T : simple calcul!

Exercice 64: CCP PSI 2019 2021
0 A}

Soit A € M;(C) et B € M5,(C) donnée par: B = [I 0
n

1. Exprimer le rang de B en fonction de celui de A.
2. Calculer le polyndéme caractéristique de B en fonction de celui de A.

3. Déterminer les dimensions des sous-espaces propres de B en fonction de celles des sous-espaces
propres de A.

4. Montrer que : B diagonalisable <= A diagonalisable et inversible.

& Solution:
1
2.
AL L || —AL L
XB(A)" A=Al _’A—Azln 0
_ 12
—(—y AT A O gy qer(a — A21)
AL, I

= (—1)"Xa(A?).

3. dim Eg(+v/A) = dimE4(A) par Y — [AYY]
4. — Supposons A diagonalisable et inversible. On a donc n vecteurs propres (Vj,..., V) associés a des valeurs

propres Aq, ..., A, et formant une base de C", on pose alors, pour tout k € [1;n], Wki = (:t]/‘t/kV ) ol iy
kVk
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est une racine dans C de A, ce qui donne 2n vecteurs propres linéairement indépendants (a détailler...car
tous les Ay sont non nuls). On a donc montré <.

— Supposons B diagonalisable. Il existe donc un polynoéme scindé simple P tel que P(B) = 0.

D’autre part, une récurrence simple montre que pour tout entier p, on a B% = [AP 0//0 AF] et
p+1
B2+l = L?p AO } . Donc si on pose P(X) = Q(X?) + XR(X?) (on sépare les puissances paires et

impaires et impaires), on aura P(B) = [Q(A) AR(A)//R(A) Q(A)]. Donc Q(A) = R(A) = 0 puis
P(A) =0 : A est donc diagonalisable.

De plus, Q et R sont annulateurs de A. Donc si IT est le polyndme minimal de A, IT divise Q et R, donc
I1(X?) divise P(X). P étant a racines simples, 0 ne peut étre racine de IT et A est inversible.

Exercice 65: MINES-PONTS PSI 2017 2018

a) Soit D € M,,(C) . Déterminez l'inverse de {é" ID
n n

b) Soient A et B deux matrices diagonalisables de M ,,(C) telles que Sp(A) NSp(B) = @.
i) Montrez pour toute matrice C € M, (C) , il existe D € M, (C)) telle que AD — DB = C.

} € My, (C) .

0 B 0 B
diagonalisables?

ii) Soit N = {A C] et M = [A O]. Montrez que N et M sont semblables. Sont-elles

¢) Commentez le cas n = 1.

Q Solution:

I, -D
Ll 2
2. a) Cela revient a montrer que l'application ¢: D — AD — DB est bijective, et comme il s’agit d"'un endomor-
phisme d’un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de montrer qu’elle est injective.
Soit donc M telle que ¢(M) = 0 c’est-a-dire AM = MB. Alors par récurrence on montre que AXM = MB¥
pour tout entier k; puis par linéarité on en déduit P(A)M = MP(B) pour tout polyndéme P. En prenant

P= TJI (X—A);quiestannulateur de A car A diagonalisable, ona MP(B) = 0; or P(B) estinversible
A€ESP(A)
car spectres disjoints donc M = 0, cqgfd.

I

b inversible donc N et M
0 I

b) Soit D comme dans la question précédente. Alors NU = UM avec U = [

semblables.
M est diagonalisable car si P"!AP = A diagonale et —Q 'BQ = A’ diagonale, un produit par blocs

A 0},avecR:{P 0

-1 —
montrer que R™"MR = {O A 0 0

} . N étant semblable a M, ell est aussi diagonalisable.

3. Dans le cas n = 1 on obtient (u ¢

0 b) diagonalisable pour tout ¢ deés que a # b.

III. ALGEBRE BILINEAIRE

Exercice 66: CCP PSI 2019 2021

Soit E un espace vectoriel euclidien et (eq,...,e;) une base orthonormée de E. Soit (uy,...,u,) une

n
famille de vecteurs de E telle que ) lui||* < 1.
i=1

1. Soient Aq,..., A, des réels. Montrez :

2
n n
2
<Y A2 Y il
i=1 i=1

n
Y Ajuj
i=1

2. En déduire que la famille (e; + ), est une base de E.

Q Solution:
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2 " 2
1. En développant, = Y A < > < (2 [Ai] H”z“) en utilisant C.S, puis on utilise C.S ds
1<i,j<n i=1
R"”.
n 2 n n 2
2. SlZA(ui—}-e)anlors Z)\ulf erl Or || L Ajesl| = ZAzethdonne ZA% Y A2 Y [l
i=1 i=1 i=1 i=1

d’out 21 A? =0 compte tenu de l’hypothese

Exercice 67: CCP PSI 2016

Pour P et Q dans R,[X] on pose: ¢(P,Q) = ZP

Montrer qu’il s’agit d"un produit scalaire sur ]Rn [X} et trouver une base orthonormée pour ce produit
scalaire.

Q Solution:

Produit scalaire : facile.
Pour une base orthonormée, penser aux polynomes d’interpolation de Lagrange L; tels que L;(k) = ;.

Exercice 68: CCP PSI 2016 2021
Sur R, [X] on définit I'application ¢ : Z plk (1).

1. Montrer qu’il s’agit d'un produit scalaire sur ]Rn (X].

2. Montrer que l'ensemble E = {P € R,[X] | P(1) =0} est un sous-espace vectoriel de R,[X] et
préciser sa dimension.

3. Calculer d(1,E).

Q Solution:

Corrigé en classe

Exercice 69: CCP PSI 2018

1
a) Montrer que l'application (P, Q) / P(t)Q(t) dt définit un produit scalaire sur R;[X].
J-1

b) Déterminer le projeté orthogonal de 1+ X + X2 sur F = {Q € Ry[X] | Q'(0) = 0}.

Q Solution:

a) cours
b) On remarque déja que F = Vect(1, X?). Deux méthodes possibles :

— On cherche une base orthogonale de F. On choisit e; = 1 et on cherche e; = X2 +a tel que (e1 |ex) =0,
on trouve ¢y = X2 — %

Puis on applique bétement la formule du cours :

14+ X+ X2|e) 2\ 1 8 45

lexpxt) oy Xt Xe) (21 8485 g

p(1+X+X?) Zl: PE e; +3 )39t Ege +

— Deuxiéme méthode : on cherche directement le projeté sous la forme p(1+ X + X?) = aX? + b en écrivant
que le vecteur (1+ X + X?) — p(1+ X + X?) est orthogonal a F c’est-a-dire a 1 et a X2, d’ott deux
équations que l'on résout.

Exercice 70: CCP MP 2001

Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel, et soit v € Z(E) tel que : Vx € E, (x|v(x)) = 0.

Montrer que Kerv = (Imv)*.

Q Solution:
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Pour tout x,y € E, ona (x+ylo(x+y)) = 0 = (x|o(x)) + (y|o(y)) + (x|o(y)) + (y|v(x)), ce qui montre
(x|o(y)) + (y|v(x)) = 0. (v est antisymétrique!)

Soit x € Kerv et y € Imo. Alors y = v(z) et (x|y) = (x|o(z)) = —(v(x)|z) = 0. Ceci montre que
Kerv C (Imo)*t.

Soit x € (Imov)L. Alors Vy € E, (x|o(y)) = 0= —(v(x)|y). Cela montre que v(x) = 0. Donc (Imv)* C Kero.

Exercice 71: ENSAM PSI 2018

1 0 -1 0
. 1{0o 1 0 - . .
a) Donnez le rang de la matrice M = 511 0o 1 o |- Déterminez son noyau et son
0 -1 0 1

b) Diagonalisez M. De quel endomorphisme s’agit-il ?

¢) ) Montrez que A = I + M est inversible que la suite (A™"),cn converge vers une matrice que

d) Déterminez la matrice S de la symétrie orthogonale par rapport a Im M.

image, une base orthogonale du noyau et de I'image, puis montrez que ces deux espaces sont
orthogonaux.

I'on déterminera.

Q Solution:

a) C; =—Cz et Ca =—C4 donc rgM =2 et Im M est engendrée par exemple par C; et C;.
1 0
Le théoreme du rang donne dimKerM = 2; puisque les vecteurs Ej + E3 = (1) et E +E4 = (1)
0 1

appartiennent a Ker M (compte tenu des relations sur les colonnes), ils en forment une base.

b) M symétrique réelle donc diagonalisable. On constate que MC; = Cy et MCp = C;,donc Im M = Ker(M —I)

et M est la projection sur Im M parallelement a Ker M. C’est méme une projection orthogonale.

¢) —1 non valeur propre de M donc I + M inversible.

En notant P la matrice dont les colonnes sont [Cy,Cp, Eq + E3,Ex + E4] et D = diag(1,1,0,0), on a
M = PDP~! donc A= PD'P~! avec D' = I, + D = diag(2,2,1,1) puis

A™" = PD'7"p~! = Pdiag(2™",27",1,1)P"} —, Pdiag(0,0, L,1)P 1 =1-M.
n (o)

d) sp =2pr —1Id donc S =2M — 1.

Exercice 72:
1. Soit A € M, (R). Montrer que Ker/AA = Ker A.
A désigne désormais une matrice de M, (R) telle que A'A ='AA.
2. On suppose qu'il existe p € IN* tel que AP = 0. Montrer que A = 0.
3. On suppose qu'il existe P € R[X] et g € N* tels que P7(A) = 0. Montrer que P(A) = 0.

4. En déduire que A admet un polyndme annulateur dont toutes les racines complexes sont simples.

Q Solution:

a)

b)

)

d)

Ker A C KerfAA est immédiat.
Ensuite, si X € Ker!AA alors {AAX = 0 donc X'AAX = 0 c’est-a-dire ||AX||> = 0 d’out X € Ker A ce qui
donne l'inclusion réciproque.

Soit S = 'AA. Puisque A et 'A commutent on a S7 = (*A)P AP = 0. Donc la seule valeur propre de S est 0;
S étant symétrique réelle est diagonalisable d’ot1 finalement S = 0.
Ainsi fAA =0 donc A = 0 d’apres la lére question.

1l suffit de remarquer que P7(A) = [P(A)]7, que P(A) et 'P(A) = P(*A) commutent puis d’appliquer le
résultat de la question précédente.

Soit IT un polyndme annulateur de A, que 'on écrit IT = k[ [(X — A;)* ot1 les A; sont des complexes

1
distincts. En multipliant IT par un polynéme convenable, ce qui donnera encore un polynéme annulateur de
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A, on obtient un polynéme annulateur de la forme polynéme
i
on conclut que le polynéme [ [(X — A;) est encore annulateur de A.

1

q
TT(x- /\i)} . D’apres la question précédente,

Exercice 73: MINES-PONTS PC 2017

Soient E un espace euclidien et (ey, ..., e,) une base de E. On définit, pour x € E, f(x) = Y (x,¢;)e;.

-

I
—

Montrer que f est un endomorphisme. Est-il injectif ? surjectif ?
Montrer qu’il est symétrique. A quelle condition est-il un projecteur?

Q Solution:

o La linéarité vient de la bilinéarité du produit scalaire. Et f est bien a valeurs dans E...

o Cherchons sonnoyau: Vx € E, f(x) =0 Vi€ [1,n],(x,e;) =0 car (e;) base donc libre
Alors x € Ker(f) & f(x) =0« x € et = {0} : Ker(f) = {0} et f est injective.
Endomorphisme en dimension finie, f est donc aussi surjective (bijective).
o V(r,s) € [Ln]?, (f(er) es) = T {er€;){ei es) qui du fait de la symétrie du produit scalaire vaut aussi
(er, f(es)) = f est symétrique.
e f estun projecteurssi fof = f,ie.ssiVre [1,n], f(f(er)) = fler)
Or f(f(er)) = f(er) & f(er) = e car f est injective.
Ceci étant vrai pour tout r, f est alors ’application identité (qui est bien une projection)
Remarque : On peut aussi voir que si c’est un projecteur, c’est sur Im(f) parallelement & Ker(f)... valant
respectivement E et {0} car f est bijective (ou bien parce que la seule projection bijective est I'identité!)

n ) =0 sii
Mais alors Vr € [1,n], f(er) = Z(er,e,->e,- =e < Vre[ln], {er,ei) S% l =T
i=1 (er,ey =1 sii=r

Donc f est une projection < (e;) est une base orthonormée, et f est alors 'identité.

Exercice 74: MINES-PONTS PSI 2018

On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit u € O(R").
1. Montrez que R" = Ker(u —Id) ® Im(u —Id).

1= . .
2. On note, pour tout n € N*,v;, = - 2 u*. Montrez que la suite (vn) converge et trouvez sa limite.
k=0

Q Solution:

a) Si x € Ker(u —Id) NIm(u —1d), x = u(y) —y et u(x) = x donc u?(y) = 2u(y) —y
puis [ly|* = [*(W)I* = 4lu()I* + lylI* — 4 (u(y) [v)
donc Hu(y)Hz = |lu() |l llyll = (u(y) |y) : cas d’égalité de Cauchy-Schwarz d’ott u(y) = Ay avec A >0 donc
A =1 donc x =0.

Ainsi Ker(u —Id) NIm(u —Id) = {0} et on conclut par le théoreme du rang.
b) Soit x € E ; on écrit en vertu de ce qui précede x = y+z avec u(y) = y et z = u(t) — t. Puisque uf(y) =y

1
pour tout entier k,ona v, (x) = y+vn(z) et v,(z) = a(u”(t) —t) (car (u—Id)o(Id+u+---+u"1) =u"—1d).
Donc ||vx(z)] < - ||t]] puisque u" est une isométrie, donc ngTOO vy(z) = 0 puis ngToo vy (x) =y C'est-a-dire

que (vy) a pour limite la projection orthogonale sur Ker(u —Id) (Im(u —Id) = (Ker(u —Id))* se vérifie
aisément).

Exercice 75:

+oo
Déterminer min / (% + ax? + bx 4 )% ¥ dx.
(a,b,c)eR3J0

Exercice 76: CCP PSI 2016

Soit E un espace vectoriel euclidien et u € E.
Déterminer les réels « tels que l'application x — a (u | x) u — x soit une isométrie de E.
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Q Solution:

On peut supposer u # 0 sinon c’est trivial.

Dans ce cas, écrire la matrice de I’ endomorphisme dans une base orthonormée dont le premier vecteur est ﬁ .

Exercice 77:

Soit E un espace vectoriel euclidien, p et g deux projecteurs orthogonaux de E. Montrer que les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pog=qop

(ii) poq est un projecteur orthogonal.

(iii) p et q possédent une base commune de diagonalisation.

Exercice 78: CENTRALE PSI 2015, MINES-PONTS PSI 2016 2017 2018
Soient p et q deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien E, et u = p + 4.
a) Montrer que le polyndme caractéristique de u est scindé dans R[X].
b) Montrer que Sp(u) C [0;2].

¢) Déterminer Keru et Ker(u —2Id) en fonction de Im p et Img.

Q Solution:

a) p et g sont deux endomorphismes symétriques, donc u aussi. u est donc diagonalisable.

b) On sait que pour un projecteur orthogonal, ||p(x)|| < ||x|| pour tout x donc |Ju(x)|| <2]x] ..
Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé. Alors ||u(x)|| = [[Ax] = |A]|lx]| < 2]
implique |A| <2 puisque x #0
De plus, pour tout x, (p(x)|x) = ||p(x)| 25 0, idem pour g, donc (u(x)|x) >0 d’ou A > 0.

o JJu@)| = l(p+q9) )| < lpx)]] + [|g(x)|| < ||x]| + ||x|| donc si u(x) = 2x il y a égalité dans ces inégalités,
donc ||p(x)|| = ||x||, idem pour g, donc p(x) = x et g(x) = x soit x € Imp NImg. L'inclusion réciproque est
immédiate.

Si p(x) +q(x) = 0 alors (p(x)+gq(x)|x) = 0 et par positivitée, (p(x)|x) = (q(x)|x) = 0 donc
x € Ker p NKer gq. Inclusion réciproque immédiate.

En conclusion, Ker(u —2Id) = ImpNImg et Keru = Ker pNKerg = (Imp)+ N (Imgq)*.

Exercice 79:

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1, et u € GL(E) tel que :
V(iv,y) €eE, <x,y>=0=<u(x),u(y) >=0

Montrer qu’il existe « > 0 tel que : Vx € E, |lu(x)|| = a||x]|| (utiliser une base orthonormée).

Exercice 80: CCP PC 2002, CCP PSI 2014 2015 2021, MINES-PONTS PSI 2021

Soit A € M, (R) telle que A'A ="AA.
On suppose qu'il existe p € IN* tel que A” =0.Onnote S ='A A.
1. Montrer que S = 0.

2. En déduire que A =0.

Q Solution:

S est symétrique, donc diagonalisable. De plus S est nilpotente grace a la commutation de A et 'A. Donc S est
nulle car seule valeur propre 0. Donc trS = Za%j = 0 donc tous les coefficients de A sont nuls, donc A = 0.
ij

Exercice 81: MINES-PONTS PSI 2017 2021

Soient A € M,,(IR) une matrice symétrique et B = A% + A + I,,. Montrez que A est un polyndme en
B.

Q Solution:

Exercices — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 25/30 8 juin 2023



EXERCICES DE REVISIONS — ALGEBRE PSI* 22-23

On diagonalise avec le théoréeme spectral : Q"1 AQ = diag (A;).

Si P est un polyndme quelconque on aura donc Q~'P(B)Q = diag (P (A + A; +1)).

Il suffit donc de trouver un polynéme P tel que P(y;) = A; en posant y; = /\13 +A+1.

Orsiles Ay,...,Ap sont distincts, il en est de méme des iy, ...,y car I'application x — ¥+ x+1 est injective
(faire une étude ultra-rapide); d’apres la théorie des polynémes d’interpolation de Lagrange, il est donc possible
de trouver un polynéme P (de degré < p —1 ) tel que P(y;) = A; pour i € [1;p] donc en fait pour tous les
i € [1;n] (car ceux qui manquent sont égaux a certains précédents) , cqfd.

Exercice 82: CCP PSI 2012, MINES-PONTS PSI 2021

Soit A € Mu(R) et S = 3 (A+!A). On note (A1,...,Ay) le spectre ordonné de S. Si  est une
valeur propre réelle de A, montrez A1 < pu < Ay.

Q Solution:

Soit (X1,...,Xn) une base orthonormee de vecteurs propres de S.

Soit X € M, 1(R) : on écrit X = leX donc SX = Zx iA; X; donc

i=1 i=1
n
XSX = ZA xxg XiX; =Y And
i S~ i=1
g =d;j car bon

donc
MIX[? <IXSX < An Y27 = A X%
i

Puis 'XSX = %(tXAX +IX'AX) = 'XAX (car 'XAX est réel donc égal a sa transposée).

Si p estune valeur propre réelle de A et X un vecteur propre associé, ona AX = uX d’ott FXSX = p||X||? < An | X||?
puis p < Ay puisque X # 0. Idem pour l'autre inégalité.

Exercice 83: CCINP PSI 2021
Soit M € My(R) telle que M # I,, M> = I, et ‘MM = M'M.
1. Montrez M € O, (R).

2. Déterminez toutes ses matrices vérifiant ces hypotheses sur M3(R).

X Solution:
1. Ona (‘MM)3 = I,, avec 'MIM symétrique réelle d’oi1 (classique, on orthodiagonalise) ‘MM = I,

2. M diagonalisable dans C avec Sp-(M) C {1,j, ]2} donc M = I, ou rotation d’angle 2% (revoir la
classification des isométries en dimension 3).

Exercice 84: CENTRALE PC 2006
Soit A € My (R) telle que 'AA = AZ.
1. Montrer que rg(*AA) = rg(A).
1
2. Montrer que R" = Ker(A) ®Im(A).

3. Montrer que A est symétrique.

Q Solution:

1. voir un exo précédent. On en déduit Ker’AA = Ker A (une inclusion + dimensions).
2. Soient X € Ker A et Y € Im A. On écrit Y = AZ puis

(X1Y)=(X|AZ) = ('AX|Z) =0
en vertu du fait que Ker(A) = Ker(*A). Ainsi, la somme est bien orthogonale, et donc directe.

1
De par les dimensions, on a alors E = Ker A@ImA.

1
3. Enfin, on considére une base orthonormée adaptée a Ker A@Im A :
0 0
)
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et de I'égalité A'A = A? on tire BB = B2. Sauf que cette fois-ci, B est inversible, donc en multipliant par B!
a gauche : ‘B = B. Par conséquent, A est symétrique.

Exercice 85: CCINP PSI 2021
Soient U € M,,1(R) et M = 1 -u .
’ u I,
1. Calculez ‘MM. En déduire que M est inversible.

2. Montrez que MM et une matrice orthogonale.

R Solution:
On supposera dans toute la suite U # 0 (sinon c’est terminé).

0 -u

1. M = 1I,,1+A avec A = {U 0

2 [-lul> o

A*{ 0 —wJ'
Or la matrice U'U est symétrique réelle de rang 1; elle admet donc 0 pour valeur propre d’ordre n — 1 et
tr(UU) = HUHZ comme valeurs propres. Les valeurs propres de A2 sont donc —||U||> (double) et 0 (d’ordre
n —1) donc celles de ‘MM sont 1+ ||U]|* et 1.
Puisque 0 n’est pas valeur propre, la matrice ‘MM est inversible et pusique det(MM) = (det M)?, il en est de
méme de M.

2. M—UM{(MM) = (I, 11+ A) " Y(ILiy1 — A)(Lip1 + A) (L1 — A)~! = I, car toutes ces matrices commutent
entre elles (on rappelle que A commute avec toute matrice de la forme P(A) out P polyndme, et que si A
commute avec B inversible, elle commute aussi avec B~ 1).

} € Ay(R) donc 'MM = (L4 — A)(Iypq + A) = I,y — A avec

Exercice 86: CCP MP 2010, PSI 2013, PSI 2016...

On considere l'espace vectoriel R” muni de son produit scalaire usuel noté (.|.). Soit f un
endomorphisme symétrique de R” dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.

1. Montrer que

Vx e R"\ {0}, (f(x) ]| x) >0

2. Soit u un vecteur de R" et ¢ : R"” — R l'application définie par

8(0) =5 {F() [ x) — (u] %)

Montrer que g admet des dérivées partielles selon tout vecteur de IR" et les expliciter.

3. Montrer que ¢ admet un unique point critique noté z.

4. Montrer que g admet un minimum global en z.

X Solution:
1. Soit (e1, ..., en) une base orthonormée de vecteurs propres de f. Pour
X =Xx1e1+ -+ Xney
ona
f(x) = AMxie; + - - -+ Apxpen

avec A; > 0 valeur propre associée au vecteur propre e;.
Ainsi, pour x #0,
{f)lx} = Mt + - o+ Auxi > 0
2. Par opérations, la fonction g est de classe C! donc admet des dérivées partielles relatives a n’importe quelle

base.
Dans la base (e1, ..., en), ses dérivées partielles sont

Dig(x) = Ajx; — u;

en notant uq, ...u, les composantes de u.

3. Il est alors immédiat que g admet un unique point critique qui est

- ooy,
zf)\leljL +/\nen f(u)
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4, Pour h € E,
(w4 F)F () +h) = (ulf () + 1)

NI —

gUf M u)+h) =
donc

1

U7 () + 1) = g(f 71 (W) + 5 (F() 1) > g(F 7 ()

car (f(h)|f~Y(u)) = (h|u) par symétrie.

Exercice 87: CCP PC 2005, MINES-PONTS PSI 2018

On note

y={Me My(R) tq'M =-M}
G ={M€e My(R)tq'M =M et Sp(M) C]0;1[}.

On définit ¢ : M — (I, — M) - (I, + M)~ ! (’est la transformation de Cayley).
1. Montrer que ¢ réalise une bijection de <7, dans %,.

2. Montrer que ¢ réaliste une bijection involutive sur &, c’est-a-dire que ¢ = ¢~ 1.

Q Solution:

1. Toutd’abord, si A € «#,,alors 1 ¢ Sp(A) (démo. classique). On peut donc poser M = ¢(A) = (I— A)(I+A)~ L.
On vérifie alors que (I + A) et (I — A) commutent et donc que ‘M - M = I;, ce qui prouve que ¢(A) € %,.
De plus, I'injectivité de ¢ est a peu prés immédiate (attention, ¢ n’est pas linéaire!).

Montrons la surjectivité de ¢.
Tout d’abord on note que si M € %,, alors M + I,, est inversible donc ¢(M) est bien défini. Notons
A=¢M)= (I, —M)- (I, + M)~!. On a alors
A)=T+M) T I-M)=1T+M ). (1-M1
=M+ M- (I+M Y =M+D)"YM-1).
Or M commute avec (M + I)~! car il commute avec (M + I) (multiplier a gauche et a droite par (I + M)~}
la relation de commutation entre M et (M + I) pour le voir), et I aussi, donc

A=M-D(M+1)"t = -A
On a donc montré que A = ¢(M) € o, Par ailleurs, on tire de la définition de A les égalités suivantes :
AI+M)=1-M
MA+M=1-A
M(I+A)=1-A
M=(I-A)(I+A)"" =¢(A)

Ce qui montre donc la surjectivité de ¢.

1+x°

2. Méme démarche; il faut noter que l'intervalle ]0,1] est stable par x —

Exercice 88: CENTRALE PSI 2016

Soit S, (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles et S,7 7 (R) celui des matrices symétriques
réelles a valeurs propres strictement positives.

1. Enoncer en entier le théoreme spectral.
2. Pour A € S;f " (R) montrer qu'il existe B € S;f T (R) telle que A = B2.

3. Soit M € GL,(R), montrer que ‘MM € S;F T (R).
Montrer alors qu'il existe O orthogonale et S € S;7 7 (R) tel que M = OS.

Q Solution:

Soit S;(R) l'ensemble des matrices symétriques réelles et S,/ " (R) celui des matrices symétriques réelles a
valeurs propres strictement positives.
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1. Théoreme spectral :
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres : il existe
P € Oy(R) et D diagonale telle que D = 'PAP.

2. On utilise le théoréme spectral sur la matrice A, on note également D = diag(Ay,...,A,) avec A; > 0 les
valeurs propres de A.
Posons alors B = PAP!P avec A = diag( /A1, ..., V/Ay) ainsi

B% = PAP!PAP! = PA*'P = PDIP = A

Ce qui prouve l'existence (1'unicité est également vraie mais bien plus difficile a prouver).

3. Soit M € GL,(R).
Posons A = !MM on a de suite A = {(!MM) = ‘MM = A donc A est symétrique et donc diagonalisable
dans R.
Soit A € R une valeur propre de A = MM, il existe X # 0 tel que AX = AX et donc {XAX = A'XX.
On a donc {XMMX = MXX & ||MX||? = A||X||? (pour la norme euclidienne).
On en déduit que A > 0 mais comme M € GL,(R), alors A € GL,(R) et donc A > 0. Finalement
MM € S;f T (R).
1 s’agit de la décomposition polaire d’une matrice de GL,(R) . On a vu que ‘MM € S,/ " (R) donc d’apres le
2. il existe S € S+ (R) telle que S*> = {MM.
Posons alors O = MS™1, on a les relations M = OS mais aussi

‘00 ='s7MMMS ™! ='s71s2s71 = f5ligss~1 = I,
donc O € O, (R). On a ainsi prouvé l’existence d’un couple O orthogonale et S € S,/ (R) tel que M = OS.

(I'unicité est également vraie mais plus difficile a prouver : si M = OS alors ‘MM = S? et on utilise le fait que
toute matrice symétrique définie positive admet une unique racine carrée symétrique définie positive. Voir par
exemple MInes Maths 2 MP 2018 3e question)

Exercice 89: PSI 2016

Soit A € S, (R) dont toutes les valeurs propres sont strictement positives. Soit B € M, ,,(R) de rang
m.

1. Montrer que : VX € M,,1(R), X #0, XAX > 0.

2. Justifier que m < n Que peut-on dire de I'application linéaire u canoniquement associée a B ?

3. Montrer que la matrice par blocs C = [f; g] est inversible. Calculer C~! lorsque m = n.

X Solution:
1. A symétrique réelle donc orthodiagonalisable : il existe D = diag(Ay,...,An) et P orthogonale telles que
A =PDP~! avec P! =P.
Soit X une matrice colonne non nulle. Alors :

XAX = 'XPD'PX = 'YDY

n
avec Y ='PX.Or YDY = ) A;y? d’ott le résultat car les A; sont strictement positifs et le vecteur Y n’est pas
i=1
nul puisque X ne l'est pas et P inversible.
2. u:R™ = R" donc Imu C R"” don rgu < n soit m < n.
Le th. du rang donne m = rgu + dimKer u donc u injective.

3. Notons déja que A est inversible puisque 0 n’en est pas valeur propre.

Soit ();) € Myuimi[R) tel que C ();) = 0. Alors AX+BY =0 et 'BX = 0 d’ott BA~!BY = 0 donc en

multipliant par fY" a gauche et avec les notations précédentes : 'Y'BPD~PBY = 0, soit encore ZD~1Z = 0
1
avec Z = 'PBY. Puisque ZD~1Z = sz?' et que les A; sont > 0 on en déduit Z = 0 puis BY = 0 puis Y =0

1
puisque B injective puis AX = 0 et enfin X = 0.
Finalement Ker C = {0} donc C inversible.
Pour le calcul de I'inverse quand B est carrée donc inversible, faire un produit par blocs...
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Exercice 90: ENSAM PSI 2016
L'espace IR® est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit w un vecteur non nul de R> et
‘. { R} — R
X — WwAX
1. Montrer que f est un endomorphisme et que : Vx,y € R3, (f(x)|y) = — (x| f(y))-
2. Trouver un polynéme annulateur de f. f est-il diagonalisable?

3. Montrer que I’endomorphisme (f — Idgs) o (f + Idgs)~! est bien défini et déterminer ses pro-
priétés géométriques.

Exercice 91: CCP PSI 2016

0 a b
Soit A=|—-a 0 c¢| e M3(R).Onpose B="AA.
-b —c 0

. Montrer que B n’est pas inversible.

. Montrer que B est diagonalisable.

. Montrer que 0 € Sp(B) et que Sp(B) C Ry..

. La matrice A est-elle orthogonale?

. Montrer que A et B commutent.

. Montrer que si A € Sp(A) alors —A € Sp(A).

S U B W N
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