FORMULES DE NEWTON, FONCTION DZETA

Les deux parties de ce probléme sont largement indépendantes; seul sont utilisés dans la partie B les
résultats de A.1 et A.5, qui pourront étre admis, ou démonitrés d’une maniere différente de celle proposée.

PARTIE A :

Soit P € C[X], normalisé, de racines z1,z2,...,r, (distinctes ou non). On note 01,09, ...,0, les

fonctions symétriques élémentaires de ces racines, de sorte que:
n
P=J[(X-2) = X" =01 X" ' 4 0X" 2 = 4 (=1)"0p = Y (=1, X"77
k=1

(o 'on a posé de plus g = 1).
n

Pour tout entier k£ > 1, on note S = Z (J:Z)k, et on pose Sy = n.

=1

1°) Calculer S; et Sy en fonction de o; et o9.

P(X)
S )

n
2°) Montrer que: P'(X) = Z e
k=1

3°) En remarquant que P(X) = P(X) — P(xy), démontrer la relation:

P(X) i
- xn-l-p
X — pgo Ap,k

oapr = » (1) (zx)"To; (2).

j=0
4°) Déduire de (1) et (2), pour tout entier k € [1,n]:
Sp —015,_1+ 095,90 — ...+ (—1)16_10']{,151 + (—l)kkO'k =0

(formules de Newton)

5°) Démontrer, a 'aide de ces formules, les relations:

S3 = (0'1)3 — 30109+ 303 et Sy= (0’1)4 — 4(0’1)20'2 + 40301 + 2(0’2)2 — 4oy

6°) Application: Soient xj,xs,...,r, n nombres complexes vérifiant le systéme:
T + x9 + ... 4+ oz, =0
(1)? + (z2)2 + ... + (m,)? = 0
(@) + (@) + .. 4 (@) = 0
Démontrer que: 1 =x9 =... =z, = 0.

Question subsidiaire : (pour les 5/2 uniquement) Donner une autre démonstration de ce résultat, en

utilisant les systemes de VanDerMonde...

PARTIE B:

+o0
1
On pose, pour tout réel z > 1, {(z) = Z =L (fonction _zeta de Riemann).
k=1
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N

1
Rem. pour les 3/2: Cette somme désigne la limite: Nlim T et on admettra que cette limite existe.
—-+00

Le but de cette partie est de calculer {(z) pour x = 2,4,6,8 (et plus, si vous aimez!)

n désigne un entier naturel non nul. On note P le polynéme de C[X]:
1
P:f X '2n+1_X_-2n+1
=[O 92— (x — i
1°) Exprimer P en fonction des X*. Quel est le degré de P, son coefficient dominant, sa parité?
2°) Déterminer les racines de P. En déduire une factorisation de P dans R[X].

3°) a) Montrer qu'il existe un polynéme @ de degré n tel que: Q(X?) = P(X).
Exprimer ) en fonction des X*.
Factoriser ) en produit de polynoémes de degrés 1 a coefficients réels.

b) Calculer les fonctions symétriques élémentaires o; du polynéme @ en fonction de n,
pour i € {1,2,3,4}.

c) Déduire de A.1 et A.5 les valeurs des sommes :

S i <cot b >2 S ” (cot ko )4
1= y P2 — 3
prt 2n +1 pt 2n+1

" km 6 - km 8
S —kz:l<cot2n+1> ,S4—k1<cot2n+1>

4°) En utilisant ’encadrement (que ’on démontrera) :
Vo €]0,m/2[, cotx < 1/x < 1/sinz,
ainsi que I'égalité: 1 + cot? x = 1/sin? z,

déduire de la question précédente un encadrement de chacune des sommes:

" om+1\? K /2n+ 1\t K21\ K /on+1)\®
S() () 20 ()

k=1 k=1 k=1

5°) En déduire les valeurs de: {(2) , ¢(4) , ¢(6) , ¢(8).
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