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LOCALISATION DES RACINES D’UN POLYNOME

Le but de ce probléeme est d’étudier une méthode permettant de localiser les racines réelles d'un polynéme P
d’une variable réelle.

Le probleme est composé de deux parties indépendantes. La premiere partie est consacrée a I’étude d'une
fonction construite a partir de P appelée fonction d’exclusion, la seconde partie est consacrée a la recherche d'un
réel R strictement positif tel que toutes les racines du polynéme P soient contenues dans 'intervalle [-R,R].

La derniere partie du probleme, non reproduite ici, était consacrée a l'étude d’'un algorithme qui utilise la
fonction d’exclusion présentée dans la premiére partie. Cet algorithme permet de calculer une approximation aussi
fine que l'on veut de toutes les racines réelles du polynéme P.

A - Fonction d’exclusion associée a un polynome

Soient n un entier strictement positif et ag,ay,...,a,, n+1 nombres réels avec a, différentde 0.
On considere le polyndme de degré n défini pour x appartenant a R par P(x) = Z arxk
k=0
Pour k entier strictement positif, on désignera par P%) la dérivée k-ieme de P.
Enfin, on notera Z '’ensemble fini des racines réelles de P que ’on supposera non vide.

A.1 Pour x réel fixé, on considére la fonction polynomiale qui a ¢ réel associe M(x, t) définie par
" PK)(x)
M(x,1)=[P(0) = D |k—,|rk

k=1

Montrer que cette fonction est strictement décroissante sur [0,+o0o[ et en déduire I'existence d'un unique
réel positif pour lequel cette fonction s’annule
Comme ce réel dépend de x, on le notera m(x) et on aura donc M(x, m(x)) =0 soit

Pk)
[P(x)] - Z’ k( N i =0 (1)
k=1

La fonction m de R dans R qui a x associe m(x) est appelée la fonction d’exclusion associée au polynéme
P. La question A.5 donne la propriété caractéristique de cette fonction !.

A.2 Déterminer m(x) lorsque P est le polynéme défini pour tout x réel par
P(x)=x%—1.
A.3 Soit x appartenant a R, montrer que m(x)=0 si et seulement si P(x)=0

A.4 a) Montrer que pour tout x et tout y appartenanta R, on a

()1

|P(y)| > IP(x) - Z' y —xl* =M (x,ly —x]).

b) Soit x tel que P(x) est non nul. Montrer que pour tout y tel que |y —x| < m(x), M (x,|y —x|) >0 et
donc que P(y) est aussi non nul.
A.5 Pour x appartenanta R, on note

d(x,Z)= mi? |x —z| (distancede x a Z).
zE

Montrer en utilisant la question précédente que pour tout x réel

m(x)<d(x,Z).

1. Dans I'énoncé original, la fin de la partie A, nettement plus difficile, était consacrée a I’étude de la continuité et de la dérivabilité de
la fonction m .
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B - Détermination d’'un intervalle de R contenant toutes les racines de P.

Cette partie est consacrée a la recherche d'un réel R strictement positif tel que toutes les racines du polynéme
P soient contenues dans 'intervalle [—R,R].
On note

Xo =max|x|
XEZ

On supposera désormais que a, =1 et queles n réels ay,ay,...,a,—1 ne sont pas tous nuls.

B.1

B.2

B.3

B.4

B.5

B.6

Soit Q la fonction de R dans R qui a x associe
n—1
QU)=x"=_laglx*.
k=0

Montrer I'existence d'un unique réel strictement positif pour lequel cette fonction s’annule
Qx) )

xl’l

(on pourra considérer, pour x > 0, 'application x —

Montrer que si r est un réel strictement positif tel que Q(r) est aussi strictement positif alors on a
Xo<T.

Montrer que

n—1
Xo < max (1,Z|ak|) .
k=0

Montrer également que
n-1

Xo<lan1—11+ Y lax —ar|+aol.
k=1

On pourra utiliser pour cela le polynéme P; défini pour x appartenanta R par P;(x)=(x — 1)P(x).

Montrer enfin que si on suppose que tous les a; pour k variantde 0 a n — 1 sont non nuls, on a

w2l la |610|)

lan—1l”" azl ail

Xo < max (ZIan—ll,Z

On pourra raisonner par I’absurde.

Donner un exemple de polynéme pour lequel la question B.4 donne une meilleure estimation de xo que la
question B.5.

Donner de méme un exemple de polynéme pour lequel la question B.5 donne une meilleure estimation de
Xp que la question B.4 .
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