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CORRIGE DU DS°1 ( le 18/09/2010) I

PARTIE 1 : Etude des polynémes de Newton

1. Chaque N est évidemment de degré k. Etant tous de degrés différents, la famille (Ny)o<x<, est libre.
Etant formée de n+ 1 éléments dans R,[X] de dimension n+ 1, c’en est une base.

La famille (N} )zey étant formée de polynémes de degrés différents, elle est libre.

De plus, pour tout polynéme P € R[X], il existe n € N tel que P € R,[X]. P est donc, d’apres la question précédente,
combinaison linéaire des (Nj)o<r<n, donc la famille (N; ),y est génératrice de R[X].

Ainsi, (N} )rey est une base de R[X].

2. a) Immédiat: VP € R[X], A(P) e R[X] et Y(A,u) € R%, V(P,Q) e R[X]?, A(AP +uQ) = AA(P) +pA(Q)...

b) A, est un endomorphisme de R, [X] : car A, est linéaire (cf. ci-dessus), et, si P est de degré inférieur ou égal
a n, il en est de méme de A(P).

Ona: A(Ny)=0 et, pour k =1, A(N,)=N,_; car:
1 1
AN = E(X+1)(X)...(X—k+2)— EX(X—l)...(X—k+1)

1X...(X—k+2)[(X+1)—(X—k+1)]

Al

-1 X...X-k+2)=N

T k=17 Tkl
0 1 0
0o o0 1 0

On en déduit que la matrice de A, dans la base (N} )o<r<n €St égale a:

0O ... . 0 1
o ... ... 0 O

c¢) Pour n =1, Im(A,) =Vect{A,(N,), 0<k<n}=Vect{N;, 0<k<n—-1}=R,_;[X] .

On en déduit, d’apres le théoréeme du rang : dim(Ker(A,)) = 1. Puisque, facilement, R,[X] C Ker(A,), on en
déduit : Ker(A,) =Ry[X].

d) Si PeR[X], il existe n € N* tel que P € R,,_;[X] =Im(A,). Il existe donc Q € R, [X] tel que P=A,(Q), donc
P=A(Q).
On en déduit : Im(A) =R[X].
Si P € R[X], il existe n € N tel que P € R,[X], donc P € Ker(A) = P € Ker(4,) = Ry[X], dou
Ker(A) € Ry[X]. Linclusion réciproque étant facile, on a donc : Ker(A) = Ry[X]
Autre démonstration possible : si P € Ker(A), on a P(X+ 1) = P(X) d’ou Vn € Z,P(n) = P(0). P coincidant
avec le polynéme constant égal a P(0) pour une infinité de valeurs, il est constant...

3. a) A=p-—Idgpy,ou y est'endomorphisme de R[X] qui a tout polynéme P associe le polynéme ¢(P) = P(X+1)
(il est facile de vérifier que c’est bien un endomorphisme).
Puisque ¢ et Idg[x) commutent, la formule du binéme donne immédiatement :

R PR S
A=;(—1) (l.)d>

et puisque : VP € R[X], Vi €N, ¢!(P)=P(X+1i) (récurrence facile), on en déduit la formule demandée.

b) On a vu que, si P € R [X], A(P) € R;_;[X]. Soit n € N* et P € R,_;[X]. Alors A" !(P) € Ry[X] puis
A"(P)=0. [(A,_1)"=0, i.e A,_; nilpotent; on pouvait aussi le démontrer en remarquant que la matrice de
A,_; dans la base (N )o<r<n_1 st triangulaire supérieure a éléments diagonaux nuls].

Donc, d’apres la formule précédente :
n
i

VPER, [X], AMP)X) =D (-1)" ( )P(X+ i)=0.
i=0
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1 (n
En isolant le terme pour i = 0, on en tire : (—1)"P(X) = —Z(—l)"l(,)P(X+ i) d’ou l'égalité :
i

i=1
n

VPeR, ,[X], P(X)= Z aP(X+1), avec a; = (-1)71(}).

i=1 B —
Montrons maintenant que le n-uplet (a;,a,,...,a,) est unique : s'il existait un autre n-uplet (bq, b,,...,b,)
tel que, pour tout polynéme P € R,_;[X], on ait :

P(X) = Z aP(X+1i) = Z bP(X+ 1)
i=1

i=1

on aurait en particulier :
n

DX+ = Z by (X+ i) !
[ i=1

i=1

Or on montre (cf. feuille d’exercices n® 3) que les polyndémes (X+i)""!, 1 <i < n forment une base de R,_; [X].
On en déduit alors : a; = b; pour tout i € [1,n]. CQFD.

4. a) Pour tous entiers k et [ tels que 0 <k <I,ona: A*(N;)=N,_, : cela découle directement du calcul déja fait
a la question 2.b.

Pour [ < k, on a alors AK(N;) = A*(A/(N)) = ANy =0

n
b) SiPeR,[X], puisque (N} )o<k<n €St une base de R,[X], il existe des réels A, (0 < k < n) telsque P= Z AN .
k=0

Pour [ < n, on a alors, d’aprés le résultat précédent : Al(P) = Z AN, dott AL(P)(0) = Z AN (0).
k=1 k=1
Or Ng(0) =1 et N;(0) = 0 si i > 1, donc I'égalité précédente se réduit a : A!(P)(0)=A;, ce qui donne la

formule demandée. [ Pour ceux qui connaissent leur cours, noter I'analogie avec la démonstration de la formule
de Taylor! |

0 sio<x<k-1

x .
5. a) Un calcul assez simple donne : Ny (x) = (k) sixzk
cf(k—x—1 )
(-1 six <O.
k
b) ()= (i) est immédiat.
(ii))= (ii) Si P(0),P(1),...,P(n) sont des entiers, puisque AX(P)(0) = Z( 1)% ‘( )P(I) pour tout entier k
i=0
d’apres 3.a, on en déduit que les A, = AF(P)(0) sont des entiers pour tout k € [0,n]. Le résultat découle
alors de la formule de Grégory.

(iii))= (i) Le calcul de la question précédente montre que, pour tout k € N et tout x € Z, N;(x) € Z. Donc si
n

P= Z A Ny avec les A, entiers, on aura P(x) € Z pour tout x € Z.
k=0

PARTIE 2 : Etude des polynémes de Bernoulli

1. Puisque, pour n > 1, Im(A,) = R,_;[X], il existe un polynéme P € R,[X] tel que A(P) = A,(P) =nX""!.
1
On peut alors poser : B, =P — f P(t)dt, et on aura bien les deux relations voulues.
0

Sl existait un autre polynéme Q € R[X] vérifiant les deux conditions de ’énoncé, on aurait alors : A(B, —Q) =0

et f (B,(t) —Q(t))dt =. D’out B, — Q € Ker(A) =Ry[X], d’out B, — Q =cste, et la condition sur l'intégrale donne

directement cste = 0 soit B, = Q, d’ott 'unicité.

2. a) D’apres ce qui a été dit ci-dessus, on a B, € R, [X]. De plus, si P € R[X], deg(A(P)) < deg(P) donc la condition
A(B,) = nX""! (pour n > 1) implique deg(B,) = n (et cela reste vrai pour n = 0). En écrivant ensuite (pour
n>1)B, =a,X"+Q avec deg(Q) < n — 1, I'égalité A(B,) = nX""! donne facilement a, = 1. Ainsi, les
B,, sont normalisés (et cela reste vrai pour n = 0).
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b) D’aprés ce qui précéde, il suffit de chercher les polynémes B, B, et By sous la forme : B; = X+a. , B, = X*+BX+y
etc... et le calcul des intégrales permet de trouver :

B,=X— 2 B,=X’ X+1 B, =X 3X2+1X
1= 2 > P2 — 6 > P3 — 2 2
3. a)Pourn>2,ona: B,(X+1)—B,(X)=nX""! dou, pour X = 0, B,(1) = B,(0) (il faut n > 2 pour que
exposant dans X" ! soit supérieur a 1!).
/
b) Posons, pour n =2, C, = —. Alors :
n

A(C) = %[B;(X+ )-B,X)]= %[BH(X+ 1 -B,X)] =(n-1x"?

1
De plus, J C,(t)dt= %[Bn(l) —B,(0)] =0.
0

Ainsi, G, vérifie les mémes hypotheses que B,_;, d’oti, par unicité, C, = B,,_; soit B, =nB,_; pour n > 2, et
un calcul direct montre que cela reste vrai pour n =1.

4. a) Onpose C,(X)=(-1)"B,(1—X).Pourn=>1:
A(C,) = (=D)"[B,(=X) = B,(1 - X)] = (=D)"[-AB)(-X)] = (=1)"[-n(=X)""'] = nX""".
1 1
De plus, f C,(t)dt = (—1)”f B,(u)du =0 (en posant u = 1 —t), d’oti, par unicité de B,, B, =C, pour

0 0
n =1 (et cela reste vrai pour n =0).

1
b) On en déduit que la courbe représentative de B,, est symétrique par rapport a la droite d’équation x = > sin

est pair, et symétrique par rapport au point de coordonnées (%, 0) si n est impair.
. , 1
c) et que, pour tout entier k = 1, By,,; sSannuleen 0, 1 et 3"

5. a) La formule de Taylor (pour les polynomes) donne, puisque B,, est de degré n :

n
1
B,(x +y) = BP0y ()
k=0

Mais B/ =nB,_; pour n > 1, donc, par récurrence, pour k <n , Bg‘) =n(n—1)...(n — k + 1)B,_ soit encore

G n!

n (n—Kk)
En remplacant dans (*), on obtient bien :

B,_y-

V0, y) €R?, By(x+y)= | (Z) B ()y*

k=0

b) e En faisant x = 0 dans la formule précédente, on obtient le résultat demandé.

e ATordre n+1 et pour y =1, la formule précédente donne :
n+1 n
n+1 n+1
RNCEE RN (N LYEES SHEOES 3 (i L1E
k=0 k=0
Puisque B, ,(x+ 1) —B,,1(x) = (n+ 1)x" pour tout n €N, on obtient bien :

> (anr 1)Bk(x) = (n+ Dx"

k=0

. s~ (n+1
e Pour n > 1, et en prenant x =0, on en déduit : Z 3 by=0
k=0
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c) Cette égalité permet de calculer, par un algorithme trés simple, b, lorsqu’on connait les b, pour 0 <k <n-—1,
puisqu’elle s’écrit aussi, apres simplification par (n+ 1)! :

b, i by
nl &kl(n+1-k)

Voila ce que donne Maple :
> restart;

> Db[0] := 1:

> deb := time():

> for i to 700 do

> bl[i] := -factorial(i)*(sum(b[k]/(factorial(k)*factorial(i+1-k)), k =0 .. i-1))
> end do:

>

print(‘temps passé :¢, time()-deb); 1; b[4]; 1; b[6];

‘temps passé :¢, 13.587
-1/30
1/42

by
On peut diviser le temps d’éxécution presque par deux, en calculant plutét les T ; voici le programme

correspondant :
> restart;

> bl[0] :=1: c[0] := 1:

> deb := time():

> for i to 700 do c[i] := -(sum(c[k]/factorial(i+i-k), k =0 .. i-1));
> bl[i] := factorial(i)x*c[i]

> end do:

>

print (‘temps passé :¢, time()-deb); b[4]; b[6];

temps passé :, 8.720
-1/30
1/42

X+j
6. a) Posons, pour n€N* et pe N* : C,(X)=p"~ 1ZB (—]).Alors:
p

AC,) = p {EBH (X+J+1) pf:Bn (XHﬂ

j=0 j=0

(524 )

X X n—1
(les termes se "télescopent") soit A(C,) =p" 1A(B,) (—) =p"in (—) =nxX"1,
p p

De plus :
t+
J C,(t)dt =p" IZJ ]
p=1l rG+1)/p
:p”_lzf B, (u)du
j=0Jj/p
. . t+j
(en ayant effectué les changements de variable u = —=)
p

1 1
soit J C,(t)dt =p"? f B,(w)du=0
0

0
Ainsi, par unicité de B,,, B, =C, pour n > 1 (et cela reste vrai pour n =0).
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e Pour p =2 et X = 0, la formule précédente donne : B,(0) = 2""! (B, (0) + B,(1/2)) d’ou

B 1 =(2'""-1)b
n(i)_( _)n'

ePour p=3etX=0,ona: b,=3"1(b,+B,(1/3)+B,(2/3)).

1 b
puisque n est pair, on a B,(2/3) = B,(1/3) d’oti finalement : | B, (5) = ?"(31_” -1 |
ePour p=2etX=1/2,0ona: B,(1/2) =2""1(B,(1/4) +B,(3/4)).
_ b,(2'-1)

puisque n est pair, on a B,(3/4) =B,(1/4), dou :

()

ePour p=2et X=1/3,0ona: B,(1/3) =2""}(B,(1/6) +B,(2/3)).
1 b,(2" 1 —-1)(3" 1 -1)
= () -

(23
e B,, admet sur lintervalle[0, 1] exactement deux racines a,, et 3,, qui vérifient

2Tl

puisque n est pair, on a B,(1/3) =B,(2/3), d’out :

Soit la propriété 5%,, pour n € N* :

1
O0<a,< 3 <B,<1
1
{ e lesseules racines de B,,,; dans [0,1] sont 0, > etl

1
e le signe de B, sur ]O0, E[ est celui de (—1)" 1.

e b,, est non nul et est du signe de (—1)"*

Démontrons cette propriété par récurrence sur n :
e Pour n =1, C’est facile (reprendre les valeurs trouvées de B, et Bs, et faire les calculs, simples).

e Supposons ¢, vérifiée a un ordre n = 1, et démontrons 4, .

1
En supposant par exemple n impair, on a le tableau de variations suivant, le signe de B, ; sur ]E’ 1[ se dé-

1
duisant de celui sur ]0, 5[ a l'aide de la relation vue en 4.a, et en utilisant le fait que B, ., = (2n+2)By, 1 :

x 0 1/2 1
Bont1 + -
Bonrz | bansa /7 Bopya(1/2) N\ boppo

De plus, B,,,; ne sannulant qu'en 0, 1/2 et 1, B,,., est strictement monotone sur chacun des deux inter-

valles. D’apres la relation trouvée en 5.a, By, 5= (2721 — 1)b,,,, donc est de signe différent de by,

(et ne peut étre nul,car sinon, b,,,, le serait aussi alors que B,,,; est strictement croissante sur ]0,1/2[).
Ainsi, dans le tableau ci-dessus, on a b,,,, <0 et By, » (5 > 0.

Le théoreme appelé ordinairement "théoréme de bijection" prouve que B,,,, admet sur [0, 1] exactement deux
racines o, et .41, tellesque 0 < a1 < > <PBpp1 <1.

On en déduit alors le signe de B, ,, puis le tableau suivant, compte tenu de la relation

B2n+3 - (2n + B)BIZTH-Z :

X 0 Oy 1 /2 ﬁn—o—l 1
Bonz | — 0 + o -
B2n+3 \ /' \.

La encore, sur chaque intervalle, B,,, 5 est strictement monotone. Le tableau ci-dessous prouve donc que B,, 3
ne peut s'annuler qu’en 0,1/2 et 1, et que, de plus, elle est négative sur ]0,1/2[.

Cela établit donc le résultat a 'ordre n+1.
(Rem : la démonstration dans le cas n pair est similaire : seuls les signes et les sens de variation sont changés).
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e Enfin, on a a, +p, =1, d’apres la relation B,,(1 —a,) =B,,(a,).

1 1
Les calculs faits en 6.b montrent que B, (E) et B, (4_}) sont de signes contraires (signe qui dépend de celui
de b,), pour n pair.

1 1
Les tableaux de variations ci-dessus donnent donc directement : 3 <a,< 2

Les tableaux de variations ci-dessus montrent que |B2n

ne peut atteindre son maximum sur [0,1] qu'en 0 ou

1/2. Or, d’apres le calcul fait en 6.b, B2n(x)| < byl

1
B, (E) ‘ < |by,|. Dong, pour tout x € [0,1],

La encore, les tableaux de variations ci-dessus montrent que B2n+1} ne peut atteindre son maximum qu’en a,,

ou 3, (puisque ses valeurs en 0, 1/2 et 1 sont nulles). Or a,+f, =1, donc }BZnH(an) = }BZ,IH([SH) d’apres
la relation vue en 4.a.

Donc, pour tout x € [0,1],

B2n+1(x)) < )B2n+1(an)| .

1l s’agit ici d’appliquer l'inégalité des accroissements finis : si f € ¢*([a, b],R)
et si M =sup{|f'(x)|, x € [a, b]}, alors |f(b) —f(a)} <M|b—a].

/

e Puisque B, ;, =(2n+1)B,,, compte tenu de la majoration obtenue précédemment pour |B,,[, ona:
[Bans1(ctn) = Bosa (Bo)| < (20 + Dty = Byl[bs]
. o o . 2n+1
Mais By, 1 (B,) = —Bynyq(a,), donc I'inégalité ci-dessus implique, puisque |a,—f,| <1 : |B2n+1(an)| < 5 |b2n)

e Puisque B, +2 = (2n+2)By,, et compte tenu de la majoration obtenue précédemment pour [By, 4],

ona:
1
)an+2(1/2) - B2n+2(0)| S E(Zn + 2)}B2n+l(an)

Mais le calcul fait en 6.b donne B,,,,(1/2) = (272! — 1)b,,,,, donc I'inégalité ci-dessus implique :

1 1
n+1 (1 - 22n+1) )bzn"'z} S }an"'l(a”)

PARTIE 3 : Séries de Riemann et nombres de Bernoulli

Note pour les 5/2 : cette partie revient a trouver le développement en série de Fourier des B,, prolongées correctement sur R,

a partir de leur valeur sur [0, 1], pour devenir 1-périodiques et paires ...

1. La formule proposée peut se démontrer par récurrence sur N, mais un calcul direct (qu’il faut absolument savoir
faire!) est possible :

N

k=1

N
d’oli on déduit : 1+ ZZCOS(2kﬂt) =
k=1

N ) 1= eZiN’r[t
E cos(2kmt) = Re E e2ikmt | — gge (ez”‘tm)
—e

k=1
(somme des termes d’une suite géométrique de raison # 1, car t €]0,1[)

iNTt (,—iNTt iNTt
N (e — N
= Re (ez”" )

eint (efint _ eint)

. (i(NH)msin(N'rtt) cos((N+ 1)mt)sin(Nt)
=%e (e =

sin(mt) sin(mt)
_ sin((2N + 1)mt) — sin(mt)

2sin(mtt)

sin ((2N+ 1) mt)
sin(rtt)

2. On supposera n > 1. (ily a un problémeen t =1 pour n=1).
D’aprés la question I1.4.a, on a ,(1 — t) = %y, (t) (selon la parité de n), donc il suffit de montrer que ¢, se
prolonge en une fonction de classe 6! sur [0,1].
On utilisera pour cela le célébre théoréme de prolongement des fonctions de classe 6! (y, étant déja de classe 6*
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sur ]0,1[ d’apres les théorémes usuels) :

. ez . Bn(t)_Bn(O)
e Tout d’abord, ¢, est prolongeable par continuité en O : en effet, llng) -
t—!

t

=B/ (0) =nB,_,(0) existe,

1
t lim — = —, dou lim t) existe.

t—osin(mt) m’ t—>OLPn( )
Notons encore ¢, la fonction ainsi prolongée, continue sur [0,1[.

e Il reste a démontrer que 1in(1) ¢, (t) existe. Or, pour t €]0,1[, le calcul donne :
t—

B/ (t)sin(mnt) — [B,(t) — B,(0)]mcos(mt)
(sin(mt))2 ’

Un développement limité donne alors :

@ ()=

t2

[B/(0)+ tB/(0) + o(t)][mt +o(t*)] — [¢B,(0) + SB(0) + o(t)][m+ o(t)]
m2t2 4 o(t*)

@, (0)=
En utilisant B = nB,_; et B/ =n(n—1)B,_,, cela permet de trouver :

oy n(n—1)By, »(0)
%Er(l)npn(t) = om CQFD.
3. 1l s’agit ici du fameux lemme de Lebesgue (Rem : le résultat reste valable si l'on suppose seulement f continue par

morceaux, mais la démonstration est plus difficile, voir un prochain cours...)

Une simple intégration par parties (puisque 'on suppose f de classe ¢') donne, pour x # O :

1 _ 1 1
f f(t)sin(xt)dt = {—1f(t)cos(xt)] + 1 J f/(t)cos(xt)dt
0 X o XJo

Or:
1 (! 1 (! 1
—f f(t)cos(xt)dt| < —J If ()]l cos(xt)|dt < —M,
x Jo x| Jo |x|
ou M; = sup{|f’(t)|, t €[0,1]} (qui existe car f’ est continue sur un segment)
donc :
1!
lim — J f'(t)cos(xt)dt =0 (a)
X—00 X 0
De plus, en utilisant I'inégalité triangulaire :
-1 o-1 2M,
—f()cos(xt) | |=|— [f(Dcosx —f(0)]| < —
X 0 X |x|

ou My, = sup{|f(¢t)|, t €[0,1]} (qui existe car f est continue sur un segment)
donc :

_ 1
lim [—1f(t)cos(xt)] =0 (b)
X—00 X 0
De (a) et (b), on en déduit : )
xl—i>1:rb—looj f(t)sin(xt)dt =0
0

4. e Pour k et n entiers strictement positifs, on définit :

1
Lx= f B, (t)cos(2kmt)dt
0

Pour n = 2, une double intégration par parties donne :

1
Ik =J B, (t)cos(2kmt)dt
0

= [—B (t)w]l—i—i 1B'(t)sin(2k'rtt)dt
" 2km o 2km ), "

— o+ L (|:B/ (t)COS(Zk’JT.t)j| ! _ 1 fl B”(t)COS(Zk’TEt)dt)
2km n 2km o 2km ), "
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Or B/ =nB,_; donc B/ (1) =B, (0) pour n > 2, puis B/ = n(n—1)B,_, donc il reste :

—n(n— 1)I
(2km)> "2k

In,k -

e On calcule alors :

1
1
L= J (t— E)cos(zknt)dt =0
0

(on peut faire une intégration par parties, ou, plus astucieusement, faire le changement de variable t = 1 —u qui
amene a Iy, = —1I; ;).

Par une récurrence immédiate, on en déduit alors : I, , =0 pour n impair.

e On calcule ensuite :

1
2
L= | (t*—t+1/6)cos(2knt)dt = ——
ok L( [6)cos(2knt)de = s
(intégrer deux fois par parties, par exemple)
. - . . (="' (2n)!
et la relation précédente permet alors d’obtenir par récurrence : | I, = —————
: (2km)?n
5. Il suffit de remplacer par tout ce qui a été trouvé avant :
1 1 .
By (t) — by ] sin((2N 4+ 1)t
Qo SN ((2N+1)Ttt) dt = [Ban (1) zm] (« )mt)
0 0 sin(mt)
1 N
= J [By(t) — bopy] l1+22cos(2kﬂt):| dt
0 k=1

1
=J By, (£)dt — b2m+22f B, (t) cos(2kmt)dt
0

N
= 2212m,k - b2m =
k=1

(-D"'(2m)!
22 (Zk )Zm _b2m

1 1

cos(2kmt)dt et f B,,,(t)dt étant nulles).

(les intégrales meJ
0

0
(_1)m71 ,n.'2m22m71

(2m)!

N1
Tom =
kzlkm

6. De I'égalité précédente, on déduit :

1
(me + f Qg sin (2N + 1)mt) dt) :
0

1
1
Puisque : lim Pom sin ((2N+1)mtt) dt existe et est égale & 0 d’aprés II1.3, on en déduit que lim Z —— existe
N—oo 0 N—+00 — k2m

et que cette limite est égale a :

+00 1 2m22m—1
_ - (_1ym—-1
En particulier, puisque by = ., by = —, b = —, by = — et by = 1 d les résul
n particulier, puisque b, = =, by = —, by = —, bg = — et = —, cela permet de trouver les résultats
p puisq 2T g 4T g P T 4p0 U8 30 10 = 66 p
célébrissimes :
+00 2 +00 4 +00 6 +00 8 +0o 10
1 8 1 I 1 T 1 T 1 T
2P=F T 00 2k~ oas ¢ 2uk ~ 5450 * 2u k0~ 9355 |
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
+00 +00 2
1 1 T
7. ) Cestimmédiat: ) |50 <D 5= <2.
k=1 k=1
b
La majoration : Do < 5>~ découle alors directement de cette inégalité et de la relation trouvée en IIL.6.
2am)! = (4n2)m

b) L'encadrement judicieux" dont parle I'énoncé est plus connu sous le nom de
comparaison série-intégrale.
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k
1 dt
Puisque la fonction t — o décroit sur ]1,+o0[, ona, pour k> 2 : an < L Pt
-1
N Ydr 1-NT2mi
D’ol1, en sommant : E == < B —
m t2m 2m—1
k=2 1

, dou ensuite : lim S,, =1.
2m—1 m—-+00

De l'égalité trouvée en II1.6, on en déduit 'équivalent de b,,, quand m — 400 :

(—1™'(2m)!
bzm ~ ,TEZm 22m—1

En faisant tendre N vers +o00, on obtient : 1 <S,,, <1+

PARTIE 4 : Formule sommatoire d’Euler Mac-Laurin

Y B 1
f TR0, ([f (OB(0]) - f f (t)Bz(t)dt)
1
=3 (f/(l)Bz(l) — f'(0)B,(0) — [f(f)B’z(f)](l) +L f(f)B'z/(f)df) .
Or B,(0) =B,(1) = b,, By(t) =2t — 1 et B;(t) = 2 donc on trouve :

S +£(0)
2

1
+Ry |, puisque R0=J f(t)de.
0

b2 / /
= 20 () - £ O] -

e Puis, pour tout entier k > 1 :

@D (B, (1)

R... =
S (2k +2)!

dt

1 1
= m ([f(2k+l)(t)B2k+2(t):|(1) _L f(2k+1)(t)B/2k+2(t)dt)
1
T (2k+2) (bmz[f CED) — O] - (2K +2) L f<2k+1>(t)32k+1(t>dt)

__bakr ook gy _ prin gy D2kn @1y £ (2K
_(zk+2)![f (1) - F#Y(0)] —(2k+1)![f (1) — F@9(0)] +R,

(en ayant intégré une nouvelle fois par parties la 2éme intégrale).

b
Mais, pour k = 1, by, =0 d’oti finalement : | Ry q = ﬁ[f@k“)(l) — fEHDO)] 4Ry, |

2. La formule : J f(t)de —f(0)+f(1) —Z(z f(ZJ V(1) - f@- 1)(0)1 +R,

est vraie pour n = 1 d’aprés le premier calcul fait dans la question précédente, et elle se démontre ensuite facilement
par récurrence sur n en utilisant le deuxiéme calcul.

L FCN (0B, (t
3. 1l suffit de majorer l'intégrale : |R,| = ]M dr

0 2n)!

(2n) tIIB t 1 M b

< M dt < b2l dt, en utilisant II.7.a, puis en utilisant III.7.a
0 (2n)! o (2n)!
. . 4M
et on obtient bien : | |R,| < ——— |
(4m?)"

4. Applications : (il fallait ici supposer a # 0, petit oubli d’énoncé)

a) Pour f(t)= ef” , la formule sommatoire d’Euler- Mac-Laurin s’écrit, pour tout n € N* (puisque f est de classe
€™ etque fO()=d f(t)):
by; e’ -1

! 1+e* & 1
at dt = _ 2j—1 ed — 2j71 4R t at dt =
J 2(2])'[a ] . € ) e .
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L, by . 1+e* 1—e
, 2] 2j-1r.a
d’ou : a? et —1] = + +R
;(21)! [ ] 2 a n
by . a4+1 R,
. 2 o9 _ ae” + n
uis : a”’ == -1+ *).
P ;(Zj)! 2e1—1 a1 ¥
Or: |R,| < ———, avecici M= sup |a®"e™|=|a]|*"el.
T (4m)n t€[0,1]

Puisque |a| < 21, on a
que |a] any

bien :

ae’+1 A b2k
=1+ a
2.0

2et—1 (2

b) En appliquant le résultat précédent avec a = 2ix avec x €] — T, [, on obtient, apres calculs :

+00 . 22k
xcotx =1+ E (=1)byp—==x
Pt (2k)!

2k

Par troncature, on retrouve ainsi, par exemple, le développement limité (bien connu) :

1 1 4 2 6 1 8 _ 2 x10+0(x12)

xcotx =1—=x? — —x*— —x%— ——x
3 45 945 4725 93555

PSI* 10-11

2
al . . e el .
<1 dot lim R, =0, d’ot, en passant a la limite dans I’égalité (*), on obtient
n—oo

FIN

17 septembre 2010

Problémes — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 10/10



