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CORRIGE : LOCALISATION DES RACINES D’UN POLYNOME (extrait de ENS, PC, 2009)

A - Fonction d’exclusion associée a un polynéme

" [P(K)(x)
A1 x€R estfixé. M(x, £) = |P(x)| —Z%tk
k=1 '

P est un polynome de degré n, P(") est donc un polyndme constant égal a a, n!.
La fonction F: ¢ — M(x, t) est une fonction polynéme de degré n, de coefficient dominant —|a,|.
|p(k)( x){

= tF=1.Si t > 0, F(t) < —nla,|t"! < 0, donc F est strictement

Sa dérivée est F' : t
k=1
décroissante sur [0,+00].

La fonction F est continue, strictement monotone sur I'intervalle I = [0, +00[ donc réalise une bijection de
I sur F(I).
Mais F(t)+~ —|la,|t™ et donc tlilll F(t)=—00. De plus F(0)=|P(x)| = 0.
(0.¢] —1T00
0 € F(I) et posseéde donc un antécédent unique par F, c’est m(x).
A2 P(x)=x2—1.M(x,t)=|x>—1|—2x|t —t?2 =— ((t +|x]|)? = |x]> = [x*> —1]).
L'unique racine positive est m(x)=—|x|+ v/ x>+ x> —1].
A.3 La fonction r — M(x, t) est strictement décroissante sur R* et s’annule de maniére unique en ¢ = m(x).
Doncpour t 20, t =m(x) = M(x,t)=0.
Or M(x,0)=|P(x)|. Donc m(x)=0<|P(x)|=0<P(x)=0

A.4 Soit x,y deuxréels. Appliquons la formule de Taylor pour le polynéme P entre x et y :

npk)(x (k)
po)=3 T ) e P =Py - Z ” (v —x)*.

— k!

On a, d’apres l’inegahte triangulaire,
|P( (x)l = |PR)(x)
[P()| < P(y)] +Z > [P(x) —kZ %ly =l =M (x,ly - x]).
=1

Si P(x)#0,le reel m(x) est strictement positif. Vu la stricte décroissance sur R* de la fonction t — M(x, t)
la condition |y — x| < m(x) implique M(x, |y —x|)>0.

—x|k d’ou

Linégalité précédente permet alors de conclure que |P(y)| > 0 et en particulier P(y)#0.

A.5 Soit x € R avec P(x)# 0. D’apres la question précédente, I'intervalle ]x — m(x), x + m(x)[ ne contient pas
de racine de P. Donc d(x,Z) = m(x).

Si P(x)=0, m(x)=0et x€Z donc d(x,Z)=0.Dans tous les cas : m(x)<d(x,Z).

B - Détermination d’'un intervalle de R contenant toutes les racines de P

n—1
B.1 Q(x)=x" —Zlak|xk.

k=0

n—1
Pour x #0, Q(x)=x" (1 —Zlaklxk_”) =x"F(x).
k=0

La fonction F est dérivable sur RY , de dérivée strictement positive car I'un au moins des ay est non nul.

lim F(x)=—o0 et hm F(x)=1. F réalise une bijection de R* dans | —o0, 1[.
x—0F

Il existe donc un unique ry > 0 tel que F(rp) =0. Or pour x # 0, Q(x) =0 <> F(x)=0 d’olu 1y est 'unique
réel strictement positif pour lequel Q s’annule.
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B.2 Si xp =0, toutes les égalités a démontrer sont vérifiées. On supposera donc dans la suite xo > 0.
Il existe un élément x; € Z tel que x¢ = |x;|. Mais P(x;)=0 donc

n—1 n—1 n—1 n—1
x{l:—Zakxfélin”:xg: Zakxf SZIakllxilk $Z|ak|xé‘.
k=1 k=1 k=0 k=0

On obtient Q(x¢) <0, d’ou F(x¢) <0 etdonc xo < 1p.
Si r > 0 vérifie, Q(r) > 0 alors F(r) > 0 et d’apres les variations de F, r > ry.
Donc en résumé si r > 0 vérifie Q(r) >0 alorsona xg <.

B.3 — oubien xy <1 etl'inégalité demandée est vraie
— oubien x> 1 et pour tout k avec 0< k<n—1, xf <xJ™'.

n—1
Linégalité de B.2 donne : x§ < (Z Iakl) x(’f‘l .
k=0
n—1
Comme xo>0ona: x0$2|ak|.
k=0

n—1
On a donc toujours : xp < max (1, Iakl).
k=0

B.4 Si P(x)=0, P;(x)=(x—1)P(x)=0.

n
En développant on obtient : P;(x)= x4 Z(ak_l - ak)xk —ag.
k=1
Soit alors Z; 'ensemble des racines de P;. Z; =ZU{1}.

Notons x,=sup|x|. Ona: xo < x; et x; > 1.En appliquant le résultat de la question précédente a x; et P;

X€Z;
on obtient :
n—1
X0 <X < |an—l—1|+Z|ﬂk—ak—l|+|a0|~
k=1
) an-2 a ao
B.5 Supposons par I'absurde que x¢ > 2|a;—_1|, xo > 2m yeeny X0 > 2|—| et xo > |—|
|a@n—1] |a| lai|
2 n—1 n
Xo %o %o 0
Onaalors: |a,-1| < ?,Ian_gl < ?,...,Iaﬂ < F'laOl < on 1"
n—1 n n n
X X
iq e 1 k 0 0
Mais : x) <Z|ak|x0 < (Z Py + 2n—1) .
k=0 k=1
1 [~ 1 (2n—1
Comme x>0, 1< — 22 +2|=— —1+2|=1.
2n | & 2n \ 2-1
Contradiction. Donc x( est inférieur a au moins I'un des réels utilisés plus haut et :
|an—2| lai| |aol
xoSmaX(2|an_1|,2n—,..., T T
|an-1l laz|" |ai|
B.6 — P(x)=1+x+x?+x3 (P posséde bien une racine réelle puisqu'il est de degré impair)

Par B.4, xo <1 etpar B.5 xp<2.

— P(x)=x3+2x%+x+2.ParB.4, xo <5 et par B.5 xo<4.
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