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CORRIGE DU DM N°6 : EXERCICES SUR LES POLYNOMES I

| EXERCICE 1 : Polynmes de Hilbert. ]

0 si0Sk<n-—1

k .
1. Par un calcul direct : H,(k) = (n) sik=n

(—1)“(”‘,’j‘1) Sik <0,

Cela montre que H, (k) est bien un nombre entier.

On remarque que k- (k+1):--(k+n—1) =n!H,(k+n—1). Ce produit est donc bien un multiple de n!.

2. Soit A € R vérifiant la propriété donnée. Soit n = degA.
Notons Ly, ...,L, les polyndmes élémentaires de Lagrange associés a la suite (0,1,...,n), c'est-a-dire vérifiant :

V@i, ) € [0,n]* , L,(j) =5;;.

On sait les écrire (je ne rappelle pas les formules, cf. cours) et, par construction, ils sont a coefficients dans Q.
n

Or,ona A= ZA(k)Lk, donc A € Q[X].

k=0

3. Non, voir par exemple les polynomes H,, .

4. - On a clairement (a) = (b) et (a) = (c).
— Si P est combinaison linéaire a coefficients entiers de Hy,...,H,, alors la premiere question montre que
P(Z) Cc Z, donc (d) = (a).
— Montrons (b) = (d) :
La famille Hy,...,H, étant échelonnée en degrés, c’est une base de R,[X], donc il existe des réels A, tels
que P = Z AHp .
k=0
On a P(0) = A, € Z. Ensuite, puisque P(1) = A Hy(1) + A;H;(1) = AHy(1) + A, est dans Z, on en déduit
que A, est dans Z aussi. Et ainsi de suite, par récurrence, tous les A; sont entiers.
— Enfin, montrons (¢) = (a) :
Supposons la propriété (c) vérifiée pour un certain k, et posons Q(X) = P(X + k). Alors Q vérifie Q(j) € Z
pour tout j € [0,n]. Il vérifie donc la propriété (b), donc aussi la propriété (a) d’apres ce qui précéde. Donc
Q(Z) Cc Z, dot P(Z) C Z.
EXERCICE 2 : Polynémes de Tchebychev de 1ére espéce. ’
1. a) cos(nf) = Re (") = Re ((e®)") = Re ((cos O +isinO)") = e (Z (Z)ik(sin 8)*(cos 9)”")

b)

k=0
|3]

dott : cos(nd) = § " )ik (sin 6 (cos ) = > ") (=1)*(sin? 0)*(cos 0)" %
= (k) £ (2k)
pair

5]
et finalement, cos(nf) = T,(cos0) avec | T,(X) = Z (;k)(—l)k(l —X2)kx"=2k | "qui est bien un polynome.

Cela prouve l'existence demandée.

Supposons qu’il existe deux polynémes T, et S, vérifiant V0 € R, T,(cos6) = cos(nf) = S,(cos ). Alors,
pour tout x € [—1,1] on aura T,(x) = S,(x) soit (T,—S,)(x) =0.
Le polynoéme T, —S,, ayant une infinité de racines est le polyndéme nul, donc T, = S, ce qui prouve l'unicité.
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¢) Pour tout 6 € R, on a cos((n+2)0)+cos(nB) =2cos(6)cos((n+1)6 (on utilise la formule de trigonométrie

+ p—
bien connue cos(p) + cos(q) = 2cos(p 2 q)cos(%)).

Donc T,,,(cos6)+ T,(cos®) =2cosOT, ;(cosB) pour tout 8 réel, d’ots, pour tout x € [—1,1],

Tn+2(x) + Tn(x) = ZXTH+1(X) .

Cette égalité entre fonctions polyndmes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en déduit I'égalité des
polyn6émes , soit ‘ T (X) = 2XT,,; (X) — T,(X). ‘

d) T,=1, T, =X, et la formule de récurrence précédente donne T, = 2X? — 1 puis T; = 4X> — 3X.
La relation de récurrence précédente permet alors de démontrer facilement par récurrence sur n la propriété :

T, est de degré n
#, : { son coefficient dominant est 2" ! sin>1
sa parité est celle de n

(on démontre les trois propriétés en méme temps dans une seule récurrence, il serait maladroit de faire trois
récurrences séparées!).

k
e) Pourn=1: T,(cosb)=0&=cos(nb)=0<=3TkeZ, 6= 2£+—ﬁ.
n n
k
Or, pour k € [0,n—1], les nombres zi + L dont n réels distincts de l'intervalle ]0, t[. La fonction cos
n n

k
étant une bijection de ]0, n[ sur ]—1,1[, on en déduit que les nombres cos (2£ + —ﬂ), pour k € [0,n—1]
n o n

. . n  km
sont n réels distincts tels que T, | cos on +—]]=0.
n o n

Il s’agit donc de n racines distinctes de T, . Celui-ci étant de degré n, ce sont exactement les n racines de T, .

La décomposition de T, en produit de facteurs irréductibles de R[X] s’écrit alors directement (pour n = 1) :

n—1
_ on—1 T km
Tn—2 | |(X—COS(Z+7))

k=0

2. 1l est facile de vérifier, pour tout n € N et tout x € R, la relation :
ch((n+ 2)x) + ch(nx) = 2ch(x)ch((n + 1)x)

ce qui permet, compte tenu de la relation de récurrence sur les T,, démontrée auparavant, de démontrer par

récurrence sur n la relation‘ T,(chx) = ch(nx). ‘

3. a) Pour tout x € R, on a T,(cosx) = cos(nx) d’ou, en dérivant
—sinxT/(cos x) = —nsin(nx)
puis en dérivant de nouveau :
(1 —cos? x)T/(cos x) — cos xT/(cos x) + n*T”(cos x) = 0

Ainsi, pour tout y € [-1,1], (1—y)T/(y)—yT/(y) +n*T,(y) = 0.
Légalité entre ces deux fonctions polynémes étant vraie pour une infinité de valeurs, on en déduit I'égalité
des polynémes , soit| (1 —X*)T” —XT/ +n’T, = 0.

n n n
b) En posant T, = Zaka (avec a, =2"'), onaalors T/ = Z kX et T/ = Z k(k —1)a X2, d’on, en
k=0 k=1 k=2
remplacant dans la relation précédente :

(1-X3) Z k(k —1)a, X2 — Z ka Xk +n? Z aXk=0
k=2 k=1 k=0
Z k(k —1)a, X2 — Z k(k —1)a, Xk — Z kag Xk +n? Z @ Xk =0
k=2 k=2 k=T k=0
k=0 k=0
D k(k—Da X2 = > [k(k— 1)+ k—n?Ja x5 =0
k=2 k=0

n—2 n
D 4+ 2)(k + Dag Xk = > (k2 —n?)a X =0
k=0 k=0
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a = 0

n—1
On en déduit : (k+1)(k+2)
ag = —————q;,, pourks<n—2
k2 —n2
Donc :
e Tous les coefficients de la forme a,_,,,,) sont nuls (ce qui est normal, compte tenu de la parité de T,,).
(n—2p+2)(n—2p+1)

4p(n—p

e Pourpe[L[2]], ayop =

p la superbe formule :

n (=1)’n(n—p—1)! -1
€|L]3 = =2"".
veln|3]l » awsp 2opln—2p)! a, aveca,

dn_op42 Ce qui permet d’obtenir, par récurrence sur

\ EXERCICE 3 : Calcul de £(2). \

1. sin(pa) = gm(eP*) = .gm ((cos o +isin a)P)

=.9m (i (i)ik(sin a)(cos a)Pk) =.9m i (i)ik(sin o) (cos a)P7*

k=0
k impair

L5 ]

Z (—1)1(2 P—)i— 1)(sin ) (cosa)P"¥71 (en ayant posé k =2j+1)
= J

j=0

=
|

d’ot, en divisant par sin” a (qui est non nul par hypothese) :
el

sin(pa) ( p ) —2i1
- —1y ta )P~
sin® a ;:( ) 2j+1 (cota)

TU
)
un seul a € ]O, %] tel que x = cot? a. Léquation proposée équivaut donc, compte tenu du calcul précédent, a :
sin ((Zn + 1)0.) =0,dot a= kn ,

2n+1
Or, lorsque k décrit [1,n], les n réels cot? (%) sont distincts et sont solutions de '’équation proposée. Celle-ci
étant de degré n, c’en sont donc exactement les solutions.
2n+1
( 3 ) 2n(2n—1)

D’apres le cours, la somme des racines de 'équation est égale a ﬁ, cest-a-dire a — e On a donc

2. Soit x € R, . La fonction cot réalisant une bijection strictement décroissante de ]O ] sur R, il existe un et

keZ

1
obtenu la formule :

R 2( km )_ 2n(2n—1)
cot = .
2n+1 6

k=1

3. Des relations proposées (faciles a vérifier), il résulte, pour a € ]O, %] :

1 9 1
— —1<cotas —-
a2 a2

. S km . . . s
On applique alors ces inégalités pour o = Tl puis on somme, en tenant compte de la relation démontrée a
n

la question précédente :
2n+1)2 < 1 c2n(2n—1) _ 2n+1 <1

——nx x T
knz &k 6 kn? &k

ce qui donne l'inégalité de I'’énoncé.

,EZ

4. Le théoreéme des gendarmes prouve alors I'existence de {(2) et :| {(2) = i
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EXERCICE 4 : Polynoémes de Bernoulli et quelques applications. ’

n

1. a) Si P est nul, on a nécessairement Q = 1. Sinon, soit n le degréde P : P = Zakxk.

k=0
1

La relation Q" = P équivaut a Q = Z P 1X"Jrl + ¢ ol c est une constante. La relation f Q(x)dx =0
0

donne alors ¢ =— E

k 1 , ce qui prouve l’existence et 'unicité du polynéme Q.

b) Les B, sont donc construits par récurrence en utilisant le résultat précédent.

1 1
¢) - Larelation B; =1 donne B; =X+c¢ etl’onaf (x+c)dx=0 d’oﬁc:—E.Onadonc B1:X—§-

1 1
- La relation B, = 2B; = 2X—1 donne B, = X2 —X + c ; la relation f (x2=x+c)dx = §—§+c =0

1 1
donne czg.Onadonc B2=X2—X+6~

3 3 1
— On trouve ensuite, de la méme facon : | B; = X° — EXZ + EX et| B, =X*—2X3 + X% — 0

2. a) Il, est facile de démontrer par récurrence que B, est de degré n et normalisé.

1 1
b) Pour n>2 : B,(1)—B,(0) = J B:l(x)dx:nJ B,_1(x)dx =0
0 0

¢) - Laformule proposée est vraie pour n=0,1,...

— Si on la suppose vérifiée a I'ordre n alors B, = (n+1)B, = Z(n + 1)(2) b, Xk,
k=0

Compte tenu de la relation (n+ 1)(n) =(k+ 1)(n * 1) on obtient

n+1
B, Z(k+1)( l)bn XK

d’ol en intégrant :

n
n+1
Bn+1=2( )bn,kxk“+c.
Sk +1

On a alors ¢ =B, 1(0) = b,,; donc

S (n+1 Ern+l Ern+l
Bn+1 =;(k+ :l)bnkakJrl + bn+1 =;( k )anrlkak + bn+1 =;( k )anrlkak

ce qui donne la formule a 'ordre n+ 1 et acheve la récurrence.

d) La relation B,(1) =B,(0) = b, pour n = 2 donne, en utilisant la relation précédente pour X =1 :
n

> (3 )ows=tn

k=0

d’ot Z(Z)bn_k =0 soit nb,_; +Z(Z)bn_k =0.On adonc, pour n =2 :
k=1 k=2
1< (n
== b,
1 Tl;(k) n—k

1
b;=0et by = ~30 on obtient :

1
Puisque by =1, by =——, by, = rt

1/(6 6 6 6 1/ 1 15

by = —= bt Voot )b+ [ )b+ by | === [+ 2—3+1]=0

s==5 ()t ()t ()t )+ ) =5 (-5 + 6 -3 +1)

1/(7 7 7 7 1/ 35 21 7 1
by = —= be+ (2 Vbt (" Voa+ (2 )by +7by 4 by | === [ -2 422 L 41)=—.
o 7((2)5 (3)4 (4)3 (5)2 7b1 0) 7( 30 6 2 ) 42
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e) Récurrence immédiate.

f) Ona:

° CO:BO:]_'

e Vn>1,C =(-1)""'B/(1-X) = (—1)"'nB,_,(1-X) =nC, 1 ;
1 1

1
e Yn=1, f C,(x)dx = (—1)”f B,(1—x)dx = (—1)"J. B,(t)dt=0

0 0 0
Ainsi, les polyndémes C, vérifient les mémes relations que les polyndémes B, ; d’apres I'unicité démontrée en

1.b, on en déduit‘ VneN, C,=B,. ‘

g) D’apres ce qui précéde, on a donc B,(X) = (—1)"B,(1—X) pour n € N. On en déduit B,(0) = (—1)"B,(1), et
puisque B,(0) = B,(1) pour n = 2, on en déduit que B,(0) = 0 pour n impair = 3, soit| Yn =1, by,,; =0. ‘

1 . . 1 1 . L
En prenant X = > on obtient aussi B, (E) (—1)"B, ( ) donc B, (2) = 0 pour n impair soit :

1
Vn EN 5 B2n+1 (E) == O.

3. Une application arithmétique

a) La propriété B,(X+1)—B,(X) = nX""! se démontre facilement par récurrence sur n>1 :
1
— Puisque B; =X — > elle est vraie pour n=1.

— Supposons 1a vérifiée au rang n = 1. Alors n(n + 1)B,(X + 1) — (n + 1)B,(X) = (n + 1)nX""! soit
B, ,(X+1)-B ,(X) = (n+1)nX"" ! donc en intégrant, compte tenu de B, ;(1)—B,,;(0) = 0 on obtient
B 1(X+1)—B, 1 (X)=(n+1)X", ce qui est la propriété a 'ordre n+ 1 et ce qui achéve la récurrence.

b) D’apres le calcul précédent, en remplagant n par p+1 et X par k :
1
VkeN,kP:;:E(qﬁﬁk+1}—%+ﬁM)

N
donc la formule de I'énoncé découle d’un banal télescopage dans Z kP.
k=0

N(N+1)
2

1
¢) Pour p =1, S;(N) = > (B,(N+1)—b,) = et l'on retrouve la formule

bien connue...

(N+1?2—-(N+1)) =

N[ =

Idem pour p =2 et p =3.

4. Une application analytique

b 1 .
a) Puisque by, = 0 pour n = 1, le rayon de convergence de la série entiére E —':t” est égal a celui de la
n!
n=0

. . b
série entiére Z % ¢
1 (2n)!
Posons alors, pour t # 0, u, (22”)' t2". On a, en utilisant 'équivalent donné par 'énoncé :

(n+1)2n+2 ST

2 me 2 ny2 1 (n+1)*",
A n \2n e (E) 4n2 n ‘
" +°o2n(2n+1)(—) v16mn
e

— b2n+2
2n(2n + 1)b,,

Upi
u

n

. . n+1 . u t2
et puisque lim = lim e*"(1+%) =¢2 on obtient lim || = —.
n—+o0o n n—+o0o n—>+oo | U, 42
t? t?
D’apres la régle de d’Alembert, la série de terme général u, converge si ) < 1 et diverge si o) > 1,
s T
donc le rayon de convergence de la série entiére est égal a 2.
+00 n n—l +00 tn
b) La série entiére Z — aunrayon de convergence o0, et, pourtout t € R : Z Z =t Z
~n — (n+1)

donc la formule du cours sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres donne pour |t| <2T :
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+00o £n +00o bn . +00 .
(tg(nﬂ)!)'(;ﬁt )ztzc"t

n 1 b 151 (n
= = Y b ’
avec ¢, Z k+D! (n—k)! n! Z k+1(k) n—k
k=0

k=0

Or, en utilisant la formule trouvée en 2.c, on a, pour n =1 :

Ozle(x)dx:Jl(Zn:(n)b xk)dx
0 ! 0 \k=0 k " k=0

donc ¢, =0 pour n =1, et un calcul direct donne ¢, =1.

I
=
N
~ =
—
S
=
|
a
>
+ |~
—_

Finalement on a trouvé, pour |t| < 2T :

(55) (g

n=1 n=0 "°

+00
tn
Et puisque Z - = e’ —1 on a bien (égalité se prolonge pour t =01) :
n!
n=1

+

8
o

= —ntn'
et —1 !
n

Vte]-2m,2n[ ,

Il
o

¢) Laformule de I'énoncé se démontre en faisant le produit de Cauchy des deux séries entiéres -
e

+00 5 on

et e’ = E —,eten utilisant encore la relation démontrée en 2.c (je vous laisse faire ce calcul sans grande
n!

n=0
difficulté).
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