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CORRIGE DM N°10 CCP MP 2001 I

I. Propriétés générales

1. Par développement par rapport a la premiere ligne, on obtient directement

detCp = (—1)"" (—ag) = (—=1)"ap = (=1)"P(0).

Donc : | Cp est inversible si et seulement si P(0) # 0 ‘ .

2. En développant par rapport a la derniére colonne, on obtient :

-X 0 --- 0 —a
. ) -X 0 --- 0
1 —X . : —aq ) .
. . . 1 X .
chz 0 - .0 : =(—X—an—1), ) . + e
: .0
. . 1 —X ) 0 1 —-X
o -+ 0 1 —X-a,4
-X 0 0O O 0
1 X : P
0 1 —X
0 1 X O 0 0
_q\ntkFlp _ayntl
+(~D) I (—ay)| 01w o (1M ) 1
o . - : 0 0
n—1-k
: : : .1 X
0O -+ -+ 0 0 --- 0 1

developpemel;tr p.r colonne k
= (X = @ (X o (S D) (g ) (0K 4+ (< 1) ()

= (1" [X" 4, X g X |

soit| X, =(=1)"P|.

Rem : Cette méthode est loin d’étre la plus agréable, mais « bizarrement » tout le monde a fait ainsi...

Il 'y a bien plus rapide : on multiplie la derniére ligne par X*~!, I'avant-derniére par X" 2 etc...
la seconde par X et on ajoute le tout a la premiére ligne; la premiére ligne devient alors
(O 00 ... 0 —P(X)) et il ne reste plus qu'a développer suivant cette ligne...

Une autre solution consiste a développer selon la premiere ligne puis a raisonner par récurrence...
3. Si Q= X, alors degQ = n et son coefficient dominant est (—1)". Réciproquement, si degQ = n et

son coefficient dominant est (—1)", posons P = (—1)"Q : on a alors Q = X, d’aprés la question
précédente.

Il existe A € # ,(K) telle que Q = X  si et seulement si Q a pour terme dominant (—1)"X".

4. a) X, = X, (cf. cours) donne | Sp(‘Cp) = Sp(Cp).

b)
x 0 1 0 X1 Xq
! : .. ., X2 X2
X=| ! |eKer(‘Cp—AL) <= | . . ‘=2
o .- 0 1 :
xn — RO — —_—
Qo ap—2 apn—1 Xn Xn
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ce qui donne le systéme

7\.x1 = XZ XZ = 7\.x1
)\.Xz = X3 X3 = )\.ZXI
: soit
— — n—1
AXpy = Xy x, = AT xg
AXp, = —QoXp— = QpoXpo1 — Apo1Xy 0 = P(A)x;
1
A

etona P(A) =0 donc| Ker(‘Cp — AL,,) =K.

xﬁ—l

c¢) Si P est scindé a racines simples alors X.q, aussi et donc ‘Cp est diagonalisable (car Xec, est
annulateur de C, d’apres le th. de Cayley-Hamilton).

Réciproquement, si ‘Cp est diagonalisable alors X tc, est scindé donc P aussi et, pour tout A racine

de P,ona A € Sp(‘Cp) et la multiplicité de A est égale a dirn(Ker( 'Cp— Mn)) . Or, on a vu au b)

que dim (Ker(th — Mn)) = 1. Donc P est scindé a racines simples.

Ainsi ‘ Cp est diagonalisable si et seulement si P est scindé a racines simples. ‘

d) o Puisque degP =n, si P a n racines deux a deux distinctes alors P est scindé a racines simples et

donc‘ 'Cp est diagonalisable. ‘ d’aprés la question précédente.

1 1
. M n , s
o La famille . yeens ) est formée de vecteurs propres associés a des valeurs
-1 -1
M A
A Ay oo A,
propres distinctes. Elle est donc libre et donc |on a bien : . ) .| #O0L
-1 -1 -1
AT AR AR

5. a) Il suffit de prendre | n =2002, P =X2002 2001 _x2000 _ 1999 et A=Cp.
On a X, =P et le théoréme de Cayley-Hamilton donne P(A) =0,,.

Question sans aucun intérét, cela a déja été fait dans le cas général a la question 3!

b) Puisque f"1 #0, ona Ker f""! #E et on peut choisir e; ¢ Ker f"~! puis poser, pour k € [2,n],
ex = f¥"1(e;). Montrons ! que (e;,...,e,) est une base de E :

si il existe (Aq,...,A,) € K" et (Aq,...,A,) # (0,...,0) tel que Zlkek = 0, posons
k=1
r =min{k tq A, # 0} ; on a alors

0=f"" (Z 7w%) =f" (Z )\kek) =
k=1 k=r

=0 f " (e) + £ ( D xkfk—%el)) = f " (er)

kan_r+k_1(61)

n

k=r

k=r+1

1. ou plut6t, re-montrons : cela a été fait en cours...
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donc, puisque f" !(e;) # 0, A, = 0 ce qui contredit la définition de r. Donc (e1,...,€,) est
une famille libre de E donc une base de E et, pour k € [1,n— 1], f(ex) = fX(e;) = ery1 et

fley)=f"(e1) =0.

0
Donc | il existe une base % de E telle que Mat (f, 8) = L. . | =Cxn.

I1. Localisation des racines d’un polynéme

n

6. Ona AX=AX donc Vi € [1,n], Ax; = Zaikxk donc

k=1
n
<2
k=1

n

el < 2,

k=1

Ak aiie| 11Xl oo

n
Zaikxk

k=1

|7\.Xi

d’ou

Vie[1,n], |Kxi| <y HX”Oo

= HX”OO : on obtient |7»| ||XHOo LA

7. Appliquons le résultat de 6) a i, tel que |XHOO donc, puisque

X#0, 7\| <y, donc A €D .

xiO

1

Ainsi VA € Sp(A), Jig € [1,n] tq A €D;, donc|Sp(A) C |J Dy.
k=1

Rem : cela est moins précis que ce que l'on obtient grdce au théoréme de Hadamard, cf. exercice n°x corrigé
en TD.

8. On a vu au 2) que les racines de P sont les valeurs propres de Cp et on peut appliquer 7) a A = C,

n
avec r| = |a0| etpour i € [2,n], r; =1+ ai_1|. Or, | J Dy est le disque fermé de centre O et de
k=1

rayon max r; donc
1<i<n

,1+|a1

yees 1t

an_1|}.

9. Supposons par exemple que a = max{a, b,c,d}. Si n € N est solution de I'équation proposée, il est
racine de P=X+XP —xX° - X% C,[X] donc, avec les notations de 8), on a |n| < R avec R =2 car

o] =0 et 1+ ]| = {2 sike {b,e.d}

toutes les racines de P appartiennent a By (O,R) ou R= max{|a0

1 sinon

Mais, si 2 était solution, on aurait, en supposant, par exemple, ¢ > d, 2° (2470 +1) =27 (2¢74 +1)
donc, par unicité de la décomposition en produit de nombres premiers (ou tout simplement en
raisonnant sur la parité), b = d ce qui est exclu. 0 et 1 étant clairement solutions, on peut conclure
que :

‘ les seules solutions n € N de n®+n? =n+n sont 0 et 1. ‘

III. Suites récurrentes linéaires

10. Si u(n) =A™ pour tout n (avec A # 0)) alors

VneN,u(n+p)+ta,_ju(n+p—1)+---+apu(n) =Ar" (Kp—kap_l?»p_l +~-~+a0) =A"P(N).

Donc ‘ la suite n+— A™ appartient a F si et seulement si A est racine de P .
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11. ¢ ¢ est clairement linéaire et si a = (ao,...,ap_l) € CP, il existe une et une seule suite u € F
telle que @(u) = a : Clest la suite définie par u(0) = ag,... u(p —1) = a,_; et, pour n > p,
u(n) = —a,_u(n—1)—--- —apu(n —p).

Donc ¢ est bijective et donc‘ ¢ est un isomorphisme de F sur CP ‘

¢ On a donc dimF = dim C? soit
12. a) ei(p) =—a,_1ei(p—1) — - —a;e;(i) —--- — ape;(0) donc

b) Notons (e;,...,&,) la base canonique de CP. On a e; = ¢~ ' (&;4;) donc la famille (ey,...,e, 1)
est 'image par I'isomorphisme ¢! de la base (e,..., sp) . Ainsi

(eg,---»e,—1) estune base de F .

p—1
¢) Soit v la suite v = Zu(i) e;. Alors v € F et v(k) = u(k) pour tout k € [0,p — 1] donc v =u,

=0

p—1
Cest-a-dire | VueF, u= Z u(i)e; .

i=0
13. | f € Z(E) | est évident.

La relation de récurrence linéaire de I'’énoncé étant vraie pour tout n elle 'est aussi pour n+ 1 donc
est aussi vérifiée par f(u) lorsque u € F, c’est-a-dire | F est stable par f . ‘

14. Pour u €F, f(u) € F donc 12.c donne

p—l1 p—l1 p—2 p—1
Fa@) = f@k) e =Y u(k+1)ep =Y u(k+1)ec+ulp)e,y =u()eo+ Y ulk)ex_+ulp)e, ;.
k=0 k=0 k=0 k=1
ei_1—aje,; sil<i<p-1
En particulier, f(e,)=4{ '+ P71 7 P donc
—age, 1 sii=0
0 1 ... 0
o o .
Mat (f,(eg,.--,ep-1)) = | . ="1Cp .
: : 1
_aO _al .o —ClI)_1
1 [ 1
>"1 7\'n
15. a) D’apres 4.d., une base de vecteurs propres pour ‘Cp est . yenns . donc une
-1 -1
Al \ M
p—1
base de vecteurs propres pour g est (vo,...,V,_1) avec v; = Zlf ex. Mais la suite w; : n — A}
k=0
p—1
appartient a F d’apres 10. et s’écrit w; = Z 7»{.( e, d’aprés 12.. Donc v; = w;
k=0

et | une base de vecteurs propres pour g est (vy,...,V,_1) avec Vn, v;(n) = A} .

p—1
b) Donc Yu €F, 3(ky,...,k,—1) €CF, u= Zki V; soit
i=0
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p—1
ko, .-, kp_1) ECP, VneN, u(n)= Zki AL
=0

Rem : « comment faire simple quand on peut faire compliqué » !

En effet, si P a p racines distinctes A;, les suites n— A" sont dans F d'aprés la question 10; elles
sont linéairement indépendantes par Vandermonde, et comme F est de dimension p, elles forment
une base de F et c'est fini.

En fait, |'utilisation de cet endomorphisme f et de la matrice C, n'ont justement de véritable intérét
que lorsqu’on ne peut pas conclure directement ainsi!

16. Ici, P=X3—(a+b+c)X2+(ab+ac+ bc)X—abc = (X—a)(X— b)(X—c) avec a, b, ¢ distincts donc
15. donne :

une base de F est ((an)neN,(bn)neN,(Cn)nEN) .

Rem : encore une question sans aucun intérét !

IV. Matrices vérifiant : rg(U—-V) =1

17. ‘Non! (sin=2) ‘ car rg(C,) = n—1 doncsi rg(A) < n—1 alors A ne saurait étre semblable & C, (si
n=1,A=C,).
On peut aussi, selon 4.c., prendre A diagonalisable mais avec une valeur propre au moins double.

18. Sion a () alors U~V =P~ (Cy—Cy)P. Or, les (n— 1) premiéres colonnes de C; — Cy sont nulles
donc rg(Cy —Cy) < 1 et si on avait rg(Cy — Cy) = 0 alors Cy —Cy = 0 donc U—V =0 ce qui est exclu

(U et V distinctes) donc rg(Cy — Cy) = 1. Donc rg(U—V) = 1. On a donc montré que | (*%) = () .

1 1
) vérifient (*) mais pas (**) | :

01

19. |U=1,, v=(

On a bien rg(U—V) =1 et, d’autre part yy = yy donc Cy = Cy et, si on avait (**), on aurait U=V ce
qui n’est pas.

20. rglu —v) = rg(U—-V) = 1 et le théoréme du rang donne dim(Ker(u —v)) = n -1
‘ H est un hyperplan de E . ‘

21. a) Sionavait F c H alors Vx € F, (u—v)(x) =0 donc Vx €F, u(x) = v(x) c’est-a-dire que up = vg.
On a donc y,, = ¥, - Posons P =y, =%, ,ona degP =dimF > 1 et P divise yu et yv ce qui

contredit le fait que X, et X, sont premiers entre eux. Donc
b) ¢ Onadonc F # FNH donc dimF > dim(FNH) et donc dim(F+H) = dim H+dim F—dim(FNH) > dimH = n—1

donc dim(F+H)=net|F+H=E.

© Notons p = dimF. Soit Bz = (uy,...,u,) une base de F, 8By = (v1,...,v,_1) une base de H.
p n—1

Tout élément de E s’écrit x = Z Aiu;+ Y u;v; done (uy,... JUp, Viseess V,_1) est génératrice de
i=1 j=1

E et (uy,...,u,) estlibre donc le théoréme de la base incompléte montre que

on peut compléter %8y par des vecteurs de H en une base 8’ de E .

o Onadonc B’ = (uy,...,Up,Up41,-..,Uy,) avec u, € H pour k > p+1.0r si x €H, u(x) =v(x)

et F est stable par u et par v donc on a

Mat (u, %/) = |:P(;1 2i| Mat (V, %/) = |:1?)2 2i| avec Ai € -//lp(K) .

Donc Xc | xu, Xc | xv et deg(xc) =n—p = 1 puisque F #E, ce qui contredit le fait que X, et X,
sont premiers entre eux. Donc
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¢) {0} et E sont stables par u et par v et on vient de montrer que si F est stable par u et par v et
F # {0} alors F =E. Donc ‘ les seuls sous-espaces stables par u et par v sont E et {0} . ‘

22. a) Par définition, G; = (w)"1(H) et U € GL,(K) donc u € GL(E) et donc v/ € GL(E) donc
dim G; = dimH. Ainsi, | pour tout j €N, G; est un hyperplan de E .

b) On a donc G; =Kerp; ou y; est une forme linéaire non nulle sur E.

n—2 n—2
On a alors dim(ﬂ Gj) = dim (ﬂ Kerkpj) =n—rg(Pg---»Pn2) =n—(n—1) = 1. Donc
j=0 j=0

n—2
(1 G; # {0} .
j=0

¢) Supposons le résultat faux, i.e (ey,...,e,_;) liée, et considérons comme le suggere I'énoncé,
F=Vect{y,u(y),...,u’"1(y)} ol p est le plus grand entier naturel non nul pour lequel la famille
(v, u(y),...,uP~(y)) estlibre (p est bien défini car {k > 1tq (y,u(y),...,u*"1(y)) est libre} est
non vide car (y) est libre, et majoré par n — 1).

Par définition de p, (y,u(y),...,uP1(y)) estlibre et (y,u(y),...,u?"1(y),uP(y)) est liée donc
p—1

F(ags---» (xp_l) e KP tel que uP(y) = Z akuk(y). Ceci montre que u”(y) € F et donc
k=0

u(F) = Vect {u(y),u*(y),...,uP(y)} CF.

D’autre part, Yk € [0,n — 2], y € G donc u*(y) € H et et donc v(u*(y)) = u(u*(y)) donc,
puisque p — 1 < n—2, v(F) = Vect{u(y),u*(y),...,uP(y)} = u(F) C F. On a donc F stable par u

et par v avec 1 <dimF < n—1 ce qui impossible d’aprés 21.. Donc‘ A" est une base de E . ‘

n—1

d) Ona u(ey) = exyq pour k € [0,n—2] donc Mat (u, B”) =Cp ol P = X”—Z e; (u(e,_1)) X*. Mais

k=0
alors, d’apres 2., P=(—1)" X, donc Cp = Cy. D’autre part, comme vu au (¢), Vk € [0,n—2], v(er) = u(ex) = ex41
donc Mat (v, 8”) est aussi une matrice compagnon et, de méme que ci-dessus, c’est Cy .

On a donc | Mat (u, 8”) =Cy et Mat(v,8")=Cy .

e) En notant P la matrice de passage de 98” a 98, on adonc U=P !CyP et V=P !CyP. On peut

donc conclure que : | V(U,V) € (GLH(K))Z, ((*) et X, X, premiers entre eux ) = (%x) .
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