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Partie I
n
I.1. Pour tout i € {1,2,...,p} , (FAA), = > (Ax;)?
’ k=1

donc si YAA =0, pour tout k € {1,2,...,n} et pour tout i € {1,2,...,p}, (A),, =0
de plus si A = 0 alors *AA = 0, donc

‘tAA = 0 si et seulement A = 0‘

désormais A est supposée non nulle donc *AA # 0

I.2. "AA € My(R), c’est une matrice symétrique réelle , elle est donc diagonalisable au moyen de
matrices orthogonales

AtA € M, (R), c’est une matrice symétrique réelle , elle est donc aussi diagonalisable au moyen de
matrices orthogonales

1.3.

a) | (X|Y), = 'XY = 'YX
b) W est un vecteur propre de AA associé a la valeur propre A, donc W # 0 et LAAW = \W
donc [[AW|5 = *(AW) AW = "W (YAAW) = "W (AW) = XWW = X |[W|[2 :

AW = AW,

c) [WI2 > 0 et |AW]|? >0 donc A >0

‘Les valeurs propres de AA sont donc réelles, positives ou nulles

1.4
) zl, A I, Opp \ AtA — 21, A
Y\ 4, tA L, )" Opn I
zl, A -1, A . —xl, On,p
tA 1, Opn —xlp ) —tA YAA—zI,

b) On sait que det < /é g ) =det A x det B si A et B sont des matrices carrées

Si on désigne par x s le polynéme caractéristique d’une matrice M € M,,(R), xar(x) = det(M —
xly)

zl, A —I, Opp _ zl, A I, Onp \ _ n xl, A
e (05 ) (0 ")) e (00 ) o (7 M) = cmae (7 7
AtA —z2I, A n xl, A
det < Opr I ) = xata(z) donc x gt a(z) = (—1)" det < A1, )

zl, A -1, A _ zl, A -1, A
w( (G 0) Com o)) moe (7 5) <o (00 i)

. ol AN( =L AN\ m w 2I, A
smtdet(( ‘A Ip>(0p,n —xlp>>_( D" (—z) det( tg Ip>



- In On n n
det < _:CtA PAA — M’z > = (=2)" xraa(x), donc (—)" xeaa(x) = (=2)" xara(x)

Les polynomes x:q4 et xara sont scindés dans R [X], puisque les matrices 'AA et A'A sont
diagonalisables, donc yt44 et xat4 ont les mémes racines non nulles avec le méme ordre de multi-
plicité

‘tAA et A'A ont les mémes valeurs propres non nulles avec le méme ordre de multiplicité

¢) Deux matrices semblables ayant le méme rang, toute matrice diagonalisable a un rang égal a
la somme des ordres de multiplicité des valeurs propres non nulles :

tAA et A'A ont méme rang

I.5. Sin>p, xaca(x) = (—2)" P xea4(x) donc 0 est racine de y 44 :

‘si n > p, 0 est valeur propre de A*A et si n < p, 0 est valeur propre de tAA

1.6.

a) A étant non nulle, *AA est non nulle, elle est diagonalisable, elle a donc au moins une valeur
propre non nulle, toutes ses valeurs propres sont positives, donc la plus grande des valeurs propres
est strictement positive :

b) La somme des ordres de multiplicité des valeurs propres non nulles de *AA est égale a r
donc 7 = rang(*AA) = rang(A'A) d’aprés 1.4.c.
A'A e M, (R) donc et d’apres le théoréme du rang ,

dim(KerAtA)=n—r

c) ‘Pour tout i € {1,2,..,7}, AV, = u;U; | par définition des U;

sir>p, pourtout i € {r+1,...,p}, \i =0, LAAV; = Op» , HAVZHEL = 'WIAAV, =0,

‘sir>p, pour tout i € {r +1,..,p}, AVi:o‘

d) Pour tout i € {1,2,..,r}, AU; = ,ui (fAAV;) = %VZ = 1u;V;

e) Sin>r, pourtoutie {r+1,..n}, U € KerAtA ‘tAUiH; = U; (A*AU;) =0,

pour tout i € {1,2,..,r}, YAU; = u;V; et sin >r, pour tout i € {r +1,..,n}, LAU; =0

f) Pour tout i € {1,2,..,7} , pour tout j € {1,2,..,7} ,
1 Aj . 2
(UilU;) = o Vi (1AAV)) = o (VilVy) = 83y puique Ay = 45
si n > r , par définition (U,1,..U,) est une famille orthonormale,
pour tout ¢ € {1,2,..,r}, pour tout j € {r+1,..,n}, (U;|U;) = i ("V;tA)U; =0
puisque ‘AU; = 0
(Uy,Us, .., U,) est donc une base orthonormale de R™
deplussi 1<i<r, A'AU; = A(u;V;) = H%Ui = \NU;
sir<n,r+1<i<n , A'AU; =0, donc

(U1, Us, .., U,) est une base orthonormale de vecteurs propres de A'A




pour tout i € {1,2,..,r} , U; est associé a la valeur propre \;
et si m > r, pour tout i € {r+1,..,n} , U; est associé a la valeur propre 0

1.7.

a)V(i,j) € {1,2,..,n} x {1,2,..,p}, (tUAV)ij = (U;|AV;)
pour tout j € {1,2,..,r} , AV; = p;U; donc (U;|AV;) = pj (UilU;) = p;dij
sir <p, pourtout j € {r+1,..,p}, puj =0 et AV; =0 donc (U;|AV}) = ;0

V(i,5) €{1,2,...,n} x {1,2,...,p} , ("UAV),. = p;d

b) On a donc 'UAV = A
Les vecteurs colonnes de U constituent une base orthonormale de R”, donc U est une matrice

orthogonale, U € O(n), U est inversible et U~! = U
De méme V' € O(p) et V est inversible avec V1 = 'V
Donc, en multipliant ’égalité ‘U AV = A & droite par 'V et & gauche par U on obtient :

C)tAOA0:<2 0) ’)\1:6’)\2:2,‘/1:<(1)) "/2:<(1))

0 6
(! () 1 !
U =— 1| ,U0=—(1],U3=—| -1 |,
V6 \ 2 V2 \ g V3 L\ 1
2 0 =2
(U3) est une base orthonormale de KerAo'Ay avec AgtAg = 0 2 2 |, on peut aussi
-2 2 4
I'obtenir en complétant en une base orthonormale de R? la famille orthonormale (Uy, Us)
SN .
oo P V60 01
_ t _ T _ ty —
Ay =UA"V avec U = 7 2 73 , A= 0 V2 ,V—(1 0>
) 1 0 0
il 0o
V6 V3
t 1 1 1 1
Baba=(2) Vi) =L (1) =L
V2 \ 1 V2l

BO:UAtVavch:L bl , A= V2 TV =(1)
V2 -1 1 0

I.8. U et 'V sont des matrices inversibles, donc le rang de A est égal au rang de A donc

rang(A) =r

1.9.

a) Vi'E; est une matrice de M, (IR) dont toutes les colonnes sont nulles sauf la i-iéme égale a V,

p
V=) V'E
=1




b) On a de méme U = > _ U;'F;

j=1
n p

donc A=UA'W =)~ (Z thFjAWEZ->
j=1 \i=1

or "F;AV; = ;55 si 1 < j <r, 'F;AV; = 0 sinon, donc

A= Zr: wiUi'V;

i=1

T

‘AA="A <Z /Jz‘Uz‘tVi> = i ("AUL) Vi, or TAU; = Vi et Ay = p?, done
i=1 i=1

AA= YAV
i=1

r

tA = Zﬂz‘/ztUz’ donc AtA == Z,U,Z (A‘/z) tUZ' = Zuz (MZUZ)t Ui, donc
1=1 i=1 =1

ATA = Z AU,
i=1

c) Soit X € R? , *V; X = (V;|X), donc AX = <Z MiUﬁW) X=> u(VilX)U,
=1 =1

(U1,Us,..,U,) est une famille libre de R™ | pour tout i € {1,2, ..,r}_, i # 0
donc AX = 0 si et seulement si pour tout ¢ € {1,2,..,7}, (V;|X) =0
(V1,Va, ..., V) étant une base orthormale de RP,

sir<p, KerA=Vect(Vpq1,..,Vp) et sir=p, KerA={0}

-
Par un raisonnement analogue, si Y € R" |, tAY = Z wi (U;|Y) V;
i=1

sir<n, Ker (tA) = Vect (Ur41,..,Un) et sir =n, Ker (tA) = {0}

pour tout X € RP | AX € Vect (Uy,..,U,) donc ImA C Vect (Uy, ..,U,)

comme dim(Ker A) = p —r, dim(ImA) =p — (p —r) = r = dim (Vect (U, ..,U,)), donc
[ImA = Vect (U1, U, U,)

et on obtient de méme

Im (*A) = Vect(V4, Va, .., V;)

d) KerA C Ker (*AA), de plus A et "AA ont le méme rang r
donc dim (KerA) =p — r et dim (Ker(*AA)) = p — r, donc

KerA = Ker (tAA) .

Un raisonnement analogue permet de démontrer que :



Ker (tA) = Ker (AtA) .

Partie I1
I1.1. On déduit de I.7.b que

S-Sl
e

i)

10
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W= o
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=
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On en déduit :

W= Wb

AgAf = Af A = I

—1

W= WM W=
wlwwl»—tw‘

puis
AOASFAO = Ay A(J)FAOAJr = A(J)r.

I1.2. Le texte présente une imprécision : pour A € M,, ,(R),non nulle, on appelle décomposition en valeurs
singuliéres de A toute décomposition A =UA'V ou U € O(n), V € O(p) et ou A est une matrice de M,, ,(R)
dont tous les coefficients sont nuls sauf les coefficients diagonaur A1y, Aaa, ..., App ot 1 < r < min(n,p) égaux
respectivement a p, ..., Téels strictement positifs.

On peut alors montrer facilement que les valeurs propres non nulles de *AA et AYA sont 2, ..., u2 et que si

(V1,...,Vp) (respectivement (Ui, ...,Uy)) sont les vecteurs colonnes de V' (respectivement de U ), ils vérifient
les conditions établies en I.

1 0 0
Notons Uy = 01 , Vo= et AT = G , Comme Uj et Vj sont orthogo-
10 0 1
0 _—

V2

o Sl Sl

Sl S-S0
sl sllsl-

nales et que A(J)r est du type voulu, Al = UoAartVo est une décomposition de Aar en valeurs singuliéres, d’ou
Ion déduit que (A)F = Vo(AD) Uy = VoAo'Up = Ayp.

(A5)T = Ao.

I1.3. Soit C' = ATA. C € M,(R) et pour tout (i,75) € [1,p],
n
cig =) Afy Ak
k=1
Comme pour tout k € [[1,n]],A;rk:()sik:;éz'ousik::ieti2r+1etqueA;w-:Osik:yéjousik:jet

j=>r+1, on en déduit que ¢; ; est nul sauf si i = j < r auquel cas ¢;; = ,ui Wi = 1.
1

L |o

010

ATA=J.(p) = ( ) . réduite canonique de rang r de M, (R).

De méme



L. ]o

AN:JT(n):( L

) . réduite canonique de rang r de M,,(R).

I1.4. Sin = p =1, ce qui précede prouve que AT = A~ comme de plus V = (*V) " let 'U =U""!, car U
et V sont orthogonales,

At = A1

11.5.

n
D'aprés 1.9.a), U = Y U;'F;.

i=1
Les calculs suivants sont analogues a ceux de 1.9.b

n

t7 — Z EtUZ

AT = ZA+F YU = Z _FtU; .

At = Z o (VF;)tU;, soit,
i=1

,
D’autre part, en utilisant 1'égalité A = Z p;U; *V; trouvée en 1.9.b
j=1
AAT = Z 'Zj U;'V; Vi 'U;. Or pour tous i et j dans [1,p], *V; Vi = (V;|V;) = &;; car (Vi,...,V},) est
1<ig<r
une base orthonormée de R?. D’ott

AAT = i U; *U;.

=1

De la méme facon,en échangeant les roles de U et V', comme (U, ...,U,) est une base orthonormée de R",

A+A:ZT:VHVZ-.

i=1

I1.6.a. Pour tout j € [1,n],
T

AAJFU]-:ZUZ-(tUin):i (U; | U;) Z@JU
i=1 =1

Uj sil<j<r
0 sig>r+1

Comme (Uy, ..., U,) est une base orthonormée de R", 'endomorphisme associé¢ & AA™ dans la base canon-
ique de R est la projection orthogonale de R™ sur Vect(Uy,...,U,) = Im A.

Finalement, AA1U; =

I1.6.b. Pour tout j € [1,p],
ATAV; =3 Vi(TViV) =D (Vi V) Vi= ) di Vi

i=1 i=1 i=1
Vi sil<j<
Soit AYAV; ={ 7 T =d=T
0 sijg>2r+1
Comme (V4. .., V),) est une base orthonormée de R?, 'endomorphisme associé & AT A dans la base canonique
de R” est la projection orthogonale de RP sur Vect(V3,...,V,) = (Ker A)*.



I1.7.

e AAT est la matrice dans la base canonique de R”, orthonormée pour le produit scalaire canonique,
d’une projection orthogonale de R™: elle est donc symétrique .

AAT =t(AA*).

e AT A est la matrice dans la base canonique de R?, orthonormée pour le produit scalaire canonique,
d’une projection orthogonale de RP: elle est donc symétrique .

ATA =tATA).

e OnaRP =Ker A (Ker A)L.
VX € Ker A, AATAX =0 = AX.
VX € (Ker A)t, (AT A)X = X car At A est la matrice dans la base canonique de R? de la projection
orthogonale sur (Ker A)* et donc A(ATA)X = AX. On en déduit que

AATA=A

e Utilisons la base orthonormée de R"™, (Uy,...,U,). Pour tout j € [1,n],
Sil<j<r onavuque AATU; =U; dou ATAATU,; = ATU;.
Si j >r+1, AA+U]' =0et A+AA+U]' =0.

) 1
D’autre part, ATU; = Z; I Vi'U, U;.
1=
Or pour tout ¢ € [1,7], *U; U; = (U; |Uj) = 6;; =0car j >r+1>1i.
Diott A*U; = 0 = A*AA*U;.

Les endomorphismes associés dans la base canonique de R™ aux matrices AT et ATAA™ coincident
sur une base de R” :

ATAAT = AT

I1.8. Si M € My n(R) et si N € My, s(R), In(MN) C ITm M et Ker(N) C Ker(MN) . On en déduit alors

immédiatement a l'aide de I1.7 les égalités (i). Plus précisément:

Im(AA™T) C Im(A)

Im(A) = Im(AA+A) C Im(AA+) } donne Im(A) = Im(AAT).

Ker(A1) C Ker(AA™)

Ker(AAT) C Ker(A+(AA")) = Ker(A") } donne Ker(A1) = Ker(AA™).

Im(ATA) C Im(A™)

Tm(A*) = Im(A* AA+) C Tm(A* A) } domne Im(A™) = Im(A™A).

Ker(A) C Ker(AT A) o

Ker(A™ ) C Ker(A(A™ A)) = Ker(4) | domne Ker(A7A) =Ker(4).

AAT est la matrice d’une projection (orthogonale) de R", donc R" = Im(AA™) @ Ker(AA™).
De méme comme (A1 A) est la matrice d’une projection de R?, R? = Im(ATA) & Ker(A+A).
En utilisant (i)

R™ = Tm(A) @ Ker(A™) RP = Im(A™") @ Ker(A)

I1.9.

11.9.a. (i) B = B(AB) = B'B'A et B = (BA)B = 'A'BB.
(i) A= (AB)A = "BYA A ct A= A(BA) = A'A'B.

(iii) *A = BA'A ="AAB en transposant les égalités (ii).

I1.9.b. Comme AT vérifie (1), elle vérifie, comme B les identités (i), (ii) et (iii).



B = B'B'A tA="AAAT
_ B(*B'AA)A*
= BAAT  par (ii)
= BA'AY(AT)AT car A1 vérifie (i)
=AY (AT)AT car B vérifie (iii)
= A" car AT vérifie (i)
I1.10. (A™)* est 'unique matrice B € M, ,(R) vérifiant
A*B=t(A*B) BA* —'(BA*) A*BA*—= At BATB=B (2
Comme A € M,, ,(R) et que A vérifie (2),

A= (AF)*

En transposant les identités (1), on obtient :

t(AJr)tA = AAT = t(t(AJr)t(A)) tAt(AJr) — t(tAt(AJr)) tAt(AJr)tA =tA t(AJr)t(A)t(AJr) — t(A+).

De plus *A € M, ,(R) et *(AT) € M,, ,(R). En utilisant la caractérisation de (*A)* obtenue précédemment
on obtient:

(tA)+ — t(A+)_

2
I1.11. Notons C = AgBy = | 0 |. Cherchons CT sous la forme C* = M = (a b c) pour que les
—2
identités (1) soient vérifiées.
2a 2b 2¢c
o CM = 0 0 0 |. CM est symétrique si et seulement si ¢ = —a et b = 0, ce que 'on
—2a —-2b —2¢

suppose acquis pour la suite des calculs.

MC € Mj1(R) est toujours symétrique.

On cherche M = (a 0 —a).

8a
CMC = 0 d’ot CMC = C si et seulement si a = i .
—8a
e On vérifie ensuite que si M = (i 0 — i), MCM = M.
L (1 1
On a donc (ApBy)™ = 1 0 1)
A partir de la décomposition de By en valeurs singulieres :
11
By = V2 V2 <\/§) (1), on en déduit
-1 1 [\
V2 V2
1 =1
1 1 -1
Bfr=[(— 0 \/5\/§:<__)
i (ﬁ ) 11| 22
V2 V2
11
On effectue le produit B A = (% _71) _21 i 1 = (% % %1) . By Ay # (AoBo)*
6 6 3

I1.12.
I1.12.a. Pour tout H € M, 1(R) , AATH est le projeté orthogonal de H sur Im A, donc H — AATH est
orthogonal & Im A d’ou

VX € M,1(R) (AX — AAYH|H — AATH) = 0.




En utilisant Pythagore,
|AX —H|%2=|AX —AATH|%2 +|H - AATH|%2, dou | VX € M,1(R), |AH —H |, <|AX — H |,.

On en déduit que min |AX — H |, = | AH — H |,, et donc
XeMp1(R)

p,1

d(H,Im A) = | AT - H|,

I1.12.b. Sl existe H € M, (R) tel que | AH —H|n=| AH — H ||, = d(H,Im A), alors par unicité du
projeté orthogonal de H sur Im A, AH = AH, soit H — H € Ker A.

On a alors H = H + (H — H) avec H € Im(A*) = (Ker A)* et H — H € Ker A.

Par Pythagore, | H Z=1H2+]| H-H |2. Si de plus H+H,|H-H |2> 0 et donc

I 5y <1 Hl,p
IL12.c. min |AoX — H |3 = | AgATH — H |5 = V3
X€eR? 3




