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CORRIGE : EXEMPLES DE SUITES DE MATRICES — CAS DES MATRICES STOCHASTIQUES (ESCP, 1996) I

Premiére partie : Etude d’exemples

I.1 Soit n€N.
— Sia=1,alors y,=1.
Sia£1,al L 1-am?
— Sia#1,alors y,=——+-—— donc:
Tn n+l 1-a
e Sila|<1, vy, e m et donc (y,) converge vers 0.
n

a
e Sila|>1, v, i T doncsi a < —1, (y,) nadmet pas de limite, et si a > 1, (y,) diverge vers +oo.

1
eSia=-1, |y, 1 et donc (y,) converge vers 0.

Conclusion : ‘ La suite (7,) converge si et seulement si o€ [—1,1], et salimite est 1 si a =1, 0 sinon. ‘

0 1 O
.2 a) OnaA’=|0 0 1| etA3=I;. (calculs faciles)
1 0 O

Soit k €N. On a alors les 3 cas suivants :
e Si k=3q, gE€N, alors A¥ =A37 = (A3)9 =17 donc A% =1;.
e Si k=3g+1, g<N alors AF =A34+1 = A34. A donc A3+l =A.,
e Si k=3g+2, g€N alors Ak =A39+2 = A39. A2 donc A39+2 = A2,

1 1
b) Soit g €N. Alors Cz; = 371 [I+A+---+A%] = 3971 [L+A+A2+I3+A+A2+-- 41, +A+A%+15].

Onadonc| C g3 +A+A%)+1,].

%7 3g+1

1
De méme, | C =—Jg(I3+A+A)+1,+A
3q+1 3q+2 [CI( 3 ) p ]

1 1
et enfin C3q+2 = ﬁ [(q+ 1)(13 +A+A2):| = 5(13 +A+A2)

_q

. q 1
On obtient donc Cs, = ——— (I3+A+A2)+ I3, C = I3+A+A2)+ Is+A) et C = —(I3+A+A2).
3q 3q+1(3 ) 3q+13 3G+1 3q+2(3 ) 3q+2(3 ) 3q+2 3(3 )
1 1 1 1 1
On obtient donc clairement| lim C, = 5(13 +A+AY)= 3 1 1 1]=C.
n—oo
1 1 1

(puisque les trois suites extraites (Csy), (C3g+1), (Csg+2) convergent vers cette méme limite, d’aprés un théoreme
qui sera (re)vu lors du cours sur les suites.)

1
¢) On ad’apres ce qui précede v(e;)=v(ex)=v(e3)= 5(91 +ey+es3).

Donc‘ G=Imv =Vect(v(e1), v(ez),v(e3))=R.(e; + er+ e3) ‘

On a facilement v(e; —e;) = v(e; — e3) = 0, donc Kerv contient Vect{e; — ez, e; — e3}. De plus, la fa-
mille (e; — ey, e; — e3) est clairement libre, et, d’apres le théoréme du rang, dimKerv =3 —rgv =2.

Donc‘ F=Kerv =Vect{e; —e,,e; —es}. ‘

(On pouvait aussi résoudre I'équation v(x)=0, et on trouve le plan d’équation x; +x, +x3=0.)

1 1)\? 3 3 3

1
Onremarqueque C2=-]1 1 1| ==|3 3 3|=C donc C estun projecteur.
9 1 9 3 3 3

Conclusion :| C est le projecteur sur G paralléelement a F. ‘

1
L3 a) On cherche ici une base (e}, e;) de R? telle que w(e])=e] et w(e;)= —Eeg.

Soit e] =xe; +y ez, en notant (ey, e;) la base canonique de R?. Léquation w(e])= e] conduit au systéme :

1
§(x+2y):x
1
5 (@ +y)=y
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1
soit x =y . On peut donc choisir e] = (1)

. N . . 1 - 4
On résoud de méme I'équation w(e;) = ~B e,, et on trouve qu’on peut choisir e, = (_ 3) .

1 4
P est alors la matrice de passage de la base canonique a la base (ej, e;) soit| P= ( )

. 1 0 k 1 0
On aura donc, pour tout entier k >0, Ak =P 0 1| P=P 0 ( 1)k p-1L.
6 G

1 -1

1\k 1\ k
et donc VkeN,Ak:l(?hul(_? . 4_4(_§)k)
7\3-3(-3)" 4a+3(-%

1
On calcule alors P! : P~1= - (3 4 )

1\ k
b) Vules résultats de la question précédente, on a clairement Vk €N, Ax =U+ (— E) V avec:

1(3 4 14 -4
U_;(s 4) et v_5(_3 3).

I C 1 & 1\ k
c¢) Soit n €N. On a alors C":_l At = 1 [U+(_E) V].
n+ ey n+ pary
. 1 & 1\k
On obtient donc| C,, =U+ 1 Z (— E) V.
n+ s
D’aprés .1, lim Z (— —) =0 etdonc| lim C,, =U.
oo n 14\ 6 n—00

2
1 (3 4 1 (21 28

2 el el = i 2
d) Onremarque que C?>= T (3 4) T (21 28) C. v estdonc un projecteur de R=.

1 —4
De plus, clairement Imv =R~ (1) et Kerv =R- ( 3 ) .

v est donc le projecteur sur R- G) parallelement a R- (_34) .

Deuxieéme partie : Etude de (C,,) lorsque A est r -périodique

II.1  a) Soit k €N.Notons Q et R les quotient et reste de la division euclidienne de k par r,i.e k =rQ+R avec 0<R<r.
On aalors pour tout i € {0,1,...,r — 1} Oy = A;Q4r+i = Ory; par r-périodicité.
On obtientdonc oy = Agr, Okt = AR+1 e+ Oktpr—1-R = Or—1, Qgtr—R = Oy =0, Qgtr—Rt1 = 01 yeee) Qpr—1 = Oy4R—1 = OR—1] -
Ok + Oyt Oggr—1
r

On a bien

(Ce résultat pouvait aussi se démontrer par récurrence sur k).

b) Soit n €N. Alors :

Brir=(m+1+1r)Yptr—(m+1+r)y=(0+ -+ dptr)—(n+14+71)y
=(ao+ -+ ap)+ (g +-F o) —(R+ Dy —ry=PBp +(op1 +--+ pgr) — 77

D’apres I1.1.a, on a bien f,+, =p, et donc‘ la suite () est r -périodique. ‘

Si on pose M =max{|Bol,|B1l,.-.,|Br-1|} ona VreN, |B,|<M et donc‘ la suite () est bornée.
c) D’apres ce qui précede, ona VneN, v, = % + v, etcomme (f3,) estbornée, ona| lim vy, =v.
n n—oo

IL2 a) Soit (i,j)€{l,...,p}?, et soit k €N.
Alors apyr =a; (A7) =a; j(A¥-Ar)=a; j(AF) = o.

‘ La suite (o) est donc r-périodique. ‘
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Soit k €N, soit (i,j)€{1,...,p}>.

[, (L) + @i (A) 4+ ar (A")] = ——[cy..r ],

n+1
ai,j(lp)+a,-,j(A)+..._f_ai’j(A,_l)'
r

1
Le coefficient ligne i colonne j de Ci est alors 1
n

1
D’aprés II.1.c, on a donc %im a;j(Cr)=~lag,...,a,1]=
—00 r

n—oo

1
Onobtient:| lim C, =C,_; ==[I, +A+--- . A""].
r

b) On a par hypothese A" =1, d’ol clairement (cours)

1 1
D'aprésI1.2.a, v=—[Id+u+---+u’"'],donc uov=—-[u+u?+---+u""'4+u"l=v etde méme vou=v.
r r

Onabien[ uov=vou=v.]

1

c) e Supposons u(x)=x.Alorsclairement Yk €{0,...,r—1}, u*(x)=x etdonc v(x)= = [x+u(x)+-+u""1(x)] =x
r

e Supposons v(x)=x.Alors uov(x)=u(x) ordapresI1.2.b, u ov(x)=rv(x), et donc u(x)=x.

Conclusion : ‘ u(x)=x sietseulementsi v(x)=x. ‘

e Supposons que x eImv. Alors 3t € R” tel que v(¢t)=x.0Onadonc u(x)=uov(t)=v(t)=x d’apres I1.2.b
e Supposons que u(x)=ux.Alors v(x)=x d’apres ce qui précede, et donc x €Imuv.

Conclusion : ‘ x €Imuv siet seulement si u(x)=x. ‘

Onadonc x €eImv < (u —1d)(x)=0, et donc‘ Imv =Ker(u —1d). ‘

d) Onapourtout x eImv, u(x)=x dapres ce qui précede, et donc v(x)=x d’apres I.2.c.
Pour tout x € RP, on adonc v[v(x)]=v(x) puisque v(x)eImv, soit vov=v.

‘ v est donc le projecteur sur G parallelement a F. ‘

e) Soit x € Im(u —1d). Alors 3t € RP tel que x = u(t)—t.On a donc v(x) = vou(t)— v(t) =0 d’apres I1.2.b,
et Im(u —Id) CcKerv.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dimIm(uz —Id) = p —dimKer(z —Id) = p —dimImv d’apres I1.2.c.

On a donc dimIm(u —Id) =dimKer v, et‘ Ker v =Im(u —1d). ‘

II.3 a) Parhypothese, VheN, n>2m = oy, =0a,.
Notons alors pour n €N, o, = a4, . Lasuite (o)) est donc r-périodique.
On définit alors la suite (y/,) par la formule (2) a partir de (a’,).
On a ainsi :
m)

1 1
VneN, n>m=>yn_ﬁ[a0+ g, +an]—ﬁ[a0+ oy togtetal

mym-1 n—m+1 |

1
= m +(n—-—m+1 = .
e UL R L Nl n-m

_ ) MYm-1 _ 4
Or hmyn =" 1d.’:lpreslllc,etglr{.l0 — =0 dout

(’-m"f' Q- 1
limy,=y,_j=—————

n—0o0 r

b) On raisonne de facon similaire a la question précédente, et on obtient ainsi

1
lim C, = =[A™ + A" ... AL
n—00 r

Troisieéme partie : Etude de matrices stochastiques

III.1  a) Soit A >0, >0 tels que A +u =1, soit (M, N)GS2
e Soit (i,j)e€{l,...,p}2. Alorsa”(XM+uN) ka,](M)+ua,](N)>0

e Soitie{l,...,p}. AlorsZa”(XM—i-uN) Zka”(M)ﬂm”(N) XZa,](MH—uZaW(N) Aru=1.

j=1 j=1

Onadonc| AM+uN€S,.

En termes savants, S, est une partie convexe de M ,(R).
b) Soit (M,N)€S?.

p
e Soit (i,j)€{l,..., p}2. Alors aij(MN)—Za,-k(M)akj(N)>0

p
e Soit i {1,...,p}. AlorsZa”(MN) ZZalk(M)ak](N) Z[ lkZak]]=Za,-,k=1.
k=1

j=1lk=1
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Conclusion :

¢) Puisque A€S,,ona A* €S, pour tout entier k d’apres la question précédente.

: . 1 <
Soit n€N. Alors Y(i,j)e{l,...,p}?, ai,j(Cn)zn—H;ai,j(Ak)BO.

n p 1 n

p
. . 1
Onaaus31:Vze{l,...,p},;ai,j(cn):n—ﬂz Zai,j(Ak) :n+121:1'

k=0 \ j=1 k=

Conclusion:| Vn €N, C, €S,,. ‘

Par passage a la limite quand n — 400 dans les inégalités et égalités précédentes, on obtient
L2 a) Soit MeM ,(R).

p
e Supposons M déterministe. Soit i € {1,...,p}. Alors Zai,j(M) = 1, et comme les a;;(M) sont tous
j=1
dans {0,1}, il est clair qu'un et un seul indice j € {1,...,p} est tel que a;;(M) = 1, les autres coefficients
delaligne i étant nuls.
e Supposons que les coefficients de M sont tous égaux a 0 ou 1, et chaque ligne de M contient exactement un
coefficient égal a 1.

p
Soit i €{1,..., p}. Alors Z a;j(M)=1, et tous les coefficients de M sont clairement positifs.
Jj=1
Conclusion :

M est déterministe ssi tous ses coefficients sont dans {0, 1}, avec exactement un 1 dans chaque ligne. ‘

b) D’aprés ce qui précede, a chaque matrice M € D,, on peut associer de fagon unique un p -uplet (jy,...,j,) de
telle sorte que, pour tout i € {1,...,p}, a;;(M)=1 et a;, =0 pour k € {1,...,n}\ {j;}. Réciproquement, on
associe clairement également de fagon unique a un tel p -uplet une matrice de D,, .

D, estdonc équipotent a {1,...,p}?, et| D, est un ensemble fini contenant p” éléments. ‘

p
¢) Soit (M,N)e D?} .Alors MN est stochastique d’apres I11.1.b De plus, pour (i, j) € {1,..., p}?, ai,j(MN):Zai,k(M)ak,j(N).
k=1
Dans cette somme, les termes a;; sont tous nuls sauf un qui vaut 1, donc a;;(MN) = a;; avec k tel

que a;;=1.0nadonc bien a;;(MN) € {0,1}.

Conclusion :

d) La suite (AF),y prend toutes ses valeurs dans D, d’apres IIL.1.b, donc comme D, est un ensemble fini, il

existe m =0, r =1 tels que

On a ainsi Am+r+l = Am+l d’olt AMm+7+2 = Am+2 et par récurrence immédiate A™+7+k = Am+k pour tout k € N.

‘ La matrice A est donc r-périodique a partir du rang m.

Supposons que A est inversible. Alors A™ également, et donc comme A™*" = A™, en multipliant par A= on
obtient A" =1,,.

‘ Si A estinversible, A est donc r-périodique. ‘

e) D’apreés ce qui précede, il existe r = 1 tel que A" =I,.Onadonc A-A""! =1, et A=l =A""1,
D’apres I11.1.b, A~! est déterministe comme produit de telles matrices.

De plus, A1 est clairement inversible, et donc‘ A~ est déterministe inversible. ‘

III.3 a) D’apresII1.2.d, il existe r = 1 tel que A soit r-périodique.
Donc, d’apres I1.2, la suite (C,,) converge donc vers la matrice C d'un projecteur, et donc m
Enfin, C, €S, et C€S,, découlent directement de III.1.c.
b) Si A est une matrice déterministe non inversible, d’apres II1.2.d, il existe r > 1 tel que A soit r-périodique a
partir d'un certain rang m .
D’apres 11.3, la suite (C,,) converge donc vers la matrice C= %[Am +AMH 4o AT

1 r—1 ) r—1 ) 1 r—1r—1 ) )
Omaainst = 5 [Sam ] [Sam] = 53 e
r i=0 j=0 r i=0 j=0
r—1 r—1

Or, pour tout k €N, ZA’"H +k =ZA’"+j par périodicité de A a partir durang m .

j=0 j=0
1 r—1r—1 ] 1 r—1 ]
On adonc C?= ﬁZZAMH = ;ZA’"“ .
i=1 j=0 =0
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On a bien m

II.4 a) Vuque XY=I,,0na bien‘ X et Y sont inversibles, et X-! =Y.

p
b) Ona a,-,j(XY)=Zai,k[5k,j =0;; car XY=1I,.
k=1

P
Comme tous les a; ; sont positifs, on a Zai,kuj =0;; etdonc u; =9;;.

k=1
En choisissant i = j, on obtient y; = 1, or tous les coefficients fx,; de Y sont positifs et de somme 1, ils sont
donc tous inférieurs a 1. On en déduit que p,; < 1.

Conclusion:‘ Vjie{l,...,p}, ujzl.‘

p

c¢) Ona Ziﬁw =i1 car Y est stochastique. On a donc ii[ﬁw =p.

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

p
Deplus, Vje€{l,...,p}, uj=1 etdonc Zuj:p.

j=1
Conclusion : Z Bi,j:Zuj.

i=1 j=1 j=1

Tous les coefficients de Y sont positifs, et, puisque p; = 1, sur chaque colonne il y a un coefficient égal a 1. Vu
que la somme de tous les coefficients de Y est égale a p, il est clair que les autres coefficients sont nuls.

Conclusion : ‘ Les coefficients de Y sont tous dans {0, 1}. ‘

d) D’apres ce qui précede, Y est déterministe, or Y est inversible, donc YEA,,.
Les roles joués par X et Y étant symétriques, on en déduit que X€A,,.

Conclusion : ‘ X et Y appartiennent a A,.

e) Par hypothese, il existe A€ A, telle que UV=A.
On adonc UVA™! =1, et d’aprés la question précédente, A"l €A,
D’apres I11.4.d, VA~! est un élément de S,, et donc en appliquant encore Il1.4.da X=U et Y=VA~!, onen
déduit que U€A,.
De méme, ona A"'UV=1I, et on en déduit que VEA,,.

Conclusion :| U et V appartiennenta A, .
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