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CORRIGE DM N°12 : Concours National Marocain MP 2004'

Exemples d’utilisation du théoreme de Courant-Fischer.

1% Partie

A- Etude d’une matrice

2
U ul U11212 e U Uy
. . Uslq u2 UsUy
LM=UU=|: |(u ... wy)=| " ,
u : :
" Uplly Uply ... urzl

n
Donc pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n},ona: m; ; =uu; et (M) = > ul.z.
i=1

. La j-éme colonne de M est u;U.

. On sait que le rang d’'une matrice est égal celui de ses colonnes; or, toutes les colonnes de M sont
proportionnelles a U, et il y en a au moins une non nulle, donc rg(M)=1.

. rg(M) =1 # n, donc M n’est pas inversible et en particulier O est une valeur propre de M.
D’autre part : MY = 0 = YU'UY = 0 = ||'UY|| = 0 ='UY = 0 et, réciproquement, ‘UY = 0= MY = 0.
Donc le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est égal a {Y € M, ;(R), UY = 0}. Sa
dimension est n — 1 car c’est un hyperplan de M, ;(R) puisque c’est le noyau de la forme linéaire
nonnulle ¢: M, ;(R) — R

Y — Uy

. MU=UWU = (tUU)U, avec U 75 0, donc UU = tr(M) est une autre valeur propre de M, avec U est
prop
v

€R
vecteur propre associé. La dimension du sous-espace propre associé ne peut pas dépasser 1, puisque

déja celui associé a 0 est de dimension n — 1, donc sa dimension est 1 et cest la droite vectorielle
engendrée par U.

. La matrice M étant symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormale, c’est-a-dire qu’elle
est orthogonalement semblable a la matrice diagonale D = diag(‘UU, 0, ...,0).
Les sous-espaces propres associés respectivement aux valeurs propres ‘UU et 0 sont Vect(U) et
{fyeM, ;(R), UY =0} =Vect(U)', de dimensions 1 et n — 1 respectivement.

B- Théoréeme de Courant-Fischer

. Clest du cours...

. Remarque : Uapplication R, définie dans I’énoncé s’appelle le quotient de Rayleigh.

<Ae,e>  <f(eg) er>
Ra(er) = = = Ay, pour tout k € {1,2,...,n} car f(er) = Arex.
<eéy,er> <€y, ep>

n n n n
V= inei, donc f(v) = Z?»ixiei, dou <f(v),v>= Z?»ixiz et <v,v>= lez
i=1 i=1 i=1 =1

n n
.Onai; <A, <A, dou A <v,v>= 27\13512 <<f(v),v>= Z?»ixiz < Knxiz =A, <V,v>,
i=1 i i=1

n

i=1 =

donc A; < Ry(v) <A, pour tout v # 0, d’olt Ay < i% Ra(v) et supRa(V) < A, (ces bornes sup et inf
v v#£0

existent).

D’autre part Ry(e;) = A1 et Ry(e,) = A,, donc ces bornes sup et inf sont atteintes et finalement :

A1 =minR,(v et A, =maxR,(v).
1 V0 A() n V£0 A()
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5. Soit ke {1,...,n}.

k k k
weV, = w= ) xje :<f(w),w>:Z7\ixi2S7kaxi2
k 5 . <f(w),w> .
et <w,w>= Zx. ,dott Ry(w)=———— <A pour tout w € V. \ {0}, dott i = sup Ru(v)
= <w,w> VeV \ {0}

(et cette borne sup existe).
De plus, e, € Vi \ {0} et Ry(er) = Ay, donc cette borne sup est atteinte et A = ver\lfﬁj{(o} Ro(v).
6. a) Supposons dim (F; N Vect(ey,...,e,)) =0, alors dim (F; & Vect(ey,...,e,)) = k+(n—k+1) = n+1,
ce qui est impossible puisque F; @ Vect(ey,...,e,) est un sous-espace vectoriel de M, ;(R) qui est
de dimension n.
Donc dim (F; NVect(ey,...,e,)) # 0 et par suite dim (F; N Vect(ey,...,e,)) = 1.

n

n n
b) w € F; N Vect(ey,...,e,) —> w = inei = < f(w),w >= Zlixiz = Kkaiz et
i i i=k

i=k i=k
1 <f(w),w>
<w,w>= xiz, d’ou Ry(w) = L = Ag.
P <w,w>
¢) Daprés5.,ona: A, = max Ry(v)etVyeF,,dou A,=min( max Ry(v)), et d’apres 6.b),
) Dap = max A(V) k k k Feﬁk(veF\{o} A(") p )
M <Ra(w) < max Rp(v) VFe Z,dou A <min ( max R,(v)), puis I'égalité.
k A(w) L A(V) k k FE«%((VEF\{O} Al )) p 8

7. a) Lapplication 1, : v —<Av,v> est continue sur M, ;(R) en tant que produit scalaire des deux
fonctions continues (car linéaires en dimension finie) v — Ay et v — v.

On en déduit la continuité de I'application R, sur M, ;(R) \ {0} comme rapport de deux fonctions
continues v —<Av,v> et v —<v,v> avec un dénominateur qui ne s’annule jamais.

b) Soient A et B deux éléments de M, ;(R) \ {0}, on cherche les relier par un chemin continu qui ne
passe pas par l'origine.
— Iercas: 0¢ [A,B] alors le chemin y: [0,1] — M, ;(R)\ {0} convient.
t — tA+(1—1t)B
— 2éme cas : 0 € [A,B], on se fixe un élément C € M, ;(R)\ {0} tq 0 ¢ [A,C] et 0 ¢ [C,B], on relie
alors A a C puis C a B.

Ainsi I'ensemble M, ;(R) \ {0} est connexe par arcs et son image par 'application R, est aussi un
ensemble connexe par arcs de R, donc un intervalle car les seule parties connexes par arcs de R
sont ses intervalles.

c) D’apres ce qui précede {Rp(v), v € M,1(R) \ {0} } est un intervalle. Or A; = m?éi(r)lRA(v) et
v
Ay = m;?g(RA(v). Dot {Rp(v), vematn, 1R\ {0} } = [A1,A,].
v

2™ Partie
1. Soit B une matrice symétrique réelle d’ordre n.
— Supposons B définie positive et soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre associé, alors
EXBX = A||X||? > 0 d’ot1 A > 0 puisque X # 0.

— Inversement, supposons que B admette des valeurs propres (Aq,...,A,) strictement positives.
Puisque B est symétrique, alors elle orthogonalement diagonalisable, c’est dire dP inversible telle
que B={PDP, avec ‘P =P~! et D =diag(Aq,...,7,,).

On aura alors, VX # 0, ‘XBX =! X!PDPX = ‘YDY avec Y = PX, soit, avec des notations évidentes,
n
'XBX = Z?xi yiz d’ott '’XBX > 0 puisque, P étant inversible, Y est non nul. Ainsi, B est définie

. i=1
posmve.
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Conclusion : B est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

2. a) A est définie positive, donc pour ‘X=(1,0)#0 ona: a ="' XAX> 0.
D’autre part, det(A) = ac — b? > 0 car c’est le produit des valeurs propres de A.

b) XAX=ax?+2bxy+cy’=a ((x + gy)2 +(5 - Z—i)yz) =a ((x + gy)2 + (aca;zbz)yz) > 0. Donc
A est définie positive.

3. a) Pour tous x,y € H: < g(x),y >=<pof(x),y >=< f(x),p(y) >=< f(x),y > car p estle
projecteur orthogonal sur H donc est autoadjoint, et de méme < x, g(y) >=<x,f(y) >.
Or f est symétrique d'ou < f(x),y >=<x, f(y) >, donc < g(x),y >=<x,g(y) >, et g est bien
un endomorphisme autoadjoint de H.

b) Soit (e],...,e/ ;) une base orthonormée de H formée de vecteurs propres de g, telle que les
valeurs propres associées sont [y, ..., h,_1 -

Pour tout k € {1,...,n — 1} on pose : V; = Vect(e],...,e;), et comme précédemment on montre

ue = max R,(v).OrV, €%, et Ay =min | max R,(v) |, donc A, < p.
que Wy i A(V) © € T =0 | max Al )) kS Wi

¢) Soit ke{l,...,n—1}.

i. Supposons dim(FNH) < k, donc dim(F+H) = dim F+dim H—dim(FNH) = n+k—dim(FNH) > n,
impossible puisque F N H est un sous-espace vectoriel de M ,_1);(R) qui est de dimension n.
Dou dim(FNH) = k.

ii. g(v) = p(f(v)), donc g(v)— f(v) € H'; or v € H, dout < g(v) — f(v),v >= 0 et donc
<gv),v>=<f(v),v>.
. <f(v),v>
En particulier < g(v),v >< max ——— Vv e G\ {0},
ver\{0} <V, V>
<g(v),v> <f(v),v>
d’ot max ———— < max —————.
veG\{0} <V,V> veF\{0} <V,V>

iii. En passant au min dans I'inégalité précédente et en utilisant le théoreme de Courant-Fischer a
gauche pour g et a droite pour f et vu que G est de dimension k et F de dimension k41, on
conclut que Yy < Agyq-

4. a) A,_; n’est autre que la matrice de g, elle est symétrique car g est auto—adjoint.

b) Application directe de ce qui précede : on a A} < u; < Ag4q puisque les u?{ sont aussi valeurs
propres de g.

c) Sila matrice A est définie positive, alors toutes ses valeurs propres A; sont strictement positives il
en sera de méme pour les valeurs propres u; de la matrice A,,_;. D’apres la question II.1, on en
déduit que A,,_; est définie positive.

5. a) Si A est définie positive alors toutes les matrices A; sont aussi définies positives d’apres la question
précédente (itérée), donc leurs déterminants sont tous strictement positifs (produit des valeurs
propres).

b) Le résultat est déja vérifié pour n = 2.
Supposons le résultat vérifié a I'ordre n — 1, et soit A d’ordre n symétrique réelle vérifiant la
propriété de I'énoncé. La matrice A,_; vérifie alors cette méme propriété et, d’aprés ’hypothése de
récurrence, A,_; est définie positive. En reprenant les notations de la question 4.b, on a u; >0

n
pour tout k € [1,n—1]), et en particulier A, > 0,...,A,, > 0. Or detA = l_[Ki >0,dou A; >0;
i=1
ainsi A est une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement positives, donc
est définie positive.
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Notons D, le déterminant de la matrice M(t). En faisant les opérations C; « C; — tC;_; pour j
variant de n a 2, on obtient une matrice triangulaire inférieure avec (1,1 — t2,...,1—t?>) surla
diagonale.

Donc D, = (1 —t2)""! > 0. Les déterminants des matrices extraites en considérant les k premiéres
lignes et colonnes sont égaux, de la méme facon, & (1 — t2)*~! donc sont tous > 0. D’apres le
résultat de la question précédente, M(t) est bien définie positive.

1 1

VX #0 'XM;X =X (J M(t) dt) X= J EXM(t)Xdt > 0 car ‘XM(t)X est une fonction continue
0 0

>0, d’ou M; est définie positive.

3¢me Partie

A- Une deuxieme application

1. a)

b)

VFe Z, VveF\{0},ona: Ry(v) =Ry(v)+Rg(v) dou:

max Ry(v)= max (RA(v)+RE(v)) max RA(V)+ max Rg(v)

veF\{0} ve veF\{0} €F\{0}
< max Ra(v)+ maxRp(v)= max Ra(v)+
,max, A(V) na> g(v)= ,max, A+,

d’ou :

min max Rx/(v) <min max R (v)+
FEZ veF\{0} x (V) FeZ veF\{0} A+ b

et donc Aj < A+ py.

D’autre part, VF € Z;, Vv € F\ {0}, on a : Ry/(v) =Ry (v) + Rg(v) = Ry(v) + 1 ; en passant une

premiere fois au max sur v € F\ {0} puis une deuxieme fois au min sur F € & on obtient 'autre

égalité.

Donc pour tout k € {1,2,...,n},ona: A +ug S A < A+,

D’apres la question précédente on a : pg < A — Ag < Wy, dott |A — Ayl < max(|ug ], [unl)-

A" —A)XIl
1l

En effet A’—A =E est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormale (e],...,e;) : il

existe une matrice P orthogonale telle que E = ‘PDP, avec D = diag(W,...,U,), €t by < ... < WUy,

de sorte que pour tout k, |ui| < max(|uql,|u,)=r.

Pour tout X # 0, on a ||[EX||* = {(EX)EX = 'X!PD P'P DPX = YD?Y avec Y = PX, d’ou si

In

Montrons alors que ||[A" — Al = max(|uq ], [u,]).

) IIEXII
Y ="y, y0), [EX|? = Zukyk\r Zyk—rznvnz—r X112, d <
k=1 k=1 ||X||
Dautre part, A — A’[| = max Ll 5 IBeill _ 1 et A — A = max I IIEe"”=|ph| doit
x20 [IXII 7 flelll X0 X~ fepll ot

|A —A’|| = max(|uq], |u,|), puis Iégalité cherchée.

2. Soit A€ S:, on cherche e >0tq|[A—A'|<e = A’ e S:, ce qui revient a dire que la boule ouverte
de centre A et de rayon ¢ est incluse dans S:.

Or:

[A-A<e = A, — Ml <e = A =N —¢

1
donc si on prend & = =3 min A, > 0, on aura A; > 0 pour tout k € [1,n], et toutes les valeurs

1<k<n

propres de A’ qui est symétrique sont strictement positives, d’'ou A’ est définie positive.
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B- Une derniére application

1. Les matrices R et S sont orthogonales, d’ot :
'‘RR=1, et 'SS=1,_;, dou

t
10 10 1 0\(1 0 1 0 1 0
tQQ:(o fs) RR(O s):(o fs) (o s):(o fss):(o In_l):I"

donc la matrice Q est orthogonale.

2. Simple calcul, en utilisant les relations :

‘Uu o a ta
t _ t _ t — A3
RMR = ( 0 O) , 'RAR = (a n—l) et ‘SA,_;S=diag(a,,...,a,).

3. Ona A, —A=¢M, donc A, jouera le role de A’ et ¢éM celui de E, dont les valeurs propres sont p; =0
et u, = &'UU.

4. a) C’est un résultat du cours puisque la matrice Q est orthogonale.

b) Le coefficient d’indice (i, j) de ‘QAQ s’obtient en faisant le produit scalaire de la i-éme ligne de ‘Q
avec la j-eme colonne de AQ = AC;, donc ce coefficient est :

a sii=j=1

. ; sii=j=2

GAC; = .. . . .
B; sii=1,j=2ouj=1,i=2
0 sinon

Soit X =

n n

n n n
¥:C; €M, 1(R) alors ‘XAX = ZZyiythiACj =ay? +Z ay?+2 Zﬁjylyj.
i=1 i=1 j=1 i=2 j=2

n
¢) De maniére analogue on a : ‘XA, X = (a+¢'UU)y? + Z o yP+2 Z Biy1y; =" XAX + e'UUy?Z.
i=2 =2
XA X  'XAX+e'UUy2? 2
= = I Ry(X) + e UU—2L—
<X, X> <X, X> <X, X>

d) Choisir X€Ftq F € &, avec y; =0.

n

Ainsi : Ry (X) =
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