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CORRIGE : SOUS-ALGEBRES NILPOTENTES DE 2 (E) (extrait de XM’ 1996)) I

Premiere partie

I.1 a) Icil'espace est de dimension 2, donc rgT < 2. Or T n’est ni nul ni inversible (car la composée d’applications
bijectives est bijective, donc ne peut étre nulle), donc T est de rang 1.
Alors, d’apres le théoréme du rang, kerT et ImT sont de dimension 1.

b) Puisque T est non nul, ona 7 = 2. On a ImT’~! ¢ ImT. Puisque T"~! n’est pas nul par définition de r, on
al<dimmT’ ! <dimImT =1, donc ImT"~! =ImT. Or T" = TT"~! = 0 implique ImT’~! c KerT. Donc
ImT cKerT, d’ot1 'égalité par I'égalité des dimensions.

¢) On prend e, non nul dans ImT = KerT. Donc il existe e; tel que e, = T(e;), et (e1,e2) est libre car
. 0 0 .
e1 ¢ KerT = Ke,. Donc (e, e;) est une base de E et dans cette base, la matrice de T est (1 0) et il est alors

clair que T? =0 soit r =2.

I.2 1l existe dans ./ un élément non nul T. .¢/ étant nilpotente, il existe 7 > 0 tel que A" =0, donc d’apres la question

. N . 0 0
précédente, il existe une base (e, e;) de E o1 la matrice de T est (1 0) .
. . . 0 0
Si U € Z(E) est représenté dans cette base par c ol alors U=c¢T donc Ue .« .
L. . . . . . L . [a b
Réciproquement, soit U € ./ . Alors U% =0 (soit U =0, soit on applique encore la question précédente). Soit c d
0

2
sa matrice dans (e, e;). Alors U—cT €./ (.¢/ sous-espace vectoriel de £ (E)), donc (U — ¢T)? =0 soit (g Z) =

d'oul’ontire a=d =0.
Enfin, U+Te.o donc 0=(U+T)?=U2+UT+TU+T?,d’ott UT+TU =0 soit

0 b 0 0 0 0 0 b . .
(c O)X(l 0)+(1 O)X(c 0)—0,cequld0nneb—0.

Finalement, la matrice de U dans la base (e;, e;) est bien de la forme voulue.
Deuxiéme partie
II.1 Pour x€E ona: (T(x)); =P;(T(x))=P;oT ij = ZP,- oT(x;).
j j

On prend donc T; ; =P; 0 T{E ; (il s’agit de la restriction a E; .)

I1.2
(ST); ; =P; oST[E; =P;0S0(D_Pr)oT|E; car Y P =Idg
k k

= ZPi oSoPyo T‘E j par distributivité

k
= P;oS[Ec oPi o T|E; car ImP; =Ey

k
= Z Si kTk,j par définition des deux tableaux

k

Rem : il s'agit la d’'une démonstration élégante de la formule du produit par blocs...

Troisieme partie

III.1 Si E;=E onaalafois KerTDE, et InTDE c'estadire KerT=E, et InT=E, ce qui contredit le th. du rang.

Si E3 = {0}, alors E=KerT@®ImT et la restriction de T a ImT, supplémentaire du noyau, est un isomorphisme de
ImT sur ImT. Lendomorphisme induit par T sur ImT serait alors bijectif, ce qui est exclu car ImT # {0} et T" =0.

II.2 E3=ImT équivaut a ImT C KerT, soit T? =0, c’est-a-dire r =2 (r =1 est exclu car T#0)
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III.3 — Rem: D’apresla question précédente, 'hypothese r = 3 implique que E, n’est pasréduita {0} ; E; n’est pas réduit
a {0} d’apres la question I11.1; enfin, E; ne peut pas non plus étre égal a {0} sinon on aurait InT=E et T serait
bijective.

E; estun supplémentaire de ImT dans E, donc les images des vecteurs de base ont des projections nulles sur E; ;
le premier bloc de lignes de la matrice par blocs est donc nul.

E3 est inclus dans le noyau, donc tous les vecteurs de E; ont des images nulles; le dernier bloc de colonnes de la
matrice par blocs est donc nulle.

0 0 O
— TF estreprésenté par une matrice de laforme |2 Tf, 0| donc T;, =0 : ce bloc est nilpotent.
2 2.0

— Raisonnons alors par récurrence sur 7 :’hypothese de récurrence est
6, : «pour tout endomorphisme nilpotent T d’'un K-espace vectoriel de dimension 7 E, il existe une base de E
ol la matrice de T est triangulaire inférieure a éléments diagonaux nuls»
Pour n =1 c’estimmédiat (matrice nulle) et pour n =2 cela a été faiten L.1.
Supposons #; démontrée pour tout d < n et soit T # 0 nilpotent dans K”.
Si T=0, c’est fini.

Si T estnilpotent d’indice 2, onavuenIIl.2 que E3s =ImT, donc on peut faire une décomposition analogue a celle

de I11.3, avec E; réduit a {0}, donc de la forme: [ 0 8 qui répond a la question.

T3,

Si T est r-nilpotent, avec r > 2, la décomposition faite en III1.3 raméne au méme probléme pour I’endomor-
phisme de E, représenté par T,,, avec E, de dimension strictement inférieure a n : on applique I'hypothése de
récurrence : il existe une base de E, ou la matrice de cet endomorphisme est triangulaire inférieure a éléments
diagonaux nuls, et la concaténation d'une base de E;, de cette nouvelle base de E, et d'une base de E; donne une
base de E ol la matrice de T ala forme voulue.

II1.4 Montrons par récurrence que la puissance n-iéme d'une matrice strictement triangulaire inférieure (ie. triangulaire
inférieure a diagonale nulle) d’ordre n est nulle.

Pour n =1 c’est évident.
Si le résultat est acquis pour toute matrice de ce type de taille n — 1, une telle matrice d’ordre n peut s’écrire en blocs

T 0 . ) . . e e eas , ) .
delasorte: M= [L 0] ,lamatrice T étant strictement triangulaire inférieure d’'ordre < n—1, et L étant une matrice

TP

ligne. Le produit par blocs donne facilement M? = [LTp‘l

0 .
0] .Avec p = n et ’hypotheése de récurrence, on obtient

le résultat.
Autre méthode possible : examiner I'action de T et de ses puissances successives sur la base canonique. Voit IV.4.c.

Ainsi, T" =0 d’ol par définitionde r, r < n.

IIL5 1l suffit d’appliquer la méthode précédente. Si (ey,..., e4) est la base canonique de K*, on a ici KerT = Vect(e;) et
ImT = Vect(ey, es3, e4), donc on peut prendre E3 =Vect(e,), E, = Vect(es, e4) et E; =Vect(e;).

0 0 0 O
. 1 00 , .
La matrice de T dans la base (ey, e3, e4, €») est alors 010 ol et c’est fini!!
0 0 1 O

Quatrieme partie

IV.1 Lordre de nilpotence valant r, il existe r — 1 matrices Tj,...,T,_; appartenant a .¢/ dont le produit P =A;A;---A,_;
n'est pas nul (et P €./ car .o/ algebre), alors que tout produit de r éléments de .¢/ est nul. Donc, pour tout T € .¢/,
PT=0 d’ou ImT c KerP. Le noyau de P, différent de E, contient donc .¢(.</). .#(.</) est donc distinct de E.

E3 estinclus dans .¢(.¢/), il est donc distinct de E.

D’autre part, avec les mémes notations que ci-dessus, on a pour tout T € .«/, TP =0, donc ImP C KerT et par suite,
ImPcC #(.¢/). Onaaussi InPcC .¢(.«/) car Pe.o/, donc ImP C E3 et E3 # {0} puisque P#0.

IV.2 E; = #(.«/) signifie que ¥(.&/) C A (.</), et que toute image d’élément de ./ est incluse dans tous les noyaux des
éléments de A. En prenant T#0€ .«/, onadonc ImT Cc KerT, d'ot1 r =2 d’apres I11.2.
Réciproquement, si r = 2, on a UT = 0 pour tous U,T € ./, donc ImT < KerU pour tous U,T € ./, d'ou
ST A ().
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IV.3 Raisonnons par contraposition, et supposons que, pour tout (S, U) € .¢/?, STU=0.
Alors ImU c Ker ST pour tout U € .¢/, donc #(.«/) C KerST, soit E; +E; C Ker ST d’out ST(E;) = {0} (car ST(E3) = {0}
puisque E3 C #(.«/)). Donc T(E;) C KerS, et cela pour tout S € .«/ d’oltt T(E;) C % (.<f). Mais on a aussi évidemment
T(Ey) c #(.«/) d'ou T(E,) c #(.&/)N# (.</)=Egs, ce qui signifie T, = {0}.

IV.4  a) Pour commencer, .¢/;; estbienun espace vectoriel (c’est admis parl’énoncé!) parce que I'application .¢/ — .¢f;;
T — T,‘j
est linéaire (transport de structure).
Lécriture du produit par blocs montre facilement que ./, est une sous-algébre nilpotente d’ordre r’ < r (sion
fait le produit de deux matrices T et U de la forme indiquée, on obtiendra une matrice de la méme forme, avec
justement comme bloc au milieu le produit T,,Uy,).

0 0 0
Si .o/, estnulle alors les matrices des éléments de .o/ sontdelaforme T= |T,; 0 0|, etonaalors (produit
Tz Tz2 O

par blocs) T3 =0, d’out r <3 (en fait r =3 puisque I'énoncé suppose r > 3).
Réciproquement, si r = 3, alors, Y(S,T,U) € .7?, STU = 0, donc Ty, = 0 d’apres IV.3. Cela est vrai pour tout
T € ./, donc .o/, est nulle.

b) On fait une récurrence sur n comme au IIL.3, répétant la construction ci-dessus sur .¢f», tant que nécessaire,
jusqu’a obtenir une sous-algebre nulle, ou vérifiant r <2 (cas ol E, = {0})

¢) On pourrait raisonner comme dans I11.4, et démontrer r < n par récurrence sur n en faisant des produits par
blocs. Mais changeons un peu de méthode (celle suggérée a la fin de I11.4).
Considérons n matrices T; écrites dans la base (g;)1<i<, construite dans la question précédente, strictement
triangulaires inférieures.
Pour tout k € [1, n], notons G = Vect({e,...,&,}) et G,41 = {0}. Nous avons donc T;(Gg) C Gi41 . Il en résulte
que T1T,...Ti(Gg) C Gi4i, etenfin T\ T,... T, (Gx) = {0},
donc r<n.

IV.5 Note: Lerole de I'hypothése r = 4 est dissimulé dans ce qui suit : il faut que, lorsque dans un produit de r —1 éléments

on supprime le premier et le dernier, il reste au moins un terme, c’est adire r — 1= 3.

— Montrons d’abord r’ < r — 2. Par définition de r/, il existe 1’ — 1 éléments de .¢%, dont le produit n’est pas nul,
donc ' —1 éléments T;,...,T_; de . tels que (T;---Tr—1)22 = (T1)2z2---(Tr—1)22 # 0. D’apres IV.3, il existe S et U
dans ./ tels que STy ---T—;U #0. On a donc le produit de ’+1 éléments de .«/ qui estnonnul,d’ ot r'+1<r—1
etr’'s<r—2.

— Ensuite, par définition de r, il existe r — 1 éléments T;,...,T,—; de ./ dont le produit n’est pas nul. Donc, en
appliquent de nouveau le résultat de IV.3, avec S=T;, U=T,_; et T=Ts---T,—», on a (Tz)p---(T;—2)22 # 0, donc
r—3<r' —1lsoitr'=r—2.
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