PST* 08-09

CORRIGE DU DM n°2 (Mines-Ponts 2001)

PRELIMINAIRES

1°) x € Kerf* = f*(z) = 0= ff(z) = f(f*(z)) = 0 = z € KerfFt!
Donc Ker f* C Kerf**! pour tout entier naturel k.

2°) Notons Hy, la propriété: Ker f* = Ker fF+1.
H,, est vraie par hypothese.
Si Hj est vérifiée, alors on a les équivalences:
1 € Kerf*? <= f(x) € Kerf*! <= f(x) € Kerf* <= r € Kerf*+!
qui entrainent Hy. ;.
Ainsi, par récurrence, Ker f¥ = Ker f**! pour tout & > p.

Soit dy = dim Ker f*. (dy) est une suite croissante majorée (par n) d’entiers naturels donc elle
est constante a partir d'un certain rang p .

Elle est strictement croissante jusqu’a ce rang par contraposition du résultat précédent, et
dy =0, puis dy > dy = dy > 1 etc.. donc: VE < p, k<dp <n.

En particulier, p < n, donc Kerf* = Ker "+,

3°) Siw? =0 alors d, = n donc d, = n, avec p défini comme ci-dessus. Il existe donc p < n tel que
u? = 0 (p s’appelle I'indice de nilpotence de u). En particulier, on a u" = 0.

PREMIERE PARTIE

1°) a) g commute avec D, car D, = g*> — M d est un polynome en g.
Les polynomes tels que leur dérivé (p+1)éme soit nul sont les polynoémes de degré inférieur
ou égal & p, donc E, = KerDP*!.
Puisque g commute avec D, , il commute avec avec D2 donc E, = KerDP! est stable
par g (résultat du cours).
E, étant stable par D et g, les endomorphismes induits g, et D, vérifient la méme relation.
Rem : Noter que l’énoncé parle de restriction au lieu de parler d’endomorphismes induits...

b) De méme que précédemment puisque D est un polynome en g et E, = KerD"t1.

c) i)
e F' est de dimension finie (n 4 1), donc engendré par une famille finie F de polynomes.
Etant finie, F est incluse dans un sous espace E, donc F' C E,. Dans ce cas D' F = {0}
donc I'endomorphisme induit Dg est nilpotent.

Dy est un endomorphisme nilpotent en dimension n + 1 donc D%H = 0 (préliminaires
question c).
Donc D"H(F) = {0} donc F est inclus dans E,, et par 1’égalité de leur dimension: F = E,,.

e Soit maintenant F' un sous espace de dimension infinie. Alors F' n’est inclus dans aucun
E,,, donc pour tout entier n, il existe un polynome P dans F' de degré m > n. Si de plus
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F est stable par D, F contient P,D(P),...,D™(P), famille engendrant E,, car échelonnée
en degrés de 0 a m. Ainsi F' contient tous les F,, donc F' = E.

e En conclusion, les sous espaces stables par D sont E,{0} et les E,,.

ii)

Puisque D est un polynéme en g, tout sous espace G stable par g est stable par D.

Réciproquement, si G est stable par D alors, d’apres la question précédente, G est égal a
E {0} ou a E,, donc G est stable par g d’apres la question I.1.a)

2°) a) dimEy = 1 et Dy = 0. De plus, si g est un endomorphisme de Ejy, c’est nécessairement
une homothétie. Si v est son rapport, la relation g = A\ d + D, se traduit par 72 = ), ce
qui impose A > 0.

b) L’une ou l'autre des existences de g entraine (d’apres I.1.a) l'existence de gy dans les
conditions précédentes, donc A > 0. D’ou le résultat par contraposition.

3°) a) f" # 0 donc il existe y tel que f"(y) # 0. Montrons que B = (f"(y),/" *(y),...,y) est
libre: si a,f™(y) + -+ + apy = 0, alors en appliquant f"* et compte tenu de fP = 0
pour p > n, il vient axf"(y) + - + aof" *(y) = 0. Comme f"(y) # 0, on en déduit
successivement (pour k variant de 0 an) ap =0, a; =0, ..., a, = 0. B est libre.
Ayant n + 1 éléments, B est une base de V et

0 1 0 0
Matg(f)=1fo0o ... 0 1 0]=4.
0 ... 0 1
0O ... ... ... 0
b) Puisque D' = 0 et D*(X") = n! # 0, lexistence de B, découle de la question

précédente.
Dans cette base, la matrice de AId + D,, est Ay + A, soit A,.

4°) a) Soit h un endomorphisme de Es qui commute avec Ds. Avec les notations précédentes,
h(y) se décompose sur la base B, en:

h(y) = ay + bDy(y) + cD3(y).

Puisque h et Dy commutent, alors i et D5 commutent également et pour k = 0,1,2:
h(D5(y)) = D5(h(y)) = aD5(y) + bD5 " (y) + D5 (y) = (ald + bDs + cD3)(D5(y)).
Donc h = ald + bDy + ¢D3, puisque ces deux endomorphismes coincident sur la base Bs.
La réciproque est immédiate, puisque tout polynome en Dy commute avec Ds.

b) D’apres I.1.a) et le résultat précédent, nécessairement g = ald + bDy + cD3.
On a alors ¢ = P?(D) = a?Id + 2abDs + (2ac + b*) D3, puisque Di = D3 = 0.

Enfin (Id,D,,D3) est libre puisque By est libre donc g2 = M d + D équivaut &

a’> =\, 2ab =1, 2ac + b* = 0.

Ce dernier systeme n’a de solutions que si A > 0 (Rem: [’énoncé n’était pas clair sur ce
point) et dans ce cas:
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1 1
a:i\/x, b=—, c=

2a ~ 8a3

1 1
Ainsi les solutions de G* = A; sont G = +([, + §A0 - gAg).

DEUXIEME PARTIE

1°) a) Sig*= D, alors g°"™ = (0 donc g est nilpotent.
De plus g* # 0 donc d’apres le préliminaire b) on a {0} C Kerg € Kerg? d’ott dim Kerg? >
2.

b) Or Kerg? = KerD,, = Ey qui est de dimension 1 ce qui contredit le résultat précédent :
g n’existe pas.

c) Si g = D alors par I.1.a, E, est stable par g et il existe g, tel que g2 = D,, ce qui est
impossible.

2°) a) Les primitives d'un polynéme sont des polynomes donc D est surjective.
Ainsi D(E) = E puis pour tout m, D™(E) = E et g(¢*"1(E)) = D™(E) = E donc g est
surjective.

b) Vg <k, Kerg? C Kerg"* = KerD™ = E,,_; .
Donc Kerg? est de dimension finie pour 0 < g < k.

c) VP € Kerg?, ¢"Y(®(P)) = gP(P)=0.
Ainsi ® est une application de Kerg? dans KergP~!, linéaire comme g.
Noyau de @ : Ker® = Kerg N Kerg? = Kerg
Image de ®: soit P € KergP™!, il existe Q € E tel que g(Q) = P (g est surjective) et
g°(Q) = g 1(P) = 0 donc Q est élément de Kerg? ce qui permet d’écrire ®(Q) = P. D’out
Im(®) = Kergr 1.

D’apres le théoreme du rang:
dim Ker® + dim Im® = dim Kerg? soit dim Kerg + dim Kerg?~! = dim Kerg?.
Il en résulte facilement par récurrence (finie) : dim Kerg? = p dim Kerg pour tout p € [0,k].

d) dimKerD™ = dim E,,_; = m et ¢* = D™ donc kdim Kerg = m et m est un multiple de
k.
Réciproquement, si m = pk il suffit de prendre g = DP.
D’ou la condition nécessaire et suffisante : m est un multiple de k.
Cette condition n’était pas remplie dans le cas II-1.c car alors m =1 et k = 2.

TROISIEME PARTIE :

n n

1°) ) (I +tD,) (D _(=DFFDE) =Y " (—1)M*DE — (— 1)1+ pit
k=0 k=0
= I, — (—1)"Thntipntt (télescopage)

= In+1 (DZ—H = O)
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Donc la matrice carrée 1,1 +tD,, est inversible et son inverse, que ’on notera simplement
Q(t) pour la suite, est définie par:

n

Q(t) = (I+1tD,)™" =) (-1)""D}.

k=0

b) L’expression précédente prouve que t — Q(t) est dérivable et commute a D,,.
En dérivant 'égalité Q(t)(I,+1 + tD,) = I+, vraie pour tout ¢, il vient:
Q' () +1tDy,) + Q) D, = 0 s0it Q'(t) = —Q(t) D Q(t) = —Q(t)*Dh.

c) L,(t)= D,P(D,) = P(D,)D,, ot P est un polynéme. Donc L, (t)"** = D" P"TY(D,) =
0 puisque D" = 0.

d) Quitte a ajouter un terme nul a la somme définissant L,,, on obtient :

n+1 n
Ly (t) =) (=)F"*'DE = D, Y (=1D)M*Df = DQ(1).
k=1 k=0

Comme L, (t) et L (t) commutent_( polynomes en D,,), on a:

SIA(E) = KEL (O (1) = KA (D Q(0)
2) a) ) =) %ﬂw))p 3 Z—f(Lnu»q
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b) t+— ¢,(t) est dérivable comme combinaison linéaire de fonctions dérivables.

En utilisant II11-1.d:
noo
U _
P (t) = ng(t)DnLﬁ H(t)

k=1
n k—1

=uQOD Y Gy L)

k=1

n—1
= uQ(t)D, Y T LA(®)
k=0

= uQ()Dy ) 7 LA(D)  (DaLii(t) = 0)

= UQ<t)Dn<PU(t)
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Ainsi:
©u(t) = uQ(t) Dyipu(2).

c) ¢} est dérivable comme produit de fonctions dérivables et :

P(t) = Q' (1) Dnpr(t) + Q1) Duipy (1) = —Q(8) DnQ(t) Dripr (1) + Q) DnQ(t) Dnpr () = 0
Ainsi ¢} (t) = 0 pour tout réel ¢; par conséquent p;(t) = ©1(0) + t¢}(0).
Comme L,(0) = 0 on déduit gol(O) = 41 et ¢1(0) = Dy, (0) = D, et 'on conclut:

Vit € R, QOl(t) = Ip4+1 + tD .

! ()7 = (Vrey ()’

1
a) )‘[nJrl + Dn = )‘([n+1 + _Dn) = >‘§01(_ = )‘(
1
Ce qui prouve l'existence de M = iﬁ@%(x> donc de g pour A > 0.

1
2

A )\)

b) Pour A =1 et n =2 il vient L,(1/\) = Ly(1) = Dy — 1 D3 puis
pi(l) =1+ TLo(1) +2L3(1) =1+ 4(Dy—iD3)+ 1D =1+ 1D, — L1D3
On retrouve bien les matrices G' puisque Ag = D5 avec les notations de I’énoncé.

QUATRIEME PARTIE :

a) h vérifie sur | — 1, + oo[ I'équation différentielle linéaire du premier ordre:
, 1
(1+az)y = 5Y

b) e On commence par chercher une solution y de I’équation différentielle précédente, telle
que y(0) = 1, qui soit développable en série entiere, de rayon de convergence R > 0. Donc

+oo
x) = Z b,a? pour z €] — R,R], avec by = 1. En remplacant dans 1’équation, on obtient :
p=0
+00 1 +oo +oo +oo 1
(14 x) Zpbpxp_l =3 prxp d’out: Z(p + 1)byiqa? + Z (p - 5) bya? = 0 puis la
k=1 p=0 p=0 p=0
relation de récurrence : )
5D
vp>17bp+1:;+1bp
ala—=1)---(a—p+1)

On en déduit, en posant a = 1/2, by =1 et b, =

. pour p € N*.

e Réciproquement, avec ces notations, la série entiere ) b,2? a un rayon de convergence

bp+1 _a—p
b, Cop+1

ouvert de convergence | — 1,1[ sa somme S est solution de 'équation différentielle (en

remontant les calculs précédents) et vérifie S(0) = 1 = h(0).

En vertu de I'unicité des solutions du probleme de Cauchy, h(z) = S(x) sur | — 1,1].

égal a 1, puisque —— tend vers -1 quand p tend vers I'infini. Et dans I'intervalle

c) ¢, est le coefficient de 2™ dans le développement en série entiere du produit
h(z)h(z) =1+ x.
Donc ¢cg =c¢; =1 et ¢, =0 pour n > 2.
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2°) a) Soit P € E et n un majorant de son degré.
Alors DP(P) = 0 pour p > n donc T (P Z b —DP(P) qui est bien un polynome.
Etant clairement linéaire (prendre n pour maJorant commun du degré de P et de @) lors-

qu’on calcule T'(aP + @Q)), T est un endomorphisme de E qui, d’apres le calcul précédent,
laisse stable les sous espaces E,,.

b) En notant T l’endomorphisme induit par T sur E, on a pour P € E,: T*(P) = T*(P).

OrT, = Z by L DP ce qui conduit, compte tenu de DF = 0 pour k > n a:

Z)\p Z qu_Z i )\p+q Z+q: y >\ka I”"‘l_‘_;D”

k=0 p+q=Fk k=0
1
Ainsi T?(P) = P + XDP et finalement : 7% = Id + XD'

c) g = £VAT convient . (A > 0)

d) Et g, =£VA) %Dg.

p=0
Danslecas -4, n=2et A = 1.
1 1
Donc gy = &=(bol + by Dy + byD3) avec by = 1,b; = 5,1)2 =—3 ce qui redonne les matrices

précédentes.
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