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CORRIGE DM N°5 : RACINES CARREES D’'UN ENDOMORPHISME
(CCP PC 2010)

Partie 1

A) 1) Calculons le polyndme caractéristique de A (donc aussi de f):

8-X 4 -7
Xp(X)=Xa(X)=| -8 —4-X 8 |=-X(X-1)(X-4).
0 0 1-X

Ainsi, Sp(f) =1{0,1,4}; f, endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension 3, posséde 3
valeurs propres distinctes, donc ‘ f est diagonalisable‘ .

2) Létude des sous-espaces propres donne :
Eo(f) = Vect(vy) avec vy =(1,-2,0),
E{(f) = Vect(v,) avec v, =(1,0,1),
E4(f) = Vect(v3) avec v3 =(1,-1,0).

Puisque f(v{) =0, f(vy) =v, et f(v3) = 4v3, la matrice D de f dans la base (v{,v,,v;3) est:
0 00

D=|0 1 0].
0 0 4

3) La formule de changement de base donne : A=P-D-P~!, etdonc| A" =P-D".P!|.

-1 -1 1
4) En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on trouve : P"1=| 0 0 1
2 1 =2

Apreés calculs, on trouve que la matrice de /™ dans la base canonique est :

00 0 2.4m  4gm ] _p.4m
A"=P.l0 1 o[- Pl=|-2.4m —_gm p.4m
0 0 4m 0 0 1

(A titre de vérification des calculs, on peut remarquer que, pour m = 1, on retrouve bien la
matrice A).

5) Soit M = (m;;)1<; j<3 une matrice qui commute avec D. Un calcul simple montre que le systéeme
obtenu en écrivant MD = DM équivaut a m;; =0 pour i j.

Ainsi, | les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales | .

6) On a HD = DH = H3, donc ‘ HetD commutent‘ .

7) D’aprés les questions 5) et 6), si H?> = D, alors H est une matrice diagonale. La condition
H? =D donne alors :

0 0 0
H=(0 +1 0 | (ce qui fournit 4 solutions).
0 0 =2

Ainsi, si h est un endomorphisme tel que h?> = f, sa matrice dans la base (v;,v,,v3) est
de la forme précédente; pour obtenir sa matrice dans la base canonique, on effectue un
changement de base : les matrices dans la base canonique des solutions / sont données par
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P-H-P7!, ol H est I'une des 4 solutions précédentes. Aprés calculs, on obtient & nouveau 4
solutions, qui sont :

4 2 -3 4 2 -5
+|-4 -2 4| et x|-4 -2 4
0 0 1 0 0 -1

B) 1) On trouve pour tout entier m>1 :|J” = 3""1] | (récurrence immédiate).

2) Ona A=J+I3. Comme ] et I3 commutent, la formule du bindme donne :

VmelN*, A" =(I;+])" = z(r:)]k =1, +(Z(;”) : 3k—1] J=15+ %(4'”— 1)].

k=0 k=1

Si on revient aux endomorphismes, cela donne : | pour tout m e IN*, f" =1d + %(4'” -1)j

Cette relation est encore valable pour m = 0 (car dans ce cas, elle s'écrit Id =1d).

3) Un calcul du polynéme caractéristique de A donne : X ¢(X) = X5 (X) = —(X - 1)2(X-4). Donc

‘ f admet les deux valeurs propres A=1 et p=4 ‘ .

4) D’apres la question 2), on peut écrire f™ = 1"(Id - %j) + 4’“(%]') pour tout entier m > 0. En

posant p =1d - %] et g= %] on obtient

I'existence de la décomposition voulue ‘ .

De plus, on a nécessairement Id = p+¢g (pour m = 0) et f = p+4g (pour m =1). Donc
p= %(4Id—f) et g= %(f —-1d), d’'ou ‘ I'unicité de cette décomposition‘ .

Enfin, comme Id et j sont deux endomorphismes linéairement indépendants (d’apres leur
écriture matricielle), il en est de méme pour p et g.

5) On obtient, en utilisant les expressions de p et g trouvées a la question précédente :
2 _ 2 _ _ =0
p =pq9 =9 peq=4gqop="U.

Soit maintenant h = a-p+p-q tel que h? = f. D’aprés les relations précédentes, on a
W=a>p+p?-q=f=p+4q.

Comme (p,q) est une famille libre, cette égalité équivaut & a? =1 et p? = 4.

Donc il y a 4 endomorphismes h solutions, donnés par : | h=+p+2q|.

6) On détermine les sous-espaces propres de f :
E{(f) est le plan d’équation x +y +z = 0, soit E{(f) = Vect(w,w,) avec w; = (1,-1,0) et
wy =(0,1,-1), et E4(f) = Vect(w3) avec w3 =(1,1,1).
Comme dim(E;(f)) +dim(E4(f)) = 3 =dim(RR®), | f est diagonalisable ‘

Et ‘ (w1, w;, w3) est une base de vecteurs propres pour f ‘ .

1 00
Notons B’ = (wy,wy,w3). Alors :D=|0 1 0], et, puisque p = %(4Id—f) et g= %(f—Id), on
0 0 4
en déduit
0 00
et matg(q)=|0 0 Of.
0 0 1
(Rem : A laide de ces expressions matricielles, on remarque que p est la projection sur E;(f)

parallelement a E4(f), et que g est la projection sur E4(f) parallelement a E;(f). L'écriture
f = Ap+pq n'est rien d’'autre que la décomposition spectrale de f vue en classe...)
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01

) 01
et Y=(1 O
1 0 0 0

N O O

7) On peut prendre par exemple : K = (

8) Soit h 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base B’ est Y. Alors | h?> = f | car
Y? =
de leurs matrices (vues précédemment) dans la base B’.

, car Y n'est pas combinaison linéaire

9) Soit h tel que h?> = f. Comme f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont 1 et 4, le
polynéme Q(X) = (X —1)(X —4) est un polyndme annulateur de f, donc de h?.
Donc le polyndme Q,(X) = (X2 -1)(X?-4) = (X - 1)(X + 1)(X = 2)(X + 2) est un polyndme
annulateur de h. Or ce polyndme est scindé a racines simples, donc d’apres le cours,
‘ h est diagonalisable ‘

Partie 11

1) On a, en utilisant les trois relations, (f —AId)o(f —pId) = f2—(A+u)f +(Ap)Id = 0. Donc (X-A)(X—p)
est un polyndme annulateur de f, scindé a racines simples. Et ‘ f est diagonalisable ‘

2) A la question précédente, on a trouvé un polyndéme annulateur de f qui n'a que A et p comme
racines. Il en résulte que Sp(f)cC {\ p}.

Si p n'est pas valeur propre de f, la seule valeur propre est donc A. Comme f est diagonalisable,
on a donc f = AlId. En utilisant les deux premiéres relations de 'énoncé, on a donc :

AMd=Ap+pug=Ap+2q.

D'ou (A-p)g =0, et comme A=y, g=0. Ceci est contraire aux hypothéses; ainsi p est valeur
propre de f.

On montrerait de méme que A est aussi une valeur propre de f. Donc | Sp(f)={\ p}

3) D’apres la question 1), ona: 0= (f—-Ald)o(f —pld) = (u—A)go(A—p)p. Comme A = p, on en déduit

De méme, comme (f —uld)o(f —AId) =0, on trouve .
2

Enfin, comme Id = p + ¢, on obtient, en composant par p (resp. par q) : | p = p? | (resp. [ g = g* |).

4) Comme Ap =0, f n‘admet pas la valeur propre 0. Donc Ker f = {0}, et comme E est de dimension

De plus, onavu en 1) que f2—(A+pu)f +(Ap)Id=0. Dot f~ 1:T1 (f = (A+u)Id). On remplace f

finie,

':

1
et Id a l'aide de p et g, ce qui donne finalement : | f~! = Ak

1
i

5) La relation f™ = \"p+u™q est vérifiée pour m =0,1,2 d’'aprés I'énoncé, et pour m = -1 d’apres
la question précédente.

Une démonstration par récurrence sans difficulté, d'une part pour m € IN, d’autre part pour
—-m €N, donne (en utilisant le fait que pog=gop=0): ‘ VmeZ, f"=N"p+u"q|.

6) Soient deux réels a et p tels que ap +pq = 0. En composant par p, ona ap =0 donc a =0
puisque p # 0. De méme, en composant par g, on obtient = 0.

Donc (p,q) est une famille libre et | dim(F) =2 |
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7) Soit he R(f)NF. Alors h=ap+pq et comme poq=qop=0, h>=a’p+p%q=f =Ap+pq.
Comme (p,q) est une famille libre, on a a® = A et p? =y, i.e. (puisque A et p sont supposés
positifs) a = +VA et p = +4/ji. On obtient 4 possibilités, qui réciproquement conviennent toutes.

Par conséquent, les 4 solutions sont | = +VAp+ VEq |-

8) Définissons la matrice K diagonale par blocs de la fagon suivante :
0 1
K= 1 0 ,
Iy

ou I;_, est la matrice identité de IM;_,(IR) (bien définie car k > 2).

Alors un produit par blocs donne immédiatement | K? =1, |

9) On va raisonner matriciellement. Appelons k l'ordre de multiplicité de la valeur propre A
(k > 2) et considérons une base de diagonalisation 5; pour f; c’est également une base de
diagonalisation pour p et g car p = }‘%M(f —uld) et g = ﬁ(f —Ald). De plus, dans la base B, ces
matrices sont définies par blocs comme suit :

Al 0 1 0 0 0
math(f):(—’iok al ), matgd(p):( (;‘ 0 ) et math(q):( Ok T )
n- n— n—

Soit alors p’ I'endomorphisme dont la matrice dans la base B, est :

K| 0
M_( 0 | 0k )

ou la matrice K € M(R) a été définie a la question précédente. De plus,

e un produit par blocs donne M? = matg, (p), donc p=p;

e des produits par blocs donnent M - matg, (q) = matg,(q)-M =0,, donc p’og=qop’=0,;
e comme M n’est pas diagonale, p’ ¢ F = Vect(p,q).

En résumé,

I'endomorphisme p’ ainsi construit répond a la question |

10) Si dim(E) > 3, alors A ou p est d'ordre au moins 2. Supposons par exemple que c’est A. Posons
h=Vp + \Hgq, ou p’ est 'endomorphisme défini a la question précédente. On a W=\p+pq=f
par propriétés de p’ et g, et pourtant h¢ F car p’¢F et A #0.

En conclusion, | R(f) ¢ F |.

Partie III
14
1) Pour tout P(X) = Zakxk eR[X],ona:
k=0
l l m m m
P(f)= Zﬂkfk = Zﬂk [Zkfpi] = [Zﬂk)»f]l’i = ZP(M)Pi-
k=0 k=0 i=1 i=1 \k=0 i=1

m
2) Prenons P(X) = l_[(X —Aj). Alors P(A\;) = 0 pour i = 1,..,m, et daprés la question précé-
i=1
dente P(f) = 0. Le polyndme P est annulateur de f et il est scindé a racines simples. Donc
‘ f est diagonalisable‘ .
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m
D’aprés la question 1), Ly(f) = ZLZ(Xl‘)Pi- Mais Ly(A;) =0g; (olt 0p; =1 si £=1i et 0 si €=i).

i=1
Donc | Ly(f)=p¢ |- De plus,
m
f-X\1d)
)

= 0
(f — )\gld) ope= (f - }\gId) ) Lg(f) = =0.
(Ae=Xi) (Ae =)
1lz_<Jm ‘ llz_'sjm ‘

Il en résulte que ‘ Im(py) C ker(f — Ar1d) ‘ .

En outre, le polyndéme P(X) de la question 2) est annulateur de f et a pour racines Aq,...,A,,.
Donc Sp(f) C{Ai,..., A}

Et par hypothése, pour tout 1 < ¢ < m, p, # 0 donc Im(p,) # {Og} et ker(f —A,Id) = {Og}. Ceci
signifie que A, est effectivement une valeur propre de f.

Finalement, on a bien ‘ Sp(f) ={A,-- A} ‘ .

Comme p,(f) =L¢(f), piopj=(L;i-Lj)(f).

m
[} 1 1 # 7, le polynome = — A 1vise S U . omme = 0, on a aonc
Si i # j, le polynome P(X) = [ [(X =) divise (L;-L;)(X). C P(f) d
i=1

(Li-Lj)(f)=0et|pjop;=0].

e Sii=j,comme Id = Zpi (relation de I'énoncé pour k =0), en composant par p; on obtient
k=1

Piz:Pi

m
L'endomorphisme f étant diagonalisable, d’apres le cours on a | E = @ker( f-X\1d)

Le fait que chaque p; est un pro;ecteur a été démontré a la question précédente. De plus,

comme Id = Zpl, ona E= Zlm pi). Or on a vu que Im(p;) C E) (f). D’aprés la somme
k=1 i=1

directe précédente, on a donc E = @Im(pi) et Im(p;) = E) (f) pour tout i.
i=1
Enfin le fait que p;op; = 0 pour i # j montre que‘ les p; sont les projecteurs associés a cette somme directe

m

Ecrivons une combinaison linéaire nulle des (p;)i<j<m ZaiPi = 0. Soit ¢ € [[1;m]]. En composant
i=1

par pg, on obtient a,p, =0, d'our a, =0 car p, n'est pas nul d’apres I'énoncé.

Ainsi tous les coefficients a; sont nuls et la famille (py,...,p,,) est libre. Donc | dim(F)=m |.

m m m

Soit h = Z“iPi € F telle que h% = f. Alors h? = Za?pi = Z}\ipi et comme la famille (py,...,p,)
i=1 i=1 i=1

est libre, a? = A; pour tout i. Réciproquement, tous les h vérifiant cette relation sont solutions.

En résumé, | R(f)NF = {Ziﬁi pi} .

i=1

a) Si m=mn, il y a n sous-espaces propres dans lI'espace E de dimension n.
Donc ‘ la dimension de chaque sous-espace propre de f est égale a 1
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Si he R(f), hof =h®>= foh.Donc h et f commutent et d'aprés le cours, tout espace propre
E).(f) est stable par h. Soit x un vecteur propre de f, par exemple x € Ey (f)\ {Og}. Comme

dim(E, (f)) =1, h(x) = p;x et ‘ x est vecteur propre pour h ‘ .

Soit h e R(f). D’'apres la question précédente, pour tout 1 <i < m, il existe p; € R tel que pour
tout x; € E)\,-(f)r h( z) = MiXi-
n

Soit x € E. Comme E:@E}V(f), X=X +--+x, avec x; € Ey (f) et
i=1

h(x) = h(xy +- wal zulpl
soit h = ilf‘ipi- Donc W .

i=1
En reprenant la question IIL.7), on voit qu'une condition nécessaire et suffisante sur les J;
pour que R(f) soit non vide est : ‘ Vie[L;n],A; >0 ‘ .

9) Si m < n, alors il existe i tel que dim(E, (f)) > 2. Si les A; sont positifs ou nuls, on peut alors

reprendre le méme raisonnement qu'a la question I1.10), qui montre que | R(f) Z F |

A) 1)

Partie IV
p-1
Soit x € E tel que fP~!(x) = Og et (ay,.. . ap) une famille de réels tels que Zakfk(x) =
k= 0
En composant par fP~!, comme f7 =0 pour tout q > p, on obtient ayfP~!(x) =0 donc ay = 0.
On recommence en composant par fP~2,..., f, ce qui donne au final ay =--- = =a,1=0.

Donc |la famille (x, f(x), f2(x),..., fP"!(x)) est libre| . Cette famille a p éléments dans un
espace de dimension n,donc |p<n|et| f"=f"PofP =0 ‘ .

Si R(f) =0, soit het tel que h* = f. Alors h*" = f* =0 donc h est nilpotent et d’apres 1),

h" =0.De plus, h?’=2 = fP=1 20 donc 2p-2<n- l,i.e..

On sait d’apres le cours que pour o ¢ N,
L a(a-1)(a-k+1) , S afa—1)-(a—k+1)
Vxel-1L1[, (1+x)*= Z i xk = i xF +O(x")
k=0 k=0

au voisinage de 0. Ici, a = % et pour tout ke [O;n—1], |ax =

D’apres la question précédente, pour -1 <x <1, V1 +x= )+x"y(x) ou y est une fonction
bornée au voisinage de 0. En élevant au carré, cela donne

L+2x= (Py(x) + x"y(x))? = B (x) + 2" (2P, (x)y(x) + x"y(x)?) = | P (x) + x"n(x)
avec 1] une fonction bornée au voisinage de 0.

Posons alors Q,,(x) = P?(x)—x—1 ; c’est une fonction polyndme. D’apres la relation précédente,
x — Q,(x)/x" est une fonction bornée au voisinage de 0. Ceci n’est possible que si Q,(X)

n‘admet pas de terme en X* pour k e [0;#—1]), ce qui entraine | X" divise Q,,(X) ‘ .On écrira

dans la suite Q,(X)=X"-5,(X) ou S,, est une fonction polyndme.
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5) e D’apres les résultats des questions précédentes, (P,(f))>—f —Id = (P?)(f)—f —1d = f"0S,(f).
Or f"=0 daprés 1), donc (P,(f))2 = f +1d, i.e. P,(f) € R(f +1d). Donc :
e Plus généralement, (P,(af))?> - af —1d = (P?)(af)—af —1d = (af)" oS, (af). Comme f" =0,
(P,(af))? = af +1d, i.e. Py(af) € R(af +1d). Donc | R(af +1d) =0 |.

e Comme =0, soit he R(% f+1d) (c’est possible d’apreés ce qui précéde). Alors h? = % f+1d
et comme B >0, (y/ph)>=f+pld. Donc \[BheR(f +pld) et| R(f +pId) =0 |.

B) 1) La matrice T —\I,, est triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale; son polyndéme
caractéristique est donc égal a (—X)", et, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on en
déduit | (T-I,)"=0].

2) Comme f est un endomorphisme de E dont le polyndme caractéristique est scindé, il est
trigonalisable. De plus, comme f n‘admet qu'une seule valeur propre A, il existe une base dans
laquelle la matrice T de f est triangulaire supérieure, dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux a un réel A. D’apres la question précédente, (T —AI,)" =0, et (f —AId)” =0. Donc
| E=Ker(f - AId)"

3) D'apres la partie A), comme (f —AId)" =0, R((f —Ad) + Md) # () (question A)5) en prenant
B =2A et en remplacant f par f—Ald). Donc ‘ si A>0 alors R(f)=0 ‘ .
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