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CORRIGE DM N°12 : CCP PC 2003 MATHS 1 I

PARTIE 1

1a) Si X = (X;)1<i<n €t Y= (¥i)1<i<n sont des éléments de .#, ; (R) on a

n
XY ="YX = in)’i
i=1

1b) Développement sans probléme :
('XY)® = (*XYV)('XY) = (‘XY)("YX) calcul précédent

("X) (YY) (X) par associtivité
(FYX)('XY) = Y(X*X)Y symétriquement

1c) Si on considére que « ‘XY = (x,y) dans une base orthonormée » n’est pas une formule classique
on refait le calcul et
X(SY) =D x;5,y; = (X,5Y)
(3))
puis comme S est symétrique ‘X(SY) =! X!SY = (SX)Y = (SX,Y).
2a) Ona : VX €& 4, (R),"XS;X > 0 et 'XS,X > 0 et donc en ajoutant ‘X (S; +S,) X >0

(51,52) € (£ (®)* =8, +S, € 77 (®)

2b) idem car la somme d’un réel positif et d'un réel strictement positif est un réel strictement positif.
2¢) Ona: VXe 4, (R), 'X(‘AA) X =" (AX)(AX) = (AX,AX) = |AX||> = 0 . Et donc

VAe #,(R) , 'AAe & (R)

3a) Si SX=AX ona ‘XSX=A'XX=A|X|]* . Doncsi ‘XSX=0 ona A =0 (car X est non nul donc
X[l #0 )

S est donc une matrice diagonalisable (car symétrique réelle) ayant une unique valeur propre 0 . S
est donc la matrice nulle: S=P.0.P~1 =0

3b) On veut que MX soit orthogonal aX pour tout X . C’est une propriété classique du produit vectoriel
. Il suffit de prendre pour M la matrice de x — i A x

On vérifie alors bien ‘XMX =0

4a) Sétant symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée (V;) ¢, : il existe
D =diag(A;) telle que Yk , SV, = A, Vi

n

Si toutes les valeurs propres sont positives on a alors pour toute matrice colonne X = Z YiVi
k=1

n n n
XSX = (X,SX) = <ZYka,Z7»kJ’ka> = ZMJ’;% =0
k=1 k=1 k=1

Réciproquement si A est valeur propre de S et X un vecteur propre associé, le calcul du 3a donne
tXSX = A ||X||? . Comme on suppose ‘XSX > 0 et que X# 0 onabien A >0 .

4b) Deux matrices semblables ont méme spectre . Donc si S’ est symétrique réelle semblable aS
symétrique positive les valeurs propres de S (donc de S’ ) sont toutes positives donc S’ est positive.

5a) Sur &, (R) la relation binaire > est bien :
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— réflexive : (0),, est bien positive donc S; = S;
— antisymétrique : si S; = S, etsi S, = Sq les valeurs propres de S, —S; sont toutes a la fois positives
et négatives. S, —S; est donc diagonalisable ( car symétrique réelle) ayant une seule valeur propre
0 donc c’est la matrice nulle. S, = S;
— transitive : S1 S; =S, et S, > S; ona S; — S, € &7 (R) et S, — S3 € &7 (R) donc d’aprés 2a la
somme S; —S3 € " (R) etdonc S; =S5 .
5b) il suffit de prendre S; =0 et pour S, une matrice symétrique ayant une valeur propre positive et
une négative . Exemple :
0 O
1 0
0 -1

(= el

5¢) la relation > n’est pas réflexive car (0), ¢ &, " (R)

5d) On peut se douter (ou montrer) qu'une matrice de %"+ (R) a des valeurs propres strictement
positives.
On prend donc S, = 0 et S; symétrique ayant des valeurs propres positives et ayant la valeur propre

0 0 O x#0
0 .Parexemple S;=| 0 O O | Ona S;#(0) ‘XS$;X=22>0etsi X= 0 X$;X=0
0 01 0

6a) Question de cours . On doit montrer x € E, (u) = v(x) € E; (u) . Donc u(x) = Ax = u(v(x)) = Av(x).
Or

u(v(x)) = (uov)(x)

= (vou)(x) par hypothése sur u et v

= v(u(x))=v(r(x))

= Av(x) par linéarité de v

6b) L'endomorphisme induit par v diagonalisable sur un sous espace stable est lui méme diagona-
lisable. Donc 'endomorphisme v; est diagonalisable et il existe une base de E; (u) qui est une base de
vecteurs propres de v;. uétant diagonalisable E est somme directe des sous espaces propres. L'union des
bases précédentes est donc une base de E . Par construction ces vecteurs sont des vecteurs propres de
v et de u (car éléments des sous espaces propres). Dans cette base, u et v sont donc simultanément
diagonalisables.

7a) Si A et B commutent, A et B sont diagonalisables au moyen d’'une méme matrice de passage . On
prend la question précédente avec A = Mat¢ (u) et B = Mat¢ (v) . P est alors la matrice de passage de
€ aRB .
Réciproquement si A et B sont diagonalisables au moyen d'une méme matrice de passage, on a
A=PDP~ !, B=PAP! et comme deux matrices diagonales commutent AB = BA =P (DA)P~! smallskip
7b)
A est de rang 1 et Ey(A) est le plan d’équation x + y —z = 0 . Par la trace on en déduit que la
1
troisiéme valeur propre est 3, puis on trouve E; (A) = Vect 1
-1
Pour B le calcul du polynéme caractéristique, en commencant par exemple par faire C, + C3— > Cs,
donne deux valeurs propres : 4 (double) et 1 (simple) . Puis le calcul des sous espaces propres donne :
1
E, (B) est le plan d’équation —2x+y—z =0 et E; (B)=Vect | 1 | .On vérifie alors que E;(B) C Ey(A)
2
, E3(A) € E4(B) . Les trois droites E;(B),E3(A), Ey(A) NE4(B) sont trois droites de vecteurs propres
communs qui engendrent ’espace . Une matrice de passage est :

1
1

N R =
— = O

-1
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8) S; et S, sont diagonalisables (symétriques réelles) , et commutent. S; et S, sont donc diago-
nalisables avec une méme matrice de passage (S; = PDP~!,S, = PAP™1). Cette matrice de passage
diagonalise aussi S;S, = S,S; = PDAP~! | la matrice diagonale semblable 4S;S,étant le produit des
deux matrices semblables aS; et S,. S; et S, étant positives ont toutes leurs valeurs propres positives. Les
valeurs propres de S;S, sont donc aussi toutes positives et S;S, est symétrique positive.(toujours 4a).

9a) Avec les notations précédentes (S; = PDP 1, Sy = PAP71). On donc A —D positives . Donc pour
les termes diagonaux &; —d; = 0 et d; > 0 . La fonction carrée est croissante sur R* donc Vi , 81.2 > di2
. A? —D? est donc positive et S§ — S% est une matrice symétrique semblable aune matrice symétrique

positive donc est aussi positive. S% > S% (cf 4b)

1/2 -1

9b) Ona S, —S; = ( 21 9
est S, = S;.

S; de valeurs propres O et 1 donc S; = 0

) de valeurs propres 0 et 5/2 réels positifs. La matrice et positive

1 -2
et S% - S% = ( _/; - ) de déterminant —9/4 . Le produit des valeurs est négatif. L'une des valeurs

propres es négatives. S% - S% n’est pas positive.

Partie II

1)
a<b :idem I4a
Sétant symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée (V;) <<, : il existe
D = diag(A) telle que Yk , SVi = A Vi
Si toutes les valeurs propres sont strictement positives on a alors pour toute matrice colonne non nulle

n
X = Z)’ka
=1

n n n
XSX = (X,SX) = <Z)’ka,Z 7ch’ka> = Zxkyzf >0
P P k=1

En effet on a une somme de termes positifs , un au moins étant strictement positif.
Réciproquement si A est valeur propre de S et X vecteur propre associé on a ‘XSX = A |[X||* . Comme

on suppose ‘XSX > 0 et que X # 0 onabien A >0 .
b = c . Sétant diagonalisable dans une base orthonormée (symétrique réelle) on peut écrire S = PD'P

. avec D = diag(d;) . Par hypotheéses les d; sont strictement positifs . On peut donc définir A = diag(+/d;)
qui est inversible car les termes diagonaux sont non nuls. M = AP est alors une solution du probléme.

‘MM = PAA'P=PDP=S§

c=>d si S='MM avec M inversible , S est inversible (comme produit de matrices inversibles) et S
est positive d’apres I12c

d=Db : S est positive donc toutes les valeurs propres de S sont positives et S est inversible donc 0
n’est pas valeur propre de S . Les valeurs propres de S sont donc strictement positives.

On alasuite b=>c=d = b et a & b, donc I'’équivalence des 4 propositions.

2a) A est bien une matrice symétrique.
Si X=(x;)1<i<n et Y=AX= (yj)K]Sn on a

Y1=2x1— X
Viel2,n—1], yj=—xi1+2x; — x41
Yn= —Xn—1 +2xn
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On a donc
n n n n—1
t _ _ 2
XAX = inyi —Zle. —in_lxi— E XXt
i=1 i=1 i=2 i=1

n n—1 n—1 n—1

2 2 2 : 2 2 2 : } :
x;+x7 |+ xi+x, | - XiXjp1 — XiXi+1

= i=1 i=1 i=1

i=2
n—1 n—1 n—1
— 2 2 2 2| _ .
= Xipgptxp |+ E xi +x; 2 E XXy
j=1 i=1 i=1

2b) pour toute colonne X, on constate que ‘XAX est une somme de carrés donc est un réel
positif. De plus la somme est nulle si et seulement si chaque terme est nul donc si et seulement si

X1=0
Vie [[1,n:[] ’xH—l_xi:O
x,=0

Tous les x; sont donc nuls . Donc si X # 0 ‘XAX est strictement positif.
2¢) Avec la matrice M du sujet notons S =' MM = (Si, j) on a en faisant le produit :

_ .2
Sl—ul
i>1$si=ui2+vl.2_1
Isisn—1=s 41 =541, = UV
ji—i|>1=s;=0

On doit donc résoudre le systeme non linéaire

u% =2
i>1=u?+v? =2
1<i<n—-1=uyyv,=-1
On a donc v; = —% et en reportant ul.2 =2- u% . Soit en posant a; = ul.2 la suite homographique :
L i-1
a]_ =2
a; = 2— .
ai-1
I’équation | =2 — 1/l donne un point fixe double [ =1 . La suite al_—l est donc arithmétique . Or
1 1 a;_ 1
= 1 = i1 =1+
a-1 1—— a_-1 a_1—1
ai—1
dott = =1 et
ai—l
i+1 i
u; = Vi = —A/:
i i+1

3a) % est une base car S est une matrice inversible d’apreés ITlc

3b) C’est la méthode d’orthogonalisation de Schmidt .Démonstration par récurrence :
— (Vy) est réduit aun seul vecteur non nul donc est une famille orthogonale de vecteurs non nuls
— (V4,V;) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls et Vect(V;,V,) = Vect(U;,U,). En effet
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— p; est la projection orthogonale sur Vect(U; ) = Vect(V;) donc V, = U, —p;(U,) est orthogonal
avy

— si V,était nul, on aurait U, = p;(U,) € Vect(U;) . Absurde car (U;,U,) est libre

— (V4,Vs) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls , c’est donc une famille libre.

— Enfin Vect(V;,V,) C Vect(U;,U,) par construction,et comme les deux familles de deux
vecteurs sont libres il y aégalité.

— On suppose que (V;);<;<x_; est une famille orthogonale de vecteurs non nuls tels que
Vect(V;)1<i<k—1 = Vect(U;)1<i<k—1 - Montrons que (V;);¢;< est une famille orthogonale de
vecteurs non nuls tels que Vect(V;);<;<x = Vect(U;)1<i<k -

— par hypothése de récurrence on doit seulement montrer que V; est un vecteur non nul
orthogonal & Vect(V;)1<;<x—1 puis Vect(V;);<;<r = Vect(U;)1<i<k -

— Par construction p;_; est la projection orthogonale sur Vect(V;);<;<x—1 = Vect(U;)1<;<x—1 donc
Vi = Uy — pr_1 (Ug) est orthogonal a Vect(V;)1<i<k—1

— Si Vi estnul alors Uy = pi_1 (Uy) € Vect(U;)1<i<k—1 et la famille (U;);;<, estlié . Absurde

— Enfin par construction Vy € Vec(Uy) @ Vect(U;)1<i<k—1 = Vect (U;) << €t
Vect(V;)1<i<k—1 = Vect(U;)1<i<k—1 € Veet(U;)1<i<k - Donc Vect(V;) <<k € Vect(U;)q<i<k - Les
deux familles étant libres de méme cardinal , les deux sous espaces sont égaux.

Pour k =n on obtient que ¥ est une base orthogonale de R" .

3c) La base est orthonormale car on norme une base orthogonale ( et les dénominateurs sont non nuls
car les V; sont des vecteurs non nuls)

Par construction de ¥ on a vu que V; € Vect(U;)<;<x - Les coordonnées de V. sur U,q,---U, sont
donc nulles .

Matgq, (V) est triangulaire supérieure. Diviser chaque colonne par sa norme ne change pas les
coefficients nuls . Mat,, (#') est triangulaire supérieure.

3d) Notons & la base canonique . On a
M =Mat g (%) =Mat g (#)Mat, (%) =PT

ol T est I'inverse de la matrice triangulaire supérieure construite a la question précédente.
On a alors S =" MM =" T‘PPT . Mais P est la matrice de passage de % a%# toutes deux bases
orthonormées . Donc P est orthogonale et ‘PP =1,, . Il reste donc S =" TT .

a b ¢
3e) Sionposeapriori T=| 0 d e le calcul donne :
0 0 f
a? ab ac 4 -2 -2
‘TT=| ab b2 +d?>  bc+de = 0O 2 0
ac bc+de c2+e®+f? -2 0 3

en résolvant le systéme ligne par ligne et en choisissant pour a,d, f les racines carrées positives on
obtient

2 -1 -1
T=]1 0 1 -1
0 O 1

On constate que T est inversible et donc d’aprés I 1 S est définie positive.

4a) Si X = ( ; ) ona ‘XAyX=by?+2cxy donc y =0 ou by +2cx =0

4b)

— si A est définie positive les valeurs propres de A sont strictement positives (cf IT 1). Leur somme
(1a trace) et leur produit (le déterminant) le sont aussi. On a donc a+b >0 et ab — ¢2>0. Onen
déduit que a+ b et ab sont strictement positifs donc a et b le sont.

— Sia>0etab—c>*>0o0nab> % > 0 donc Tr(A) > 0 et det(A) > 0 . La somme et le produit
des valeurs propres sont strictement positifs donc les valeurs propres sont strictement positives .
D’apres IT 1 A est définie positive.
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4c) calcul par bloc :

(x fx’)(s ;\f)()’é) = (xa+'XV va+fx’s’)(;,)

= xax+xXV +x'VX' +tX's's’
= ax?+ x("VX' +EX'V) +EX'S'X
= ax?+42x'VX +'X'S’X car 'VX' =' X'V d’apreés I 1a

vx'\? 1
- a(x-l— — = (VX)) XS
a a

X'\ 1
= a (x + ) — — ("X'V'VX') +'X's'X" d’aprés 11 b
a a

tyx'\2 1t
= a (x+ ) +— X' (-V'V+aS)X
a a

On vérifie que tous les produits matriciels ont un sens les matrices étant de tailles compatibles.
On en déduit donc :
— si @ > 0 et aS’ — V'V définie positive , pour toute matrice colonne X € .#,;(R) on a

a
nulle de réelles positives donc chaque terme est nulle . En particulier ‘X’ (aS’ — V'V) X’ = 0 et donc

N2
(x + X ) >0 et ‘X' (aS’"—V'V) X' > 0 donc ‘XSX > 0 . De plus si ‘XSX = 0 on a une somme

X' =0 car aS/— V'V est définie positive on trouve alors x = 0 en reportant dans (x + f\;X/)Z =0
.Donc X# 0 ='XSX > 0 et S est définie positive.

1
(0)
précédent (avant la division par a) et aS’ — V'V est définie positive car pour toute matrice non nul
X/ € '/%n—l,l (R)

— Si S est définie positive alors a > 0 car pour X = ( ) , 'XSX = a dapres le calcul

X' (@S’ = V'V) X' = a®'XSX > 0 en prenant X = ( ;(), )
4d)

— Si S est définie positive la question précédente donne par une récurrenceévidente que toutes les S;
sont définies positives et tous les a; positifs pour i < n . Enfin a, > 0 comme valeur propre de la
matrice S, définie positive.

— Réciproquement si les (a;) sont tous strictement positifs S, = (a,) est définie positive . S, est
définie positives et a,_; > 0 donc S,_; est définie positive et par récurrence si S;_; est définie
positive S; est définie positive car a;_; >0 .

a d e

4e)SiS=| d b f onaa1=a,V1=(d),S’1=(]lz f)d’oﬁ

e c
e f ¢

S — ab—d? af —de

27\ af —de ac—¢e?
S est donc définie positive si et seulement si a > 0 et S, définie positive . Donc en utilisant IT 4b si et
seulement si a > 0,ab —d? > 0 et det (S,) > 0 or det (S;) = (ab — d?)(ac —e?) — (af —de)* = adet(S)

a d e
S est définie positive si seulementsia> 0 , ; b >0,|d b f|>0
e f ¢
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