— CorrIGE DS N°4 — EPITA 2002 et CCP MP 2001

CORRIGE DU DS N°4 I

PSI*10-111

‘ PROBLEME I : ENDOMORPHISMES CYCLIQUES (d’apres EPITA 2002)

PARTIE 1

1. a) — Onaa(e))=ey, a%(e1)=a(ez)=e3 .Onadonc E=Vect(e,aler),a?(er)) .
— On a donc E C Vect(a*(e),k € N). Linclusion inverse étant évidente, on a E = Vect(a*(e),k € N).

a est donc cyclique.

— Pour déterminer les valeurs propres on cherche les racines du polynéme caractéristique

-

LuM)=| 1
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ce quidonne —A3+6A2—11A+6=0. A =1 estracine évidente et —A3+6A%>—11A+6=(1—A)(A>—5\1+6).

Les valeurs propres sont: 1,2 et 3. ‘

— Pour A =1 on doit résoudre le systeme a(v;) = v, . Notons (x,y, z) les coordonnées de v, et le sujet impose

z =1. Ce qui donne le systeme :

6
la solution est évidente: v; =| —5
1
— pour A=2:
3
donne v, =| —4
1
— pour A=3:
2
donne v, =| -3
1
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— On a trois valeurs propres distinctes en dimension 3. Lendomorphisme est diagonalisable et (v;, v,, v3) est

une base de E . Dans cette base la matrice de a est D =

6 3
matrice de passageest P=| -5 —4
1 1

2
-3
1

On a alors A=PDP~! ouencore D=P~1AP

b) On trouve ici encore b(e;)= e, et b%(e;) = e, donc, par le méme raisonnement, | i est cyclique.

On trouve det(B—Ald)=—-A3—A?+A+1 deracines 1 (simple) et —1 (double).

Les vecteurs propres vérifient

— soit b(v)=v ce quidonne v eVect

— soit b(v)=—v ce quidonne v €Vect

-1
0
1

1
0
0

0

2
0

0
0 | ; A est donc semblable a D et la
3

La valeur propre —1 est double, or le sous espace propre associé est de dimension 1.

Donc| b n'est pas diagonalisable.
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n n
2. a) Pardéfinitionona: Vi€[l,n], c(x;)=2A\;x;. Donc si on note x, =in,on obtient par linéarité c(x0)=2kixi

i=1 i=1

n
et par récurrence facile| c*(xo)= Z kf X .
i=1

n—1 n—1 n n n—1
b) Soitune combinaison linéaire nulle des c*(x;) : Z aycr(x9)=0,soit Z ak Z M“xi =0ou Z (Z akkf) x; =0.
k=0 k=0 i=1 i=1 \ k=0
Or la famille des (x;) est libre (vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes). On a donc
n—1

Vie[ln], > anf=0()
k=0

n—1

On considere alors le polynéme P = Z a;X* .Ce polynome est de degré < n —1 et admet 7 racines distinctes
k=0

(les A;). C’est donc le polyndme nul, et tous ses coefficients sont nuls.

Donc’la famille (c¥(x0))<r<n—1 €St libre.‘

Autre solution : On pouvait aussi remarquer que (*) donne un systeme linéaire homogéne, dont le déterminant
est un déterminant de VanDerMonde...

¢) Comme la famille est une famille libre de bon cardinal , c’est une base de E : E = Vect (c*(x0))ocrc,_; -Par
double inclusion comme au I.1, on en déduit E=Vect (c*(xo)) ey -

Donc| ¢ est cyclique.

PARTIE 2

3. a) On peut remarquer que xo # 0 car sinon E = Vect(f*(0)) = Vect(0) = {0} , ce qui contredit I'hypotheése
dim(E) > 2.
La famille (x,) est donc libre. Lensemble des entiers k non nuls tels que la famille {xo, f(xo),..., f¥1(x0)} soit
libre est donc une partie non vide de N* ; or elle est majorée par n +1 (car toute famille de n +1 éléments de E
est liée) ; elle admet donc un plus grand élément m, qui vérifie par construction la propriété demandée.

On montre alors par récurrence que pour k €N, fm*¥(xo)eVect (fi(xo))ocicm_1:

— si k=0 :On sait que la famille (f?(x0))o<;<,, estlié, et que la famille (f(xo))<;<,,_; €St libre.
D’apres un théoreme du cours, f(x) est combinaison linéaire des ( f"(xo))osism,l,i-e pour k = 0,
Jm+0(xo0) € Vect (f1(x0))ogcicm—1

m—1
— Onsuppose [ *(xo) € Vect (f(x0))o<i<m—1 - Il existe donc des scalaires a; tels que f™*(x)= Z a; fi(xo).
i=0
On a alors

m-—1 m-1
fm+k+l(x0) — Z aifi+1(xo) — Z aj—lfj(x0)+ am_lfm(xo)
i=0 j=1
etdonc fm+k+1(xe)eVect (f1(x0))ocicm-1

— On a ainsi montré par récurrence : ’ VkeN, fmtk(xo)eVect (f1(x0))ocicm_1- ‘

b) Par définition de m, la famille est libre .
Elle est aussi génératrice car E=Vect (f(x0));ey = Vect (f1(X0))o<i<m_1 d'apresle a) (en effet, si on 6te a une
famille génératrice un vecteur qui est combinaison linéaire des autres, la famille obtenue est encore génératrice.)
La famille (xo, f(xo), f2(x0),..., f™ 1(x0)) est libre et génératrice. C’est donc une base de E. Elle est donc de
cardinal n,dou m=n.
4. a) Pour i <n—1,l'image du i—eéme vecteur de base est le (i + 1)—éme. La i—eéme colonne de M est donc une
n—1
colonne de 0 saufligne i +1 ouil yaun 1. Limage du dernier vecteur de base est f(xo) = Z pif'(x0). Ona
i=0

donc:
1 0 0 P1
M=| 0 1 Co
0 Pn—2
0 0 1 pn71
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b) Onmontre que (), <, estune famille libre de £(E) :
n-l1 n—1
Soit Zai f' =0¢ . Sion prend I'image de x, par cette relation, on trouve Za i f'(x0) = 0. Et donc, comme
i=0 i=0
(f'(x0))o<i<n_1 €stunebasede E, a; =0 pour tout i.

’ (f*)o<k<n1 estune famille libre de £ (E) ‘

n—1

Il n'existe pas de polyndme non nul de degré < n tel que Q(f) = 0. En effet si Q = quXk existe, on a
k=0

n—1

Z qrf¥= 0« - Comme la famille est libre, g =0 pour tout k, et donc Q=0

k=0

n-l1 n-1 n—1
©) Ona P(f)= 7= pif' donc P(f)xo) = (o)~ _pif (o) =0, puis, pour tout k, PFF* (¥o)) = "+ (xo)=Y_pi (o)

i=0 i=0 i=0
Les applications P(f) et 0¢ () sont égales sur une base : elles sont égales | P(f)=0.
n—1 n—1
5. a) Parune récurrence classique ona f*(x)=2Akx.Donc P(f)(x)= Z pifi(x) = Z p,?\ix =P(\)x.
i=0 i=0

On x #0, donc| P(A)=0. |il s’agit d’ailleurs d'un résultat du cours).(

b) Lamatrice de f —Ald est M —Al, soit

1 -\ 0 P1
M-AL,=| 0 1 :
-\ Pn-2
0 0 1 Pn-1—A

— A estvaleur propre donclerangest <n—1.

— d’autre partla "diagonale” de 1 montre que lerangest = n—1

— Donclerangde M —2Al, estégala n—1, d'ott dimKer(f —Ald)=1.
Le sous espace propre est de dimension 1 ‘

c¢) — Si il existe n valeurs propres distinctes dans un espace de dimension 7, I'endomorphisme est toujours
diagonalisable (cf. cours).
— Réciproque : Soit f cyclique, diagonalisable. Alors E est somme directe des sous-espaces propres , chacun
d’entre eux étant de dimension 1. Il y a donc n sous-espaces propres , donc n valeurs propres distinctes.

6. a) — C(f) estunsous ensemble de Z(E)
— C(f) contient 1d
— C(f) est stable par combinaison linéaire: si go f = fog et ho f = foh alors pour tous scalaires A, :

(Ag+uh)of = AMgof)+u(hof)=A(fog)+u(foh)
= fo(rg)+fo(uh)=fo(rg+uh)

— C(f) eststableparlaloio:si gof=fogethof=foh:
(goh)of=go(hof)=go(foh)=(gof)oh=(fog)oh=Fo(goh)

— Ainsi :’ C(f) est une sous-algebre de (Z(E),+,-,0)

b) On suppose uof=fou ,vof=fov et u(xy) = v(xp). On montre par récurrence que u et v prennent les
mémes valeurs sur la base (f*(xo))<<,_; ce qui prouvera que u = v.

— pour k=0 c’estla définition de u et v
— pour k=1:

u(f(x0))=(uo f)(x0)=(fou)xo)=f(u(x0))=f(v(xo)=(fov)(x)=(vof)(xo)=v(f(x0))
— si u(f*(x0)) = v (f* (x0))
u(fH ) = (we f)(Fxo) = (Fou) (ff(xo) = f (u (FFx0))
F(v(FEe0)) = (For) (Fiex0) = (vo £) (Filxa) = v (£ (x0))

d’ou1 'égalité pour tout vecteur de la base.
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¢) Remarquons que les (a;)y<;<,—1 €xistent: il s’agit des coordonnées de g(xo) dans une base.
n—1
On applique alors la question précédente avec u =g et v = Z ay f*.Onsuppose que u = g € C(f), et, comme
k=0
tout polynéme de 'endomorphisme f, ona v € C(f).

n—1
Enfin on a supposé u(xo)=v(xp). On adoncd’apreslea) u =v donc| g = Z af*
k=0

d) On vient de montrer que tout élément de C(f) est dans Vect(f*)o<k<n—1 , €t tout élément de Vect(f*)o<k<n—1
est dans C(f) (c’est un polynéme en f). Donc C(f)=Vect (f*),crcp_i-

De plus, d’apres le I1.4.b), cette famille est libre. C’est donc une base de C(f) .

’ C(f) est un sous espace vectoriel de dimension n ‘
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PSI*10-111

‘ PROBLEME II : UTILISATIONS DES MATRICES COMPAGNON (d’aprés CCP MP 2001)

I. Propriétés générales

1. Par développement par rapport a la premiére ligne, on obtient detCp = (—1)**!(—ao) = (—1)"* ag = (—1)" P(0). Donc

’ Cp est inversible si et seulement si P(0) # 0 ‘ .

2. En développant par rapport a la derniére colonne, on obtient :

ey =

X 0
1 —X
0
: 1
0 0
—-X
1
= (_X_ an—l) .
0

= (X=X e (1) (X o (1) ()

o (1) (ag)|

0 —ao
—a
0
X  —ap
1 —X—an
0 - 0
—X
+”_+(_1)n+k+1(_ak)
0
1 X
1 X 0
: . 1 X
0 - 0 1

=1 X X et X 4 ag)

soit| X¢, =(—1)"P|.

Rem : on a vu en exercice une autre facon de calculer ce déterminant...

3. Si Q= X, alors degQ = n et son coefficient dominant est (—1)". Réciproquement, si degQ = n et son coefficient
dominant est (—1)", posons P=(—1)"Q :on a alors Q= X ¢, d’apres la question précédente.

-X 0
1 X
0
0
0

0 0
k
1 X 0
0
. n—-1-k
: 1 =X
0 1

Il existe Ae ./ ,(K) telle que Q= X 4 sietseulementsi Q a pour terme de plus haut degré (—1)"X".

4. a) Yig,=%c donne’ Sp(*Cp) =Sp(Cp). ‘

b)
0 1 0 X X
x| f 1 1
. . X2 X2
X=| : |eKer("Cp—AL) <= | - : L=
0 0 1 :
Xn
—ao —Qp-2 —Aap-1 Xn Xn
( 7\x1 = X2
7\.X2 = X3
—
AXp1 = Xn
\ Ax, = —AoX1——Ap2Xp_1 —An_1Xp
fxg = 7\)61
X3 = 7\2.7(?1
—
X5 = A lxy
0 = PO)x
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etona P(A)=0 donc| Ker(*Cp —Al,) =K.

-

c) Si P estscindé a racines simples alors X ¢, aussi et donc 'Cp est diagonalisable (car X:c, est annulateur de C,
d’apreés le th. de Cayley-Hamilton).

Réciproquement, si ‘Cp est diagonalisable alors X:c, est scindé donc P aussi et, pour tout A racine de
P, on a A € Sp(*Cp) et la multiplicité de A est égale a dim(Ker(th - Mn)). Or, on a vu au b) que

dim (Ker(’ Cp—AI ,,)) =1.Donc P est scindé a racines simples.

Ainsi ’ 'Cp est diagonalisable si et seulement si P est scindé a racines simples. ‘

d) o Puisque degP =rn,si P a n racines deux a deux distinctes alors P est scindé a racines simples et donc ¢) donne

‘ !Cp est diagonalisable. ‘

1 1
A An
¢ La famille . . . est formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.
7\‘{1.—1 )\r;—l
n
1 1 1
A Ao An
Elle est donc libre et donc| on a bien : . . . |#0
NEIVER
n

5. a) Prenons| n=2002, P =X?2002_X2001 _X2000_1999 et A=Cp. ‘
Ona X, =P etle théoréme de Cayley-Hamilton donne P(A)=0.

Remarque : Comme P(0) <0 et tlil}_l P(t) =400, P a au moins une racine o dans R donc dans K et, pour tout
—+00
n,lamatrice A= al, vérifie |'équation (tout simplement!).
b) Puisque f"~!#0, ona Ker f"~1 #E et on peut choisir e € E\ Ker f"~! puis poser, pour k €[1,n], e; = f*¥~1(e).
Montrons que (ey,...,e,) est une base de E : si il existe (A,...,A,) € K" et (Ay,...,A,) # (0,...,0) tel que

n
Zkkek =0, posons r =min{k tq A #0} ; on a alors
k=1

k=r

Ozfn—r (gxkek) :fn—r (ki}\kek) :ikkfn_r+k_l(e)

=2 f" )+ [ ( > xkfk-f(e)) =% " (e)

k=r+1

donc, puisque f""1(e)#0, A, =0 ce qui contredit la définition de r. Donc (e, ...,e,) est une famille libre de E
donc une base de E et, pour k €[1,n—1], f(er)= f*(e)=-ers1 et f(e,)= f"(e)=0.

0 0
1 O 0

Donc | il existe une base % de E telle que Mat (f, 8) = . . | =Cxn.
1 O

I1. Localisation des racines d’un polynéme

n
6. On a AX = AX donc Vi € [1,n], Ax; = Zaikxk donc |7\x,-} =
k=1

n
E AixXk
k=1

n n
< D Jaik| [xe] <D Jai| Xl donc
k=1 k=1

Viell,nl, [x|<r|X],-

7. Appliquons le résultat de 6) a i tel que |x,'0) = HXHOO : on obtient |7\{ HXHOO <1, HX”OO donc, puisque X #0, |7\{ < 1,
donc A €Dy, .

n
Ainsi VA € Sp(A), Jig€[1,n] tq A€ D;, donc| Sp(A) c | Dr.
k=1
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8. On a vu au 2) que les racines de P sont les valeurs propres de Cp et on peut appliquer 7) a A = C, avec

n
n = |a0| etpour i € [2,n], i =1+ }ai_l). Or, U Dy est le disque fermé de centre 0 et de rayon 112'<n r; donc
k=1 <i<

toutes les racines de P appartiennent a Bf(O,R) ou R:max“ao|,1+ ‘al yeey 14 ‘an_l)}.

9. Pour fixer les idées, supposons que a = max{a,b,c,d}. Si n € N est solution de I'équation proposée, il est ra-
cine de P = X% + XV —X¢ — X4 € C,[X] donc, avec les notations de 8), on a |n| < R avec R = 2 car ‘ao‘ =0 et

2 sikeib,c,d}

1 sinon

donc, par unicité de la décomposition en produit de nombres premiers, b = d ce qui est exclu. 0 et 1 étant clairement

solutions, on peut conclure que :

1+|ak| = .Mais, si 2 était solution, on aurait, en supposant, par exemple, ¢ > d, 20 (2470 +1) =24 (2674 +41)

lles seules solutions n €N de n%+n?=n¢+n4 sont 0 et 1. ‘

I11. Suites récurrentes linéaires

10. Si Vn, u(n)=A" alors Vn, u(n+p)+a, u(n+p—1)+--+aou(n) =1 (M+ap_1xp—1+---+ao) — 2" P()). Donc

’ la suite n+— A" appartient a F si et seulement si A estracinede P . ‘

11. ¢ ¢ estclairement linéaire et si o = (ao, . ap_l) € Cr, il existe une et une seule suite u €F telle que p(u)=a : c’est
la suite définie par u(0)=ayg,... u(p—1)=oa,_; et,pour n=p, u(n)=—a,_1u(n—1)—---—aou(n—p).Donc ¢ est

bijective et donc’ ¢ est un isomorphisme de F sur CP . ‘

¢ On adonc dimF=dimC? soit
12. a) ei(p)=—ap_1eilp—1)—---—a;e;(i)—---—ape;(0) donc

b) Notons (&1,...,€,) la base canonique de C?.On a e; = ¢~!(g;41) donc la famille (eo,...,e,—1) est'image par

I'isomorphisme p~! de la base (81,...,8,,).Ainsi’ (eo,...,ep—1) estune base de F ‘

p-l p-1 p-1
c) YueF, u=9p '[p(u)]=¢! [Z u(i)eim :Zu(i)ap_l(siﬂ) donc| Vu €F, u :Zu(i)ei .
i=0 i=0 i=0

13. | f€ Z(E) |estévidentetsi u €F, Vn, u(n+1+p)=—a,_1u(n+1+p—1)—--—aou(n+1) soit f(u)(n+p)=—a,_1f(u)(n+p—1)—-

donc f(u)eF ce qui montre que’ F est stable par f . ‘

p-1 p-1 p=2 p-1
14. Pour u €F, f(u)€F donc12.cdonne f(u)=Y_ f(u)(k)ex=> u(k+1l)er= > u(k+1)ec+u(p)e, 1 =u(l)eo+y_ u(k)er 1+u
k=0 k=0 k=0 k=1
Lo ei_1—aie,_; sil<i<p-1 0 0o .
Enparticulier, f(e;)={ ' %o o p donc| Mat (f,(eo,...,ep-1)) = =1Cp.
—agep-1 sii=0 : . )
—ay) —da; _ap—l
1 1
M An
15. a) D’apres 4.d., une base de vecteurs propres pour ‘Cp est . yeeey . donc une base de vecteurs
7\‘;1'—1 )\':L;fl
p-1
propres pour g est (v,...,Vp_1) avec v; = Zkf er. Mais la suite w; : n — A}' appartient a F d’apres 10. et
k=0
p—-1
s’écrit w; =Z7\f ey d’apres 12.. Donc v; = w;
k=0

et’ une base de vecteurs propres pour g est (vp,...,Vp_1) avec Vn, v;(n)=A} . ‘

p—1 p-l
b) Donc Yu €F, Ako,..., kp-1) €CP, u=>_k;v; soit| Ako,...,k, 1) €CP, YneN, u(n)= kirl .
i=0 i=0

16. Ici, P=X8—(a+b+c)X2+(ab+ac+bc)X—abc = (X—a)X—b)X~-c) avec a,b,c distincts donc 15. donne :

une base de F est ((a”)nEN,(b”)neN,(c")neN) .

Corrigés de problemes — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 7/9 30 aotit 2010



— CorrIGE DS N°4 — EPITA 2002 et CCP MP 2001 PSI*10-111

IV. Matrices vérifiant: rg(U—-V)=1

17. | Non! (si n=2) |car 1g(Ca) = n —1 doncsi rg(A) < n —1 alors A ne saurait étre semblable a Cp (si n =1, A=Cy).

18.

19.

20.

21.

22.

On peut aussi, selon 4.c., prendre A diagonalisable mais avec une valeur propre au moins double.

Siona () alors U-=V=P~1(Cy—Cy)P. Or, les (n—1) premieéres colonnes de Cy—Cy sont nulles donc rg(Cy—Cy) < 1
et si on avait rg(Cy —Cy) =0 alors Cy—Cy =0 donc U-V =0 ce qui est exclu (U et V distinctes) donc rg(Cy —Cy)=1.

Donc rg(U—V)=1.0n a donc montré que| (k) => (*) .

U=l V= ((1) i) vérifient (*) mais pas (**) |:

On a bien rg(U—V)=1 et, d’autre part yy = v donc Cy =Cy et, si on avait (**), on aurait U=V ce qui n’est pas.

rg(u —v)=rg(U—V)=1 et le théoreme du rang donne dim(Ker(u —v))=n-1: ’ H estun hyperplande E .

a) Sion avait F C H alors Vx € F, (u —v)(x) =0 donc Vx € F, u(x) = v(x) c’est-a-dire que ur = vg. On a donc
Yuy =Yg - POSONS P=1,,. =y, ,ona degP=dimF > 1 et P divise yu et yv ce qui contreditle faitque X, et X,
sont premiers entre eux. Donc

b) ¢ Onadonc F#FnNH donc dimF > dim(FNH) et donc dim(F+H)=dimH+dimF—-dim(FNH)>dimH=n—1

donc dim(F+H)=n et| F+H=E .

o Notons p =dimF. Soit %Br = (u1,...,u,) une base de F, By = (vy,...,v,—1) une base de H. Tout élément de

p n—1
E s’écrit x =Z7»,- u; +Zuj vj donc (ui,...,uUp,V1,...,Vn—1) estgénératrice de E et (u1,...,u,) estlibre donc
i=1 j=1
le théoreme de la base incompléte montre que

on peut compléter By par des vecteurs de H en une base %’ de E . ‘

¢ Onadonc B’ = (ul,...,up,up+1,...,u,,) avec ur €H pour k= p+1.0r,si x €eH, u(x)=v(x) et F est stable
par u etpar v doncon a

Mat (u, ,%/) = |:A01 g:| Mat (l/, ,%/) = |:?)2 2:| avecA; € .//[p(K) .

Donc X¢|yqu, Xc|yv et deg(yc)=n—p =1 puisque F#E, ce qui contredit le fait que X, et X, sont premiers
entre eux. Donc

c¢) {0} et E sont stables par u et par v et on vient de montrer que si F est stable par u et par v et F # {0} alors

F=E.Donc ’ les seuls sous-espaces stables par u et par v sont E et {0} . ‘
a) Par définition, G; = (u/)~'(H) et U € GL,(K) donc u € GL(E) et donc u/ € GL(E) donc dimG; = dimH. Ainsi,
’ pour tout j €N, G; estun hyperplande E .

n-2 n-2
b) Onadonc G; =Kery; ol ; estune forme linéaire nonnulle sur E. On aalors dim ( N Gj) =dim ( () Ker kpj) = n—1g(po,
j=0 j=0

Donc nﬁz G; #{0} .
j=0

¢) Supposons le résultat faux, i.e (e, ..., e,—1) liée, et considérons comme le suggere I'énoncé, F=Vect{y, u(y),...,u?"1(y)}
ol p estle plus grand entier naturel non nul pour lequel la famille (y, u(y),..., u?~'(y)) estlibre (p est bien dé-
finicar {k>1tq (y,u(y),...,u*"'(y)) estlibre} estnon vide car (y) est libre, et majoré par n—1).
Par définitionde p, (y, u(y),..., uP='(y)) estlibreet (y,u(y),...,uP=1(y), u?(y)) estliée donc 3(ay,...,ap—1) €K
p—1
tel que u”(y) =Zaku"(y). Ceci montre que u”(y)€F etdonc u(F)=Vect{u(y), u?(y),...,uP(y)} cF.
k=0
D’autre part, Vk € [0,n—2], y € Gx donc u*(y)eH etetdonc v(u*(y)) = u(u*(y)) donc, puisque p—1<n-2,
v(F)=Vect{u(y), u?y),...,u?(y)} = u(F) cF. On a donc F stable par u etpar v avec 1 <dimF<n—1 cequi
impossible d’apres 21.. Donc’ A" estune basede E . ‘

n—1

d) Ona u(ex)= e pour k €[0,n—2] donc Mat (u, B”) =Cp ot P=X" —Zez(u(en_l)) Xk . Mais alors, d’apres

k=0
2., P=(-1)" %, donc Cp = Cy. D’autre part, comme vu au (c), Vk € [0,n — 2], v(er) = u(ex) = ex+1 donc
Mat (v, 98”) est aussi une matrice compagnon et, de méme que ci-dessus, c’est Cy.

Onadonc’ Mat (u, 8”)=Cy et Mat(v, B”)=Cy . ‘
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e) En notant P la matrice de passage de 8” a 8, onadonc U=P~1CyP et V=P~ CyP. On peut donc conclure

que:| Y(U,V)e (GLn(K))z, ((*) et X, X, premiers entre eux) = (k) .
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